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AVERTISSEMENT. 



Les procédés, souvent fort ingénieux, par lesquels les Tailleurs de pierre et les. 
Charpentiers construisent leurs épures, étaient connus depuis longtemps, il est 
vrai; mais ils ne présentaient ordinairement que des méthodes isolées, particu- 
lières à chaque problème , et que le génie des artistes avait dû inventer à mesure 
qu'ils hasardaient de nouvelles cpmbinaisons de voûtes. C'est vers la fin du siècle 
dernier que le célèbre Momge a rattaché ces procédés divers à un corps de doc- 
trine, dont il a exposé les principes généraux sous le nom de Géométrie descriptive^ 
^^ et par là , il en a fait une science également propre à représenter les corps avec 

) exactitude, et à fournir des moyens de recherche pour les propriétés générales de 

y rétendue considérée d'une manière abstraite. L'ouvrage que cet illustre Géomètre 

a écrit sur cette matière, est sans doute un modèle de clarté; mais il laisse des 
lacunes dans plusieurs théories importantes» et n'offre pas des exemples assez nom- 
breux et assez variés pour que le lecteur puisse acquérir l'habitude des méthodes 
de projection. En outre, il est bien essentiel ici que les épures soient toujours 
tracées d'après un mode de ponctuation soumis à des règles constantes, afin de 
manifester sans ambiguïté, et par une sorte de langage sensible aux yeux du spec- 
tateur, la position respective des diverses parties de l'objet défini. 

C'est dans ce double but qu'a été écrit cet ouvrage, où j'ai suivi l'ordre adopté 
pour le programme de l'ËcoIe Polytechnique; du moins, autant que le permettent 
les différences qui se trouvent nécessairement entre un Traité écrit et un Cours 
oral, où la distribution des matières doit être subordonnée au temps dont lès 
élèves ont besoin pour exécuter, dans Tintervalie des leçons , les travaux gra- 
phiques qui s'y rapportent. Toutefois, en multipliant les exemples relatifs aux 
problèmes des plans tangents et des intersections de surfaces, ce qui permettra 
aux élèves de varier entre eu^ les données d'une même question, je n'ai pas cru 
devoir me renfermer dans les limites de ce programme, que la courte durée des 
études à l'École Polytechnique a forcé de restreindre beaucoup; mais j'ai eu le 
dessein d'offrir aux Ingénieurs et aux personnes qui, par état ou par goût, vou- 
dront approfondir cette science susceptible de tant d'applications diverses, les 
moyens d'étudier foutes les ressources de la Géométrie descriptive. En consé- 
quence, je me suis étendu sur les surfaces développables et les enveloppes, sur 
les hélicoïdes développables ou gauches, sur la courbure et les développées des 
courbes gauches, sur la courbure des surfaces et sur leurs lignes de courbure dont 
f édit. a 
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VI ' . AVERTISSEMENT. 

j'ai établi la théorie par des considérations synthétiques, en les accompagnant 
d'exemples divers. QaaiH aq» «unEftees ^KW^h^ ^. importantes par leur emploi 
fréquent dans les arts, ftne longue expérience «l'a convaincu qu'il valait mieux ne 
citer d*abord que quelques cas fort simples de ces surfaces, pour empêcher les 
élèves de les confondre avec celles qui sont développables ; puis, dans un livre 
séparé, réunir toutes les parties de la théorie complète de cette classe de surfaces, 
que j*ai eu soin d'appuyer encore par de nombreux exemples où je réalise les 
constructions indiquées dans f ôxpositioû générale. 'If ailleurs, cet ordre s'accorde 
bien avec la marche du cours à l'École Polytechnique, ou les pro|)riétés générales 
des surfaces gauches ne sont présentées qu'à utie époque qui les rapproche ée leurs 
applications à la Stéréot(n»ie, et en fatt miîeujL reesorMr toute Fimportance. Enfin, 
fai réuni, dans des Additions j quelques théorèmes ufiles pour les Ombres et la 
Perspective, la Méthode des Pians cotés qui sert pour les dessins delà Foriffication, 
et la Théorie des Engrenages cylindriques et coniques. 

Dans cette cinquième édition ^ où se trouvent deux nouvelles planches, j'aire* 
touché la rédaction, pour la rendre plus claire et plus méthodique sur plusieurs 
points; entre autres, sur le principe des engrenages qui avait besoin d*étre étaWî 
avec plus de précSsion. Quant à l'ouvrage que f avais aummcé »ur Tes Onoibres, la 
Perspective, la Coupe des pierres et la Charpente, il est entièrement publié, et 
présente ainsi la réunion des principales applications de la Géométrie descriptive. 
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LIVRE PREMIER. 

DES DROITES ET DES PLANS. 



CHAPITRE PREMIER.. 

noTiom piuâLiMmAiJiBS. 

1. A chaque pas que Tod fait dans les sciences ou dans les arts, on éprouve le 
besoin de transmettre aux aulres hommes la connaissance exacte des formes 
qu'afTectent les corps, soit pour manifester les rapports géométriques que Ton y a 
découverts, soit pour guider Tarliste chargé de reproduire ces objets dans des 
dimensions assignées d'avance. Or, de tous les moyens, le plus efficace et quelque- 
fois le seul capable d'atteindre complètement ce but, c'est la description graphique 
des corps; et tel est aussi le premier objet de la Géométfie descriptive, dont les 
méthodes générales deviendront ensuite, par leur fécondité, des moyens de re- 
cherche propres à découvrir de nouvelles propriétés de retendue, et fourniront 
d'ailleurs les procédés nécessaires pour résoudre les divers problèmes de perspec- 
tive, de stéréotomie, de fortification, etc. 

2. Mais ici se présentent deux genres de difficulté. En premier lieu, les corps 
offrent toujours trois dimensions non comprises dans un même plan ; ce qui semble 
devoir entraîner des opérations graphiques à effectuer dans l'espace, chose fort 
incommode, sinon impraticable. Par conséquent, il faut trouver des méthodes qui 
permettent de rapporter tous les points de l'espace à un seul et même plan , ou 
du moins qui ramènent toutes les opérations graphiques à s'exécuter dans ce plan 
unique. 

3* En second lieu , ces méthodes devant servir, non à établir des théories pure- 
ment spéculatives , mais bien à effectuer des opérations réelles , il faut qu'elles 
offrent unepr^cision complète dans la manière d'exprimer les données et les résul- 
6- édii. 1 
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tats graphiques de chaque question ; et c'est eu cela surtout qu'elles difTéreront 
essentiellement des procédés employés dwf^ la géométrie ordinaire, du moins quand 
on considère les trois dimensions de Tespace. Là, en effet, les figures n'étant des- 
tinées (|u*à fuidet KoBpril fdaqa Incite des npiisopseiptnto «éc«6VÛiifsrH>ur dé- 
montrer la vérité Â-un tbéorèi»e, ^e sont tracées ^e^'vne i&aBiëpe viêilgue, ou 
d'après certaines conventions tacites qui renferment toujours beaucoup d'arbi- 
traire. Pour s'en ecHivaînore, il suffira de «e rappeler <)OixuDeiii xm résout 4e ^pt!0«> 
blême de la plus courte distance de deux droites non situées dans le même plan ; 
ou bien encore celui où il ^'agit de trouver le centre et le rayon d'une sphère qui 
doit passer par quatre f)oiut6 AoQuée. On wrra «iséoieiA icfue , dans ces questions , 
la géométrie ordinaire indique bien la série d'opérations qu'il faudrait exécuter 
pour arriver à la solution du problème; mais eTIe ne donne pas les moyens d'ef- 
fectuer réellement ces constructions, et d'obtenir un résultat déterminé pour la 
grandeur et la position de la plus courte distance, non plus que pour la longueur 
du rayon et la position du centre de la sphère (voyez n''^ 50 et 500). Il est donc 
indispensable d'adopter, lea Géemâtrie descriptive, un jDode de construction qui 
•ne laisse rien d'arbitraire dans la représentation des données et des résultats, et 
qui permette aussi d'effectuer toutes les opérations graphiques sur un seul et mémet^ 
plan : or ces deux avantages nous seront fournis par la Méthode des projections dont 
nous allons exposer les principes. 

% {Fig. i). Si d'un point a situé dans l'espace, on abaisse strr tin »pîanfixe'fXY 
une perpeoidiculaire a A, 3e pied Â de cette droite 'eêt idît la projection du point i/i 
sur le plan en question. De même , en abaissant des perpendiculaires de tous Tes 
points de la droite a6(i..,ia5trite des poirits A, B, D,..., Yorme ce qiT^on appelle 
la projection de la droite a6dsur le plan fixe; et cette projection est nécessairement 
réctiligne, puisque toutes ces perpendiculaires étarit évidemmeiilt t^ontenues dans 
le plan mené par Tune d'entre elles a A et par la droite arf, c'est finlersedtion du 
pian projetant A ad avec le plan de projection VXT, qui Fournit la projection ABD. 

Généralement, la projection d'une courbe quelconque mnp est la suite des piefc 
des perpendiculaires mM, nN, pP,..., -abaissées de ces divers points sur ?e plan 
fixe, et cette projection MNP... est une ligne dont la courbure diffère onfinâire- 
ment de «celle de la courbe donnée dans Fespace. D'ailleurs, TeDscfnible de ces 
perpendiculaires compose une surface cylindrique 4aos le wns générai île ce ^net^ 
ëi on la nomtne te ttflindre projetant de la conrbeiniip. 

5. Ceila posé, je dis quTun pomt, une droite, on une couAe, (sorit^ompiétimieilt 
déterminés de position, quand an assigne leurs projections but deux pHans Çies 
dont la situation est connue, et qui ne sont pas parallèles. Soient, en effet, !VKV 
et XYZ deux plans de ce genre , A et A' les projectfraBdonDéeB d^im «ertmn point 
dans Fespace. Si par le point A tous élevez une perpendiddaire iwfléfime A« bu 
plan TXT, cette droite passera néc^airemeift par te point éemaatfé : ce pdittt 
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4dMra mm w^tronvw: sw la droite A'a éievée perpendlQuIairemeat au. plw XYZ; 
jdmd ik B& pûorra oocnipar dau. VeafotoBqn^mte^ffoiiam migm^/ détaivoia^ p^ 
VktwieetidQt doi çss. deux pwpendîeialaîcea A la v^té^ « Im draK. di2critm-.iiifi 
«k A^aM>8e rancKmtment pas, tt a'exiaterait aBcmi poial d^raspacascpiî e(^t j^oipr 
piNiiiafitmi A ^ A*; mais cela prouva aenlesieot que^ le» deux prql^iiaii^ d'w 
paînf: na doivant. pas être prises d'une manière tout à fait arbilnairo». et qiiMl j) a 
«itM €4les wsi dôpaodAaca! qina qqos espKqueron&bieotèi (n* 10/). 

iv .(F%». i> Soîei^L maiBienaal. AD at A'O/ \m pi3)jectiQQ^'d*uA0 dKOÎita iaç^c 
nae^ sur les deux plans fixes. YXY et X.Y2U £^ imagînant.paF la premîèrQu&iBlîS!^ 
jadéfiM^ DAtt perpendjcakira à YXY, oe flan reoferm^u évidrâiment la drpite 
dtfDaaidée :. eUa sera aussi dains. le. plan JXà/a menÀpar D< A'^ perpeadi^niaireine^ 
èifXZi^om la Ugna inconime se trouvera^ nôcesaaicemant à. rintarsectiosi da oes 
deux plans, .qm eafc une droite, unique eldéierminée* Q n-y await d'eiLcaptipa qj^a 
4M6 laf c«»i aà,Idg émsL plai» prqjetaAts ]>Aa el^ Df A^a as coQCQndcaiwtan.«n lea!, 
ea^ qpiiSttppasefait«<vie. la droite. daDs^yaapace* ainsi qxia saa deux prqjecjiKNiai^.^ 
trouveraÎMA prâoiaément pa^mScuk^t^ à VAûietêectim XYdea^.dan&plaAS. fixes : 
aie» dei»; projecitioas^ da ce grave ne^stiffiFaient pins, pour dâ^r^ la drpite ^ 
qnestioa^eti il £audr«it demander nnle troÎBjème pvGÎectkin ffiâtasuF w.autBaiplaa 
Sxe^.aeni parallèle àrintersecUoA des deux premiers^ 

7v Bnfiât si ^on donne les projections WiP et M'N^P' df una ccMisbe inccapr^ 
4is.fiDagiaena ]par.la prewière on cylindre perpendiexriaire a« iriaa VXY^et PQR l|i 
attonde nn juaAre cylindre parpeDdicidaira au plaib XYZ ; la^ aoerb^i dksniîipdâe 
^tetn éiiidem*ientse trouvée située sur cbaoHie de sc^sarraoe^v st^ pan con9(§r 
.qnsBDi, sa postlion et sa forme seront déterminées par Iwr i^^rsaffeiim vw^p^ /fw 
pouifESibiàm élns une: oautda gmshe ou comhe: à. {hnbh oourÂiira Q, c'estrà*dire 
-telle,, que too» ses points ^e soîept paa compris dansiua mèaie plan^ . 
. Ce) sËarâ donc dofféna^ani par ses deo^ prQjiset^OESt que nQ\is définirons gra- 
phkipimeafe ua point eu une ligne ;^ let q/aand aous dirons qpa tel point ou, t#B 
ilt^e est domnév: il faudcâ entei^lnaf que ee. sontleo prqjeotiras ^i son^ «floues. 
Omtf aux surfaeeav tous verroaa. ploa )oin (n"* 9^) coauaeat il £a.ut. modifier 
i'empbL dea pr^^tionfi pour les» repvé^aater couioodément. 

Si. fians to«b oa qui précède,. noustavoBB supposé qpe les projeqtioaa a'^jtéour 



C^ Cette dénQmiQation.De vient pas» coiome oa Ta dit faussement . de ce qpî'ujxe telle ççurbe par- 
ticipe à la courbure des deux surfaces dont elle est TîntersecUoni car, d'abord, une surface n^admêt 
par une courbtfre tmi^aer et ensuite mié mêm& couri^e peut 6tre IMeterseetion d'une itefanité de sur- 
^aK8Hl>trè8^iifÉventaa )lù64çelta«BpriiBu>n veal dira ^Wuaâocmrba ^1 n'\3stp0itat pMpe, pin^Minle 
d^nSiiOrte^ lte.cou«bur£a^rinepftr Ta()port^àsa.Ungente,.rautre par rapport à son plan osculaiil^ur, 
comme nous Texpliquerons plus loin (n'' QM). La première est proprement la seule et véritable dour- 
dure de la fcoûlrtte; la'secohde est une espèce de torsion bu xfë cambrure : e^estpourquoi H déùdml- 
f^ilÊ^née^cmrb€gauHi»o^aètitteaan0rée'mn!àkl^^^ ! / > 
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lÂiefitau moyende droites* abaissées fierpendîealaireiheût siirle plan fiite. Qoel^ 
qoefois, il est vrai, on emploie des droites obliques au ()1iiny quoique* ^oîcttirft 
"parallèles à une direetîoa donnée , et les 'Cdnséquenèes qae noad avons établies 
dans les n<^P 5, 6 et 7 sobsistetft également; niais il fanl de graves motifs^ poot 
finre adopter ce genre de projections, parce qn*en généml il est moins simple 
et.offre moins d'exactitude dans les résultats graphiques^ attendu que des drohes 
qui se coupent obliquement, laissent plus d'incertitudesbrla position précise de 
leur point de reftconti^. Ainsi ^ à moiâs que nous n'avertissions esprèssémeirt du 
contraire, les projections selrdntto^Qurs or/feo^oMa/e^. . - 

Par des motifs semblables, oik choisit 6rdinairemfenf les' plans de prbjeotiOA 
YXY, XYZ, perpendiculaires entre eux ; et pour se les représenter plus aîsémëM, 
on suppose que le premier est horizonûil et l'autre vertical: Leur intersection XY, 
qui est une ligne importante à remarquer; se nomme la ligne de4erre. 

9. Yoilà donc une métbode suffisante pour exprimer ^apbiqnement les dôn«- 
nées d'un problèjne sans aucune indéterminaUbn; il reste à la modifier de manière 
que les constructions puissent toutes s'exécuter sur vtn plan unique; Pour atteindre, 
ce but, on imagine, après avoir projeté les points et les lignes dont il eèt question 
sur les plans rectangulaires YXY et XYZ,- qbe oe dernier A tourné autour *oto la 
ligne de terre XY pour se rabattre sur le plan horizontal, efr ne former avec lui 
qtfuu seul et m^me plan VZ'; et c'est sur ce dernfer que l'on trace efiéctivement 
fa9tes les coostruclâons que Ton aurait dû faire stir leâ deux plane primilîfe. Néail- 
moins, il ne faut pas perdre de vue que ce rabattement n'est admis que comme 
moyen d'ei&écutîon : et tontes les fois qu'on veut se rendre compte d'utne opération 
p9r des considérations géométriques , on déi t , par la pensée , relever le pian verticsil , 
et se le figurer toujours dans une situation perpendiculaire au plan horizontal. 

10. (Fîgf. k) Après le rabattement des plans fixés, il existe entre-les deux pro- 
jeptionâ d'un même point de l'^espace une dépendance très-importento à- observer. 
En effet, les deux droites An et A^ a, qui projettent le point a en A^et en A', sont 
perpcffldicnlwresi l'une an pton horirontal, Tattlre au^plan vertical* : ainsi le {^n 
AàA', mené par ces deux droites, sb trouvera j^erptendiciilaire aux deux plans de 
prpjeclion^ et, par8uite,àletirînter6ectii^n XY; d<>ncle planAaA' coupera ceux-ci 
suivant des droites AF, A'F, perpendiculaires sur XY, et fiboatissant su même 
pqiixt F de cette ligne de terre. Cela posé , quand le plan vertical XYZ tourne autour 
de XY, il entraîne avec lui la droite A' F qui, pendant ce mouvement, demeure 
perpendiculaire à. 1m charnière XY ; par conséquent, après le rabattement du plan 
verMci^l , la droite FA- prendra une position FA'' qui sera évidemment le prolonge^ 
ment de FA. Akïdile$ 4eux projeetims A H A"- dm même peiat ieCespese dai»Mt 
toujours se trouver sur une même droite perpendiculaire à la ligne de terre XY, lorsque 
le^^^ps de. prpjecUoa sput rabattus l'un sur l'autre : de.$orte que, si Von prend 
à volonté une de ces projectéons^ A par exemple^ il faudra mener la droite ind^ 
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aide AF perpendiculaire à X¥/ebfdaoerqMtqQ6'p«rtr survie proloagcmeDtde AFf. 
te deaxièae projection: •A'^: . - .)r ^" i- ■ .-■-.i-^^îî 

. fi. QupBt à la droite ad, si Ton ^rabat Bdmblableaient te ftôiot^D' en D'^ la pro^. 
jection verticale A^IV «teviendra en rabàttenent A^'D^ ; mais œlie-ei n'aara/avèoter 
pDojeGlioB horisont^de.ADy aacnnedépMNiaiioe iiéo«»aire/ d0 sorte que .Pou peot 
tracer arbitrairement tes lignée AI> ^ A^IK' peur représezkler lea dw% projddioim 
d^one même droite dans^llespaee. Il faùtlMilefoiseitcepler lé seul cas où AD serait 
perpendiculaire à (a ligne de terre XY : alors la projection verticale devrait aassi être 
le prolongement de AD ; mais nous avons déjà dît ( if 6) q«e, dans oe* cas toot partt- 
oalîer, deux ^rojectioiia de oe genre. teiseeraient la* droite indéterminée^de position* 

§%. Dorénavant nous placerons tes plans de^projectiôn rabattus, dé manière que 
te li^e de terre XY: ait la position indiiiaée()f^.:i); et co«Mnealors te partie VXY 
de la feuille dedessiàneprésënlera M «mémo teaijps te portion:- «mr^rieur^ do pl^ni 
horizontal el la portion' inféneàre du plan vertical qui' est venue se confondre avec 
te première, tandis que la partie XYZ comprendra te portion supérieure ûvi plan 
vertioal et la porlionpô^iértéare do pian^kodsoMal V il ne eoSira pas^ pour déter« 
miner ^afdiiquement un point dé Teq^aoe, de donner- iadiatinôtement ses deux 
projections A et A'« Il faudra encore énoncer si le point A est la projection hori^*^ 
zontaloy ou bien s*il est te projection verticale; car Tude et rautre de ces hypo* 
thèses pearvenl être admises, e^ elles produiraient une tfès-grande différence quant 
à la.positton réelle du point dans Tespaoe. Afin donc de rappeler aux yeux le plan 
auquel est relative chacune des projections, nous conviendrons de not^r ordteai- 
rement%, par des lettres sans accent , les prq|ections korinontateê des ppinis ou des 
droites, et par des lettres aocentuéeB les projections veriièale$û A\^h te point (A, A') 
(fig. 2) désignera te point de Tespace qui est' projeté horteontatement en A et ver- 
tieatensent en Af : te point (B,.B') désignera celui qui a pour projection horizon- 
tale B et pour prejectjon verticale B^ et.il ea sera dp mêmedu point (C, C') ou du 
point (D, ly); mais te lecteur fefa Neo d-estercer son imagination à se représenter 
les positions diverses de ces points-là, a.U'-dessus-^t iaindessous, en avant ou en 
ardère du pteft de projection , afin de pouvoir dorénavant reconnaître avec facilité 
dans lequel des quatre angips dièdree^, formés parlées deux, plans, se trouve situé 
uupoint défini par ses projectionsi. > 

4^ {Fig. 3. ) Les mém^ conventions devront être appliquées aux lignes; ainsi 
te'droite (AB, A-B^) sera celte^qui a pont projection borizonlate AB, et pour pre** 
jeetion verticate A'V. Mais comm^ d^ailteurs une droite est déterminée de portion 
par te connaissance de deux de s^s points, noqs allons donner le moyen général 
de trouver fo^ trace^éune droite^ c'esl-à-diro les poipta oè elte »va Muoentper les 
deux plan» de pre^eàtion. ' . ' ' 

'Lùimee veriietdeie la droite ( AB, A'B^) étant un point cOmaMu au plan vertical 
et à la droite , elle doit être projetée horiarontatemeat sur te ligne ^e terre X¥, et 
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9«UBi rat^ la. Hgoe AB iadtffaikoeiitppoiofgéR; dpm w^Oa ira» a pair p-ojeciin 
horizontale le point C, et conséquemment elle sera. placAe qoriqMr pMb^awr ta 
yvtîcale CG^ Mïiis cette aiétna'toace doit OU» évideimQht située sur la projetHon 
l^rlérale A'B' iodéfiim ^ donc ellë/efiii;ain|KiBk.e'. Dtilii véMÉte catteiri^hbgàiéisahv 
/èMM i* failli se wndn» r^p^piksatîiMi tvèsrfaBÎIiëre : Jhid(m§e% k pmjmtAm fièM^om» 
mtbdëlû iraiV^iuMpiàià ÛfpmyéB tm9% eiàcepokiiétgÊmmm iterétmkiÊéé^ieiqmii^ 
jmr* m rêMommanfee-lm frojpoAmt^ mriiiofef, dotntmi) A» li-ocff^ oeFticoti da <a énmh 

' £a rrei^ Acrritontofe de )a môme droite) étantiun pointi flitué* à k^ floôsida^MAlfr plail 
iMriBontbl 6t'Bap)a>Kgne pDoposôe, m ârnsnicra pfogelée* veriîeafaaaiBat sur la j^goe 
dëtterreXY et sur A'B^ indéfitaMn;? dKMw cette traeo' antaipaor projeotînitTeRittale 
ife'fcist D^, et oo«iBé<|iioimneiit^ ellir «6ra> plaoéB i^oBèqQepiart'sttn Iftperpendici»* 
lldî*^ D'D à la ligne de tqrrè. Mais d'aiUenn^ oett^ tvace doit nécessaihementi aé 
#(niver sur to ppojeotionr horieotttate AB indëfim ; donaeila' est aq point D; Ainsi^ 
Al* générai , proUmffev h projeatimi vertiBok de ta dhiu jusqu'à ku ligne de ierre;, ei^ 
àoi^fointy élm9ezênr€e(tederfniu^iigmemne\perj»mHaulairû ind^imeqpi^par $a:rmr 
iPMipe avectaprojeeiUm'horizmiatef détermimera la tracer Imrizontate de l^ ét^iu en 
queêàm* 

t&r. Réciproquement^ si Ton donnait les dem traoes D* et C d^une droite^^ ii 
serait^ fàorle d'en oonclwe les projections f car, oomae te point C appartient à Ik 
dMite mêmB, la perpeadievlaîre CfC abaissée' sur la lign^ de Cerre donnem* un 
poiM G de^fà projeotioFn borizonlale, eteelte^i Qera évidemment DC. De même, te 
point D qvî appartient à \a droite^ étant projeté verticalement snr lai U^ae da 
terrer, donnera un point D^ de la projection vertîcate qni-sera D^C. 

On fera bien de s^exercer à résowlfe ces dea% qooBlions réciproques^ Tune de 
TàtHre/eur desrdroitësr diversement situées; teHes que- sont, dans là fig. 3, k» ligne 
(BP, ET), dort la trace borizontirie est en F et' Ta trace vwticale en- G'; et> ta 
BgBe (HK, H^K') , dbnt K' est la trace verticale et L la trace horizontale. 
' 1&. Bta terminant ces notions préliminaires, nons établirons quelques Pè^lM 
essentidies à observer dans le tracé de tontes les épures. Ces dessina , en eâht; 
devant servir à reprâsenter exao<<ement la forme des objets^, ilfantque iQsdiverè 
modes de ponctuation qu'on y emploiera offrent une sorte! de- langage inteffigikte 
aux yenx; c'est-à-dire qu'ils manifésteni clairement la* sitnadoRvrelaKiv^ ék$ 4W^^ 
refntk& parties, distiBg«e»t celles qui sont cacltéeside< celles qui^ sont visibles poa» 
Fdbsefrvatëar, eP fassent disciernep les résultats à'tm probiéftied^àveer les lignes qot 
n'ont servi qfire de moyens^anxiliaiiies pour y arriver; c^ëst pourquoi noos'adbpl^ 
r^nsi constam taënt tes nèglês^ suivantes : 

i"". Les lignes principales, c'est-à-dire celles qui reppénentoot tè^^rméèfUcMtèÊ 
réèukûts tftiti' proWème, seront marquée? pcgr w ivcRt ptèin et cofrtiwu , iorsqu^dles 
iseiToM visibles ; mm- ^ ces ligaes* principales sont im^î|/A^^$', elles seronf pmeiuées^ 
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èTest-VBîre irroéé» en pôWfe rcWfe- 6to toîI ^s'feieraiflès de ces' Bëax môSéi (jle 
iraéé danàfes %ie9 ABODkî^ 

i*: Xés lignes ÀùxiLuimss , <f e^-à-^dirë toutes celtes qdî nre retittisroiit pas lïâtfs 
la dasste précédente, el qui né seront employées que torbme fles'môyfens â'àrrivéà: 
•51a sôlnlîmi du proMèiwe, seront pcirttiUies bn composées fle petits Hrdits Iritôfî- 
'romptts; t^e est la figttePdânrilà^jr.'giî^/Qnatft'à ces^fignès twiffiairek, îï ti*y 
"fera jafttinslieû de disfingaer m élïes sont VMfclcs on non , parte qu'elles sottt 
^Dsfees tftxî*er que tlans l'imagination du géomètre qui les conçoit pour |)at*Venïr 
au résultat demande. ■• i -• « î . •. 

3*. Lorsque , parmi ces lignes coixiliairesy il s'en trouvera quelqu'une qui offrira 
plus d'importance, et sur laquelle on voudra appeler l'attention d'une manière 
particulière , on pourra la représenter par une ligne mixte , composée de petits traits 
séparés par un ou deux points i^onds , x^mme^amsles droites M et N de la fig. 3 bis. 
Cependant on doit se garder de trop multiplier ce mode do jponctuation , et con^-* 
sulter sur cela le bon goût et des modèles bien choisis; d'ailleurs il ne faut jamais 
employerees lignes mixtes pour les droites qui rônoisseat BijpjptemâQt lesi4eu:& 
projections d'un même point. 

16. Il reste maintenant à expliquer comment « parmi les lignes :prindpale$ dé 
chaque question, on diseernera celles qui sont visibles *et que l'on doit marquer 
eo trait plein, d'avec celles qui sont invisibles et qoel'^n doit ponctuer^ Des rèfg^ 
eamjplètes sur ce sujet ne pcHirront éixe ^données qu'après avoir parlé dea^sorfi^oe^ 
çoorbes et de leurs plans tangents; mais comme dans les premiejrs problèmes qui 
vont nous occuper il ne se rencontrera que des droites et des plans , il nous suffire 
jpour l'iDstant de poser les oonv^aations 8ai¥»»tea: 

On admet toujours que Tofaservataor, qui considère la projection d'tga çifîei Bfff 
le plan hodxontcdt est placé wniessus dew plan et à une distance infinie sur lan^rM-^ 
cale qui passe par un quelconque des points de cet ol^fet^, mais çn avant du pi||p 
vertical; et celt& convention, quisit^plifiera, ciamme nons le v/orrons plus k>inVi^ 
tracé du contour apparent des surfaces courbes, a été d'ailleurs suggérée par la 
manière dont on projette les points de l'espace sur un plan. En effet , les rayons- 
visuels menés de l'œil de Tobservateur à ions les poibts -â'uniorpsi, approxSieftt 
^Tautanl phts^d'élre peBpmdkxilaîras.aii (plan horkMAai, que i''ObfiiPvate«riMMii& 
•ttstvatftage en festàBft'sûr la mfême Terticdte*; ^wrle qaequandMe poliit*dfe^a^^ 
^ a tjue 'distance ïrifinÎQ, ces rayons deviennentparallêles, et coïncident av^clesSbroltéi^ 
iQw serveAttà pn^eteries pûioto du 43orp& .B'où .il vsuit qu.4i pn^câùn kanaùHiak 
tm '6bjéi n'en mare ^^se^(f(tvj^^^ 
sur la verticale j rësutlat qui justifie suffisamment la convention éaoncfepliisliaùil^ 

Par une raison semblable^ toute pnDJection verticale est foensée vne par iwtohier^ 
wlear planéià vne^Asume^iitfinie^ur^smeT^^ nu plan nerftwHj^hvée en 

ovantik ce plann au-dessus tu)IUm'h^ 
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D'après cela, toute ligne oa portiçn de ^eprincipaU qaise trouvera aa- 
dessoTO du plan horizontal, ou derrière le plan vertical, S!»r^ réputée invisible; «^, 
comme telle, ponctuée en points ronds. Si, de plus, il se trouve dans la question 
quelque plan réellement existant, et qu'une portion de ligne principale soit située 
derrière ce plan ou au-dessous, par rapport à l'observateur, cette portion devra 
aussi être /jonc/a^e; mais il faudra se souvenir que ces distincùons. ne regardent 
Nullement les lijgnea auxiliaires ^ par la raison citée (n* 15, 2"). On poqrra recon- 
naître déjà l'application de ces règles dans la /jr, 3, et nous .aurons soin M Icp 
rappeler dans la plupart des problèmes que nous allons résoudre. 



CHAPITiiE II. 

P&0BLÈIIB8 Btm LB8 LlONBS BBÔITES BT LBS PCANB. 

17. Construire ta droite qtdpas^e par deux points donnés {A, A') et (M, M^) (Jig. i); 
fitàSj trouver la véritable distance de ces deux points {*).* 

D'après les déftnitioDs établie au n'^ft, ft est évident qne la projection hori- 
zontale de la droite cherchée passera par lès points Â et M, tandis que la projection 
verticale passera par A' et M' ; donc cette droite indéfinie est projetée suivant AMB 
etA^WB', et par là elle se trouve complètement déterminée de position (n*6). 
B^àitlenrs on peut construire ses traces (n' 13), qui seront les points (B, B') et 

(CC). • 

Quant à la distance des deux points donnés , elle est mesurée dans Tespace par 
la portion de droite projetée sur AM et A'M'; mais il est facile de voir qu'une 
droite finie «t toujours plus longue que sa projection sur un pian , excepté quand 
la première se trouve parallèle au plan sur lequel on la projette, car aîors la droite 
dans t espace est évidemment de même longueur que sa projection. Diaprés cette re- 

L I 

(*) Avant de construire une épure, il est essentiel d'observer les précautions suivantes. On traoe 
â^abord^ avec le'icmfOff, une droite^ indéfinie vers le milieu de la feuille de dessin, et à peu près 
fWallèle k sa Ungaewr : puis» oa trace nue aaeoade droite exactement perpendiculaire sur la pre- 
mt^, en se servant (Varçs de cercle f car Téquerre n'e^t pas. Ufi instromeBt doat la prôcision aoit 
acpez sûre pour qu'on remploie à mener des perpendiculaires qui doivent avoir une longueur un peu 
ednsidérable. Mais; du moins, l'éqUerre peut servir & mener des parallèles par un procédé très-exact 
et tPè9«xpéditir, Isgu^ consiste à la faire glisser le long (fftme règle fixe; aussi c'est par ce moyen 
ijue Ton dpit traecgr, dans chaque épure, la ligne ^e t^rre et tautes les droites qui lui sont parallôloa, 
Qu perpendiculaires, en se dirigeant sur les deux droites rectangulaires que nous avooa recommandé 
tië donàtrulre d*abord,'etqul forment ce que les praticiens appellent le trait carré. 
- • UeotODs en outre que, quelque! iikiportante que soit la ligne de terre, il faut se garder de la former 
^ec i^n ^ait plus gros (me les lig^ies principales ; car il en résulterait aouveot beaucoup d'inexac- 
titude dans la situation des points où elle serait rencontrée pAr les autres (JLrpites de l'épure. 
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liiarqtié , imaginons qiie la ligne ( AM , A'M^) tourne autour de la verticale projet^ 
ënAj sans changer d'inclinaison aveô celle dernière; par là Textrémité (A, A') 
deiheurera immobile , tandis que l'autre ex trémilé (M, M') restera à une hauteur 
constante, en décrivant seulement un arc de cercle horizontal autour de l'axe de 
rotation. Or, si Ton continue ce mouvement jusqu'à ce que la droite mobile soit 
'dtvètkvié^pàr(âlètùauplc(n veriicat^ ce qui arrivera quand la projection AM aura pris 
la sRuation AP parallèle 'à la ligne de terre XY , alors l'extrémilé M venue en P se 
trt)«vera' projetée verticalement (n* 10) quelque part sur PIP' perpendiculaire 
à XY ; et comme elle doit' être à la même hauteur que M', si l'on mène l'horizon- 
tale M'P', le point jy sera la projection veriicale de l'extrémité mobile de la droite 
en question. D'ailleurs ^ puisque l'autre extrémité (A, A') est demeurée invariable, 
il s'ensuit que la droite (AM, A'M') se Iro.uve actuellement projetée suivant AP 
et A'F ; et sa véritable longueur test ^rêcikémërtt fef projection verticale A' F , d'après 
la remarque faite au commencement de cet article. De là on couelut la règle sui* 
vante, qu'il faut se rendre très-familière : 

Pour trouver la distance de deu» pwiié*'{A, A') d( (M> M') {fig. f\)^fùrmeiutt 
triangle rectangle A'H'P' , dont im côté k'IU'soil la différence defhmteu^f A'R et WK 
de ces deux points eu-dessus ^d-ii plan horizontal -^ ^tdoni fmntre due B!V soii égal à 
r intervalle k^ des deux projeations Itorizoniftles : P hypt^aétuse A'P' sieini là disùance 
éemandée. 

18. On arriverait au même but en ccmstruisant ^ dur le plan horizotitâl ,: tm 
triangle rectangle ADQ dont un côté AB égalerait la différence des distances AR et MS 
des deux points donnés au plan vertical ^ et dont Vautre côté DQ serait FintefvaHe 
A!W des deux pr^edions ver Acales; t hypoténuse AQ exprimerait encore la distance des 
deux points dans C espace ^ et devrait se trouver identique aveo A^P' . Pour se rendra 
compte de cette nouvelle construction , il suffira d'imUginer que k droite proposés 
a tourné autour de. l'horizontale qui est projetée verticalement en A' , sans dangeif 
d'inclinaison par rapport ^ cette dernière, jusqu'à ce que cette droite mobile sdt 
devenue parallèle au plan horizontal. 

19. On aurait pu aussi rabattre la droite (AM, A' M') sur le plan horizontal, en 
faîsant tourner autour de AM, comme charnière, le trapèze invariable formé par 
la droite proposée et par les verticales qui projettent ses extrémités en A et en M; 
Parla ces deux verticales seraient demeurées perpendiculaîrefe à là charnière AM,' 
et auraient pris les positions AA'' = RA', MM" == KM'; de sorte qu'en traçant la 
droite A"M", on aurait encore-obtenu la véritable distance des deux points (A, A') 
et (M, M'). D'ailleurs il se présente ici une de ces vérrflcations qu'il ne faut pas 
négliger dans les opérations graphiques; c'est que la ligne A'' M'' prolongée doit 
aller aboutir en B. En effet, ce dernier point étant la trace horizontale de la droite 
primitive, il se trouvait situé sur la charnière AMB; et , comme tel , il a dû rester 
immobile pendant la révolution de la droite. 

6^ édit. 2 
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20. Béeiproquemenij si Con donnait la droite indéfef^ (XB-yX^Wyavee^un d^^m^ 
points {k^ A'), £t qiion voulût trouver sur celle lijfpenn'ffHUre points I^M., W) qui fût 
éloigné du premier cCiine quantité donnée d, oar»bâUrail comme/ pcécédoaweol. la 
droite proposée sur le plan horizontal , en faisant AA'^' ^ RAS; et tirait A^^B^a £a* 
suite, on prendrait sar cette dernière ligne un intervalieA^'jVr égal àd: puis, ea 
relevant la droite* rabattue A^'B, le point M^' se ramèDerait eaMpar nuepârpanilî- 
culaire sur la charnière AB ; et enfin , de la projecUon honzoatale M^ oa coDclurail 
(n"" 10 ) l'autre projection M^ y ce qui détermkierdit complètement l&poiat.dem|mdé«^ 

On aurait pu aussi résoudra celte question en opérant d'uoe manière analague 
sur le rabattenaent (.AP, A'P'), avec le soin de cbeicher. ce q«e devenait katraice 
horizontale (B, B') après la rotation imprimée à la droite prûniUvei. 

21. {Fig. 5. ) Par un point donné (D, D^) mener une droite qui ^tparaUèteàum 
droite connue {AB^ A^B'). 

Lorsque deux droites sont parallèles, les plans qui les projetteat sooit évident-» 
ment parallèles entre eux; et, par conséquent, les intepsections de ceux-ci avec h 
plan de projection, (f esi*à-dire les projections des droites, sont nécessaireofeent 
parallèles Tune à Tautre. Réciproquement , lorsque les projections hcMrizontales ds 
deux droites sont parallèles , et qu'il en est de méime de Ieiir« projections verticales^ 
les quatre plans projetants sont parallèles deox à deux ; d'où il suit ({«e leurs inter- 
sections mutuelles, c'est-à-dire les droites dans l'espace, sont parallèles entra elics» 
D'après cela , si par le point I> on mène une parallèle DE à ÂB, et par le point D' 
une parallèle DfB' à A'B', la droite demandée aura poiu: pro[j.ectîon DE et D'E'; 
elle sera donc ainsi complètement déterminée » et d'ailleurs les traces de cette 
droite, qui seront en F et ea E% se construiront comme on l'a dit aa n^ iS. 

22. {Fig. 6. ) Construire le plan qui paierait par trois points donnés (A, A^), 
(B,B')eï(C,C/}. 

Observons d'abord que pour déterminer graphiquement la position d'un pl^n , 
il suffit d'assigner ses deux traces^ c'est-à-dire les intersections de ce plan avec les 
plans de projection. Ces deux traces devront toujours couper la Hgoe de terraau 
même point; mais l'angle qu'elles comprendront entre elles sur les plans de pro- 
jection rabattus, ne sera pas égal à celui qu'elles forment dans l'espèce* En outre, 
il est bien évident que, quand une droite est située dans nn plan, les traces.de 
cette droite (n<> 13) doivent être situées quelque part sur les traces, dp plan. 

Cela posé , joignons les points donnés deux à dêox par des droites ( AR, A'B^) , 
(BC, B'C)y (AC, A'C), lesquelles ayant chacune deux points dans le plan cher- 
ché , y seront contenues tout entières y puis constriûsons , comme an n' 13, les tm<m 
verticales E% F' et G' de ces droites. Alors ces trois points , qui doivent èvideni- 
ment appartenir à l'intersection du plan inconnu avec le plan yertical deiprQJeo- 
tion, se trouveront nécessairement en h^ne droite;^ et seront plus qpe suffisants 
pour déterminer la trace verticale E'F^G' du plan demandé. De.méfaei la tteaûs^hm* 
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skinto/eDIiK de «e plan «'obtiendra en coDatr.Qisaat les traces horizontales D, H 
«i'K des itrois droites auxiliaires ; d'ailleurs les deux li^es Ë^G' ^t DH ainsi pbte- 
nuœ, deirroDt aller rencontrer la ligne de terre XY en un même point Q, ce qoi 
offrira mieaoaveUe vérâfieaiiDn des constructions antérieui^s. 
- Si l'on voulait jSiîr^ passer un plam par wnedroUeeiun pomi donnés^ on joindrait 
ce point aTsc un de ceux. de la droite, on bien on mènerait. une parallèle à celle-ci 
fiar.le point. diûnné; alors od connaîtrait ainsi deux droites situées dans le plan 
cherohé^ et leurs traces saifiraient pour déterminer celles de ce plan* 

'JUS* {Fig. 'j.)Par un pml donné {Ay A!) mener vxt plan qui $oU parallèle àjun autre 
plan dont la trace horizontale est ST et la trace verticale TV. 

Il ent éfidenl que deux plans pamllèlest doivent avoir, leurs traces respectivement 
qparaUileâ;: ainsi il suffira de trouver utt ponint xle ehacuAe de$ traces du plan de- 
mandé; Pour oela, imaginons par le point donné (A, A^) nue. droite atiia;Uiaire qui 
6oit: située -dam le plm incoijiui .le qhoix Je .pins sii»ple sera de* mener cette 
«droite pérallàkimwi à la êruae J^mzoniale de^ce inéaie.{i)aa., c'est-à-dii)e p^acallèle- 
ment à^T. Si d^^no on tire da^s oedte. direction la ligne, AB^ ejt /qu'on mène A'JB' 
fiaraltèle à la ligne de terra , œ seront ià, évidemment iesdeiux projeQtipas de la 
4roite.^^ixiltaire renfermée dans 4e pipa incoina'Du Cei« ptQsé^ren conslruisai^t (n'^XS) 
le point B' où elle Ta percer le plauiverticaly m point appartiendra nécessaireim^ 
à lâk toaœ du plan ehembé,, laqueUaseca par conséquent, la droiite B'Q parallèle 
à V'T :.rautoe trace devant passer par le poiut Q, sera la ligne. PQ parallèle 4 T& 
. On peut aussi , ooimne vérifieation* consitruife directenent im. point de la. trace 
i)or]£!OAtaie du plan iaeoQiiLii. Pour cela, oja imaginera par le point (A, A') une 
droite .aa^ilîaiiie qjeii soitpom/^éie à la tmce .verticale dQ ce plan; eteUe aurji évi- 
^dfimmtot pour projections AC parallèle à la ligne de,lerre, et A^G' parallèle à Y' T. 
Si donc on clierebe(n° 13) le point C où œlte auxiliaire va pçrcer le plan: hori- 
zontal ^ ce point appartiendra nécesdairement à la teaoe du. plan demandé; ainsi^il 
iiilidra quiet laidroiterPQ , déjà conatruite^ passe par Jie poJAt C 

.3A. Observons que., dans l'épwe MjLuelte, on jx'm pas regardé les deux plai^ 
STV et PQR' comme existant réellement; car alors le pj«mier>aiwait rendu l'autre 
4avia»bte, et il eût fallu (n^ 15, i"") ponctuer en totalité 1^. traces de ce dernier;, ce 
qui aurait multiplié beaucoup les points ronds, et surtout aurait eu le grave ivr 
«omténient de 2ie trfus bnsaer discerner les .parties des traces situées en deçà des 
plains dé. pnoijeelîan.d'avec celles ifui sont au dtelà.iC'estpoâirquoi 1 on Jiipf^se ici 
4u'âl'S-a^VBflaii>ide>^rmi«0r eeuleamai ies iraees d'un plan parallèle. à jcelui qui aurait 
iuif^niétte pour tiacea ST et ÏV', sains construire efiècUvemeat aucun de ces deuix 
^^an». Calle reatridion, dontdebui.est do répandre plus de clarté dans les dâ^am, 
-a été aussi .adkutf e dama les éjMsres 8, 9 et .16. 

25. (Fig. 6. ) Les considérations employées dans les n**' 22 et2*'pettvent servir 
^ariésai«dne;i|i queetion sttiirante : Ëtawt donnée la prcjeetion horizontale AU ^ une 
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droite que ton sait être située dans le plan connu PQR',' trouver C autre projection? Ldi 
di*oile inconnue .percera le plan vertical en un poiat qui doit être projeté hori- 
zontalement en E (n'' 13); d'ailleurs cette trace ne pouvant être hors de la tnaoe 
verticale QR' du plan qui renferme cette droite , sera nécessairement située en li\ 
et c'est là un des points de la projection demandée. Ensuite, par des motifs sem- 
blables, on voit que la droite en question va percer le plan horizontal en D; donc, 
si l'on projette D en D' sur la ligne de terre XY, D'E' sera la projection verticale 
de la droite proposée. On sent bien quMI serait aussi aisé de trouver la projec* 
tion DE , en se donnant seulement la projection verticale D' E' avec ie plan PQR^ 
qui renferme la droite. 

Si la projection AB assignée sur le plan horizontal se trouvait, comme dans la 
fig. 7, parallèle à la trace PQ du plan donné, on obtiendrait d'abord, comme 
ci-dessus, la trace verticale B' de la droite inconnue; mais ensuite la trace hori- 
zontale de cette droite n'existant plus, puisque AB ne rencontre pas PQ, il en 
faudrait conclure que la ligne demandée est parallèle au plan horizontaU et qu'ainsi 
sa projeclioft verticale est la droite B' A' parallèle à la ligne de terre XY. 

On verra de même que si la projection horizontale donnée est la ligne AC pa- 
rallèle à XY, la droite dans l'espace est parallèle au plan vertical, et que sa pro- 
jection sur ce dernier plan est la ligne C'A' parallèle à la trace QR'. 

26. ( Fig. 6. ) Voici encore une question analogue : Connaissant la projection hori" 
zontale A d'un point que ton sait être situé sur un plan donné PQR', trouver Vautré 
projection? On mènera par le point donné A une droite quelconque DAE, que Ton 
regardera comme la projection horizontale d'une ligne située dans le plan PQR'; 
il sera facile de construire, comme ci-dessus', la projection verticale D'E' de cette 
droite, et alors il n'y aura plus qu'à ramener le point» A en A' sur cette projection, 
au moyen d'une perpendiculaire à la ligne de terre (n** 10). On trouverait aussi 
aisément la projection A, si l'on avait donné A'. 

Parmi les diverses directions que Ton peut donner à cette droite auxiliaire DAE, 
la plus commode ordinairement est une patallèle à la trace horizontale PQ , comme 
la ligne AB dans lajîjr. 7. 

27. Trouver C intersection de deux plans qui auraient pour traces , tun PQ ^i QR't 
Vautre SI et 1\\ 

{Fig* 8.) Si l'on prolonge les deux traces horizontales jusqu'à ce qu'elles se 
coupent en 6, ce point, évidemment commun aux deux plans, appartiendra à leur 
intersection; et, puisqu'il est dans le plan horizontal, ce sera sur la trace horizontale 
de la droite cherchée. De même, le point A' ou se couperont les traces verticales 
des plans donnés, sera la trace verticale de cette droite. Connaissant ain^iles deuK 
traces de la commune section, on ep déduira immédiatement (n* Ift) les projec- 
tions qui seront AB et A'B'. 

28. Si deux des traces se trouvaient parallèles, comme il arrive pour les plaqs 
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R'Qp et VIS y ie point B s'éloignerait indéfiniment, et, par suite, Tinterseclion des 
deux plans deviendrait une horizontale ayant pour projections A'b^ parallèle à la 
ligne de terre, et Ab parallèle à TS : résultat qui était facile à prévoir, puisque aloi*s 
les plans donnés passeraient par deux droites parallèles Qp et TS, et qu'ainsi ils 
devraient se couper suivant une droite parallèle à celles*là. 

29. {Fig* g») Lorsque les traces seront respectivement parallèles sur les d^ux 
pfôns de projection à la fois, les plans donnés seront évidemment parallèles entre 
eux, et il n*y aura plus d'intersection ; à moins que ces traces ne soient en même 
temps parallèles à la ligne de terre, comme PQ qt P'Q' pour l'un des plans, TS et 
T'S' pour l'autre : car deux plans ainsi placés peuvent encore se couper suivant une 
droite parallèle à XY, mais la méthode précédente ne suffit plus pour obtenir cette 
intersection. 

Dans ce cas, menons à volonté un plan sécant auxiliaire aSy^ Il coupera le plan 
[PQ, P'Q'] suivant la droite (CD, CD') , qui se construit par la méthode générale, 
et le plan [TS,rS'] suivant la droite {EF,E'F'); alors ces deux lignes fourniront ^ 
par leur rencontre , un point (M, M^)qui sera évidemment commun aux deux plans 
[•PQ, FQ'], [TS,T'S']; et, par conséquent, ceux-ci auront pour intersection la 
droite ( AMB , A'M'B^) menée parallèlement à XY. 

On pourrait encore employer ici un plan de profil mené perpendiculairement 
à XY (fig. 9); ce plan couperait les plans de projection primitifs suivant les deux 
droites.XY et XZ, dont la dernière prendra évidemment la position XZ'', lorsque 
Ton rabattra le profil sur le plan horizontal^ autour de YX comme charnière. Cela 
posé , le plan de profil rencontrait les traces verticales des plans proposés aux points 
F et T' qui deviennent en rabattement F et T" ; donc PP" et TT" sont les traces de 
ces plans sur le profil rabattu suivant Z^'XY ; et comme ces traces se coupent en A^^, 
c'est là un point ie l'intersection demandée.. Si donc on projette horizontalement 
ce point A^^ en A , on en conclura que TinJtersection cherchée a pour projection ho- 
rizontale la droite AB parallèle à XY. D'ailleurs , si l'on relève le profil , le point A'' 
se projetJtera verticalement en A'; et A'B' parallèle à XY sera la seconde projection 
de l'intersection des plans proposés. 

:Si les traces de ces plans , sans être parallèles entre elles, passaient toutes quatre 
par le même point de la ligne de terre, il faudrait encore recourir à l'un des plans 
auxiliaires que nous venons d'employer; et aous. engageons lelecteui* à construire 
l'épure relative à ce cas particulier. 

30. (Fig* 10.) Construire te point d'intersection d'une c/roîle (AB, A'B^) avec un 
plmdmné.T?QW. 

Pour y parvenir, il faut mener par la droite donnée, et dans une direction quel- 
conque, pn plan sécant; Construire l'intersection dfi celui-ci avec le plan PQR'; 
et comme cette ligne passera nécessairement par le point cherché, ce point sera 
déterminé par U rencontre de Ceâie intersection avec la droite donnée. 
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Adoptons d'abord pour plan eéciaQt .le.plan vertical qui )>rojelt6 b droite dk>aoâ0 
savant AB: cette dernière lig^i^e oera elle-iDÀiiie la trace horizontale die ce fdaa^.^st, 
jsjt: traee v^ ticale sera, la droite GC^ peirpeiidiouiaiire aur la ligne de terre. Cela pMé^ 
le plan AGC' coupe le pl<an\ dioiiiiié PQR^suivaal unedroiteqoieat {wcgittiée {a"" 27 ): 
sur C'D^ et CD; et comme eette>iDrl6iBe€(iiMi ranranbreiJa droite diMflée<>Ai'B'».AB). 
axi poin^t ]V1\. c'est là la'piA3f9ctk>à veri^ point d^ttaodé. La seconde, pr^îec* 

tion (de lîet point iii'jeâtMpa&iburnieiiiinaràdJiatei&ent, parce qu'ici. le» d^udroîtea^Wi 
noDd fiombiiiioiDs son^t projetées Tuneiet Tautire suivant ADBC ; ntaîa on» U daduifâ) 
de va en abaiseant (dT AO) la pecpendit&i^tUtfe M'M.anr la tigod de lenra^ Aiaaî .te 
jHMot.(M^M7e6l ceUti oàte droite (AB,M') parée Jlepka PQft^^ 

On peut aussi einployeir pour plan sécant, te plan projetant «te la dirûite wr le 
plan vertical 9 lequel aura pour traces A'B' et BT perpendiculaire à X¥«>Ge|4a* 
auxiliaire A' B' F (dupera PQR^ suivant la droite (FCB'iG^'), qni, par sa rencoiitre 
avec AB ^ devra denner le mémo point M d^a obtenu par la première :eoii8truGtioii;; 
ainsi 9 les deuK procédés employés simujtanément se serviront de vérificaitiaa. 

Observons ici que le plan d^wiié PQR' est uoe.grandëor principflk (nM^) qni 
existe réellemeni, et qnri reod invisible la portion de.la dnoite (AB^A^B') située an*^ 
dessous du point de section; c'est poitrqttoi la pmrtie (MB,M'B') a été poneiMiée., 
Quant au prolongement BC ^ il n'est regardé que comme une %ae omrHimre nela* 
tive an plafftfiécainl; nwt s&iàe moyen de solutteii. 

di. Quoique ies^ deux procédés employés n° Sftsi^ient les.plus commodes ^ il Benti 
bon, pour nous exercer à la combinsiisoii des |dans avec les droites, de résoudre 
encore ieméme problème ennoas serrant d'un plan sécant qudconqueirtontefois, 
oommece plandevca renfermer la dreite.donDé6(AB,A^B^) dont les traces so&tH ^ 
et V {'fig. Il), U faudra faire passer par ces jbointS'les tr^aces du plan aécanfcqae 
no«s> adopterons. Mennosidonc par le point B la droite arbitraîie>SBT, et par les 
points T et Cla droite C^TV^; ce seront là les teaces d'un, plan auxiliaire qui icob'- 
tièndra la ligne(AB, A'B'). Cela pesé, les plans STV et PQR' se coQ|ieiit (il*27) 
sniitan^la l^«e (SV, S'V); et «oi»mecelle-d renco4itne( Afi, A'B^) en (MvM'),. œ 
point est celui où la droite donnée perce le plan PQR^: mais ii faanfea s^assarer^ 
povr vérifier tes construetions, qu&la droite lAM^ qui réunit ee& dem projections 
estexaoteDBeht porpendiculaîre (a*" iO) sur la "Irgne de terre. 

âti* Par un pdni donné conduite mtedrvUe qui reneonire devtx^éfoiie» ëûÊxvée^de 
position. 

.liow îndiquefene «eulemoDli la sofailûoQ de ce problème, qae nous ptto»poMns 
ici au lecteur comme un exercice propre à le familiariser avec les «néibadespvé^ 
céésntas* Par le. point dDa(né^a et la preauèfle droite <f,, <si condnira nn^ptenier 
platt.vpuisunse<»(idipar le méuiepoinl « et htaeoende droite tf,; ators, en^ciMP^ 
diatttiifMiterseciion de c0s>idcux pians., on obtietrdf« ii»e droite qui satisfera évi^ 
demment aux. coodittoes énoncées^ 
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Oa peut auB»] n'emplo^ que la preiuîer des platae doftt npu» v«|oq& ^ parler^ 
puis* chercher (ti" 30) le pprat dà U coupe la &eGOQd« drpi^te ; .almB^' m joignaiM 
ce dernier point avec le point donnée on obtiendra une droite qui réso^udra. le 
problème. ..... 

Il n'y aura en général qu'une solution, a moins que les deux/ droites propo6ées 
4)e se trouvent dans on laéine plap avec le poiat^donoô. -^.cèsi^lMis: di^it^ê se 
ooqpaiont ou éltient parallties^ il serait inea facile, d'assigaer d'avîmoe le réauitat 
idea epératîoM» 

33. TflÉORàMCk. Lorsqu^tme.droile ( AB^A^B'*) (fig,^ 12) est perpândmduireà im pkm 
PQR!, Us ffrojections de (mue iigm*^t rupectivement perpBndieuktUeê sur les tnMss 
du plan. 

£n effets le plan qui projette la droite suivant AB «st, par sa définition, perpes* 
dicul^ureau.plaD bon^ontet :.il l'est ausai ^u plan doso^ PQKV puisqu'il jgimtB 
par une droite qm est^suppo^ perpendiculaire kjo^d&r^f^i dofte/CQ;plah..pFO« 
jj^afit^esiperpeiidiculaireiiia foia s^r^Jies deiU'autfe^iet.par sniteàJevr iulersaotioii 
q«d est la trace iKo-iaKXDiale PQ^pftfeouéquMt,; ceUe tr^usi9.8eraelle*méHieperpw«- 
dîe^lairefmr la projection AB, qui« se tixmve dans lajpilau projetante On déxMUt- 
trerait, d'une manière toute semblable, que la tiace yerXicale.B^Q est perpendicu- 
laire sur la prpjectiouA'B'. 

Aéciproquefiienty siJesxU'E^xprajeeûKms AB et A'B' dws droite sont respectàifemmu 
p$rpemliaikmres a»x traces PQ ek QR'. (Tt^i pia9t,'Cçj^an et ladroUe^sfUitferp^ifMûUr 
laires Cun sw Vautre. Ëa effi&t, le plan prejetant qui a pour tnace AB i^éyideauB^at 
perpendiiDulaîre sur ia droifef PQ, et par ai^te au .frfan PQE' qui çoutî^at 'oçtte 
Ugpe ; de môi|Kie, le plan pr4>jâtanl qui a pour trace A'B' est.,.perptodiculaize -à Ja 
dv^ite 'OJELV et. pac tuile au ^p^ao PQKC. Doue œ der^iier se trouve perpeifdiQuIaiDe 
à, la iois ^ur 1^ deuoc, plans projetant *, let dès lors, il, sera aussi perpeadiculaire sur 
leur iulersection qui^u/est autre chese que la droite donnée dans l'espaioe. 

3(l* Ûbaervooa toutefois que ce théorème ne sériait plus vrai, s'il slagisaaitide 
pïY>jectîons okliques (n* 8J ; et d'ailleurs il faut 8e> garder de croire ^'ttûeirelatioa 
semblable existeentre deux droites qui sont perpendiculaires entre elles; car lavis 
pcpjections orthogonales*. sur un même j^an, ne formeront ^yaa on angle droit, à 
«oins que Tune des lignes proposées ne se tceuve parallèle au f laa de projection. 

35, (Fig. i:^),TT<mv€r la pim comrte dàstamp^ d^un.pûini (JL, A^),.à «a ,pUui donné 

On a^iwerad'abordda f oint (A^ A') une perpendioulaii:e.ind^nie,$ttr le plaui 
eumeniiint (a"" 33). les proj^cttona AB et.A'3^ Tesy;)eçtivêment pei]pendioalairea awr 
IfO-traces I>Q.jet ûR'';p«î»'0ii chercher^ le p9i^nt.(M, M') où c^ droite. reacoiitoo 
iepton, ce qui «'exécutera conune au n"" 30.,. dont tousfles^raisoiiBomwta.ft'^^U^ 
4ipeQt à la %ure actuelle ojèk noua avx^ns d'ailleurs conaeirvé lea mêmes «otatioM^ 
Alors AM et A^M^ seront évidanuoent les projections de la plus coiirto 4ÎBtanqa 
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^demandée ; et la grani^iir abnkre de veiUf di^taÂoe s!GA)tieifdrâ { ù^'17) en hiéiialit 
IVbprtQODU^ HM'M'^ ég^ale à AM, et tiràotla droite A'VP'^ qui sera la vfe'die dktati^e 
du point au plan. » 

56» {Fig. i3.) IVotti;^ /a plus courte diHanee d'un point (C, C) û-Hne Sotte 
4bnmée {AB, A'W): 

Menons d'abord par le point {ÇyCf) un plan perpenékukiîre à ta droite proposés; 
•ses traces seront perpeAdîeulaîree (n* 38) aux projeclions A* et k^V;' et/ pôhr 
déterminer un de leors points, j'imaginerai dans oe plan une korizontùle pBtiskki 
»de(C^ Cf). Cette droite, qui sera» nécessairement paraMèle à la trace horizonlafle 
cherchée, a^ra poat- projections CD perpendlcalàîre à AB, et CD' piarallèfe à XT ; 
ainsi, elle ira pereeir le plan vertical en (D, D') : si donc je mène D'Q perpcmdicu- 
iairesur A'B', et QP perpendiculaire sur AB, ce seront les traces dà p^an cherché 
'PÔD'. Cela- posé, "en conrtrûîsant (tf 80) le ^oîrit {M, W^y oîï ce plan rencontre la 
'droile(AîB, A'B^), eten'le jcwgiiant avec (C, C'), la figné ((M; €'M')'serà'MN^dem- 
ïnehl contenue dans 1* plan D^OP, et dès lors eîVe sô trouvera 'perpendiculaire sur 
^A%jAfV)i par conséquent celle drotte (CM, CM? >ittêsurera la plus coiirrté distance 
'4etoandée, doit la grandeur absolue C'M'^se déduira- des projections CM et Cf M' 
par la règle générale exposée n* 17. ^ • '" ' . * ^^ 

Dans cette épùrë, le plan D^QP tftest ni une donnée, ni un fésiiltat du problème 
^itoltif^ ic^esfbëtiletoteWtih 'moyeu dè'partisnfràla'soluiten cherchée, et^at con- 
•«6<|dettt tSn 'devra mar(|Uer ses 'traces èoiûme dès lignes auxiliaires X^'' lb):fjBi 
iùétae remartïue s'applîqtiè â la Jîjf. 'ï'4, ^oM no*s allons donner Texplication. *' 

W. {Vig /i l^:^^Au&e èolutiàn}* fii^ms passer un plan par le point (C, C') et pkr 
la'di^oitt donnée (AB; A'B'); ilsuffira de joindre (C, €')avec(A, A'); et de cher- 
chei^les «races verticales des deui droïfès (AB, A^')=et.(AC; A'C') /dlorsB'D'Qet 
ÇA feeront les traces titl pldn'a'uiîlièire'donYnKyus ^Vehonfe de parler. Cëla''posé, 
rabattons ce plan B*QA autour dé sa ttiacé hoHkototale AQ, et supposons quMl 
entraîhe -avec' lui la droite et le point donnés. Dans ce mouveiûeht dé fétolùlion, 
îe point (B; B') nëiBorthti pas dn ptàn venîtial BP perpei^dlbùlalhô à lai chamlèi'e 
-AOï d'àW^rS'Ia distance 'ft^Q dé ce pdint'ail pbint'fi^ëQ'reslera invariable' j par 
fconôèqueirt; si Toii décrit avec le rdyon QW un\arc de cercle qW coupe BF bri B", 
ce poîtit sera lé rabattement de (B, B'), et la droite proposée àînfei que la trace QB' 
se trouveront rabattues suivant AB' et QB**. De môme ,' en tSrant les perpendicu- 
laires DD" et CC' sur la charnière AQ, on verra bien que la ligne (ACD, A'C'D') se 
rabat suivant ÀH'V^t que le point'C se transporte enC'';Alore,-*danè le plan hori- 
zontal bà tôùtes'les données sont maintenant rabattues, sans que leurs positioiis 
respectives aient dhahgS; nous pourrons abaisser stir AB^ la perpendiculaire C^ItP, 
et ce sera la plus courte distance cherchée dans sa véritable grandeur. €e résultât 
est ortîînairèmenll le seuVq'uî intéressé; cepéndânl; fei fon Veut aussi ûxerlapoMon 
^ la plus courte distance, Il n'y a qu'à relever tout le' système : le point W se 
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rAmènora ei^M par aae perpe^dicQUireBiirte ckarBiàre AQ« et la projection verti- 
cale M' 8*en dédiwra (d"" 10) ; de aorte qn^eofin la AstanoB ea. question sera projetée 
sur CM et CW. 

38. Ce mode de aolutioii serait iadiapeMable, si Ton avait voqIq ireuversur la 
drriie (AB, A^B') m point qui fui distant de (C, Q!) d'une quantité donnée è.CaHj après 
ayoir rabattu comme ci-dessus la droite et le point donnée suivant AB^ et C, on 
décrirait avec un rayon C^N'^ ^zs d un arc de cercle qtii couperait AB^' en N^, et ce 
serait là le point demandé en rabattement ; puis, en rdevant lont le système au* 
tour de la charnière AQ^ le point N^' se ramènerait en N j et aurait pour ses deux 
projections N et N'. On.s^nt bien qu'il y aura généralement une seconde solution, 
puisque Tare dfâcrit avec le rayon i covpera ordinairement la droite AB^ en deux 
ppintsN^etn^ 

Par des moyens femblebles^ on pourrait trounerl^ cenire et le. raif^n cf an cercle 
poêêmi par trais points dimnês dans t espace. Il faudrait construire (n'' 22) les tracées 
du plan déterminé par. ces trois pointa , et puis rabattre ce plan.autour.de sa trace 
horizontale, comme dans lajS^. 1A9 en cherchant d'ailleurs les positiOQS q^e 
prennent y après ce rabattementi les trois points primitUs, ainsi que nous V avons 
fait dans cette figure pour le point (C , C'). 
. 3», (Fig. 18O Trwver tangJU de.dçiua^ droHes dow^ées (AB,A'»'} «^ OQ»/^'^0- 

On entend . p^r l'aqgle dp d^n^i; dvpi^s» qui wuvept ne se renppntrent pas, l 'an^e 
que comprendraient entre elles deuXi droite)} respectivement parallèles au?; pre- 
mières! et qui seraient menéps par un même point de Tespace. .Cgn^meuçons dope 
par examiner si les lignes pfoposées 9P coupent. réellement* Or, si elles oui un 
point commun y on voit bien qu'il d^vra étre.prqj^lé h^;Eoqtalement en B| et ver- 
tiçaliement en b^ : mais, pour.qye pes points-là fussjBul.les^pcotif^i^B.d'un même 
point de Fespace, il faudrait (fi^X9) que; la drpite Q^f se, trouvât perpendiculaire 
à la lig^e de terre, condition qui ^*est pas reinplie ici^pa^. conséquent, les droites 
.proposées ne se coupent pas* Alors , nous lal^ons mener une parallèle à la droite 
(BG, 6V) par un point qoelconqve.de Tautre droite; et pour simplifier, nqus choi-* 
sirons le point qui est projeté en B et B\ Cette parallèle aura ainsi pour proj^- 
tien horizontale la droite BC ,déjà donnée^ et pour prq)ectipn. verticale la droite BX' ' 
parallèle à 6V; de sorte que le problème sera réduit à trouver Tangle formé par 
les deux droites (AB, AB') et (BC, WC) que nous regarderons. cowaie les don- 
nées immédiates de la question. 

En construisant les traces horizontales A et C de ces droites, la ligne AC sera la 
base d'un triangle ayant pour sommet le point (B7B'), où se coupent les droites 
proposées, et dont l'angle situé à ce sommet sera celui que Ton cherche. Dès lors 
on pourrait construire ce triangle en cherchant les longueurs de ses trois côtés, qui 
sont connus par leurs projections; mais il vaut miet^x employer la ha^teur de ce 
triangle. Or cette hauteur est évidemment Thypolénuse d'un triangle rectangle qui 
6* édit. 3 
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aartrît'pouribase la perpendicirlaire riH^baissée -âttr AG ,. etpoirrlhlaiîteurla vrrt?- 
cale qui projcftte leisotnmel^n B, fequelle ^st égale à'B'K; •consëqiretmnènt';HJi 
l'on prend KH"=BH, et que Ton tire B'H", celte ligne sera la hautëurdii trmrîgfe 
primiHf. Maintenant, si Ton rabat ce 'dernier sur 'le fftan Tiorizohta'l , autour'dè sa 
base AC, le sommet ne sôfrlira-pas du4)lan venica1'HB7)efrpendrcalèfireà'cetlét)asé; 
•donc, en portant la hantenr B'H-'de Hten B", 'leHriangle clierchë se 'trouvera ra- 
battu suivant A'B*'C , cit Tângle de même nom sera T5eltri que'fermèiierft dan^fesjlaiîe 
lesdeox droites (AB, A'B^) et(BC, B'C). 

W. lorsqnMne de ces droites , par exemjJte la seconde, sera parallèle ati^plati 
•horizontal, le triangle dont nous nous* sonmies éervis n^exîstera pins ; mais la Iraiae 
lïorizontale du plan 'des deux droites proposées, qui était AC dans le bas général, 
deviendra une parallèle à BC menée parle point A; de sorte qu'en rabattant, comme 
ci-dessos, replan autonr'de sa trace 'hcfrizontïHe, on obtiendra " encore Tangle 
demandé. -» 

Nons ne parierons pas du cas où les droites seraient ioutes deux parsdfôles au 
plan horizontal , puisque alors Fangle qu'elles formeraient dans f espace, serait 
égal à celui que comprendraient leurs .projections. 

41. Si Ton proposait de diviser en deux parties' égalés fangle de deux droites qui 
se coupent , on opérerait cette division après avoir rarbattii cet angle surle plan'ho- 
montal , comme ci-dessus ; puis , on relèverait l'angle AB^'C et la droitebissetîtrice, 
en observant que le point où nette tiermère figue va couper la iratie'horizontSHe 
AC du plan des droites données, demeure îmmobîîô'pendant 'Cé mouvement de 
rotation. Deméuie, étant écnriée 'une droite située dam un plan cvn^i, on pourra frii- 
eer dans ce plan une seconde droite (fui fasse avec la première un an^le donné. If ons 
eonseiilbns au lecteur, de s'exercer sur les îopératîons indiquées aux h'" 40 efftl. 

42. {Tig. IX).) Trouver fangle formé par nnedràite ( AB, A'B') avec un plaU VQK. 
L'angle d'tine droite aviec un plan- serait une guandenr indéterminée, si^Pon ne 

convenait pas d'entendre 'par là T angle que forme 'la droite proposée avec sa projêdtîon 
erthogonale sur te plan; et ce <iboix est fondé «ur-ce quecce dernier aAgle est évi- 
demment 7e filus petit de tous ceux que fait la drdite avec les diverses lignes tracées 
par son pied dans le plan dont dl s'agit. Il suit delàque, si l'on abaisse d'un point 
de cette droite une perpendiculaire sur lejilan proposé, l'angle compris etrtfe 
cette perpendiculaire* et la droite primitive se trouvera le complément de cduiqifon 
veut obtenir, et suflGira pour en déduire ce dernier. 

^nons donc par le point (B, B'),' choisi art>itrairemetit sur la droite donnée, 
tine*perpendiculaire (BC, BX^) au plan PQR'; puis, construisons l'angle formé par 
les deux droites (AB, A1B') et (BC,B'C'). En appliquant ici la*fflëlhode du n"'3*, 
on verra quMlfaut abaisser la pei-pendiculàlreBHsur AC, prendre ïH^^'BHj^l 
porter Thypoténuse B'H'' de H en B''; alors AB'^C sera l'angle des deux drottes. 
Bnsnite on construira son complément en: traçaiit la drorte 'B^^D perpendieuiaire 
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sâriG&'f( dt.ett6ii ABfDtsepa Tanglet formé {lar kdroâe (AJB^ A'BO a^rec kr pittî: 
EQRt . ' 

-h^ ^gigé.j5.bm)'TtimMr h^un^^s ifu^Jmme^ne droHe mec ht dmoRfkiM.dtr 

Ce problème pourrait élre traité comme un cas partiratter- dui précédent; niaîs^ 
ileetaopia8<cûiirt «le.te tésou<ire âireotement , en obéewattl quây d'après ce (|ae 
mas airaui «Ut^ a». a^'^iSJ^v l'ange 4ôi la .droite (CD, GD^-) aveo te plaD^horizoDlal: 
itfmliaultfe ohofie que Faagte compris entire cette dooite et:sa.projecinoD GD. Or il 
estétrABBl (|tieiiG<i)'dlenuer acigle apparlîeiitt an foiatgle reokMgie qui «nraii pour 
base CD, et pour hauteur GC; si doue on rabat ce triao^te- sur le* plan vertical, 
sàmHk CH'CV i*Angl€itie méma«jiQiDi<âeM^o«ilui i^u^ demandait. 

Semblablement, Tangle de la droite (GD , G'D^)*Mee ie pfcuo vetikal ftât patlifr 
dP^oùNtrianste rMkmgJe qiii aliirtît pour oôiës BDf et D'G'; si é^t en rdMit' ce 
Ifkngte sinr; le^plaii tairiMNital^. svâTUrtlK'ND, Tangte de mètm nom. sera. ITaDglb 
de la dqoîte asw lepiba' vcvtkûl'de:pcojedè)D* 

M- Parimpéàaêdœmé' pmmeir wm itÈeiie^JSÊase-VMajik t» mec k piam bérkon^ 
êaP^ et P(mf k,S mec Jt'plm^reptieatif^ 

. .{Wig^-i5 éi^.) Pre«K]|iad'£d»Qrd impQiùt.arfaitTdAe (C^ C) daès b fim. vertical, 
«k4fra«tijiâ-y.la éÉoîto'G(M' qui&sae amcla^ lignée derterra^oniaiigkefégBbàitx^ puis, 
iiiaMiSr tooraer xsette dnnid^ antoor de la vcrtioalQ CC , de sorte que wm pied dé*' 
àéve aa cencIb^M^JI'cfat raycAiGlU. Daaatotttèfiiess posMon^i la drôite^nud^ile fàr* 
WÊm)Ê^^tùl^mntX9A^'â: faveetie'i^laD hoiizoMlal ;.maiail teatoià /etioîsir cdle où eUe 
aavfei)enimiâiBfettapp8Fifi£tûiaîseoiâsiir lef^ «y apt^èaàvoir eonstrovl 

ëimigle It'C'jiJégâl à S^ nam abafesonsi sar ko (fa*aite rodé&aie Gd» l9^ pecpeadtea^ 
lâirmW'à^ le^tDiangiareetaJDgle MfC^d repoéBenteora évidëinmiait celai qai daît être 
kmaé par lardr^iie docodntie- avoe^aa proje^éom vtirticalè.*fBKmei en* décrivant 
Kara; (^tnercia àB' ai^ec k» raq^oa G^^» eb «d ^aantaor ta tigne-de terré la parpên*- 
êkm^siBB {y£ljki84a<H sa reapoBlrû'aaecid'. octroie H'If; on <)étoBniKim les projac-* 
tiens G'D^ et GD d'une droite qui aura bien les inclinaisons a et S sur* les deoK plao^ 
de projection. 

Ensuite 9 il n'y aura plus qu'à conduire , par le point p donné primitivement dans 
Upsi^^ee» une droite qui soit parallèle à (GD, CD'). 

t ^^ {gég. i5;.) Tramer les tmfiUs^tfue forme ait péan éemé VQR! mee hee demc phm 
de projection. 

On saft que, pour mesurer rincïinaison de deux plans, il suffit de les couper par 
VM troisièia€: plaA; qui sok perpendieulaâtfe à lear interseetio», el. que les dda« 
^Mles teaoéesf par ee^da» 9éeâi»t forayent eatro feMes nu angte qui exprimelindi^ 
naison cherchée. D'après cela, coupons le plan PQR' et le plan horizontal par un 
l^an. qui soit perpendiculaire à la .trace PQ^ Ce plan sécant, qui sera V0itiùul^ aura 
pour traces une ligne AD perpendiculaire à PQ, et la verticale DD'.- :par cons 
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i) C0Tipei*af-le p]àti donné ^stÂvaMtinc droite qui v dans V^^eé, récndraît te point A 
avec l)\ et serait rhypoténa^^im Iriatigle reota^le ayaoi ponrcdléft AD el DIVv 
Si donc on fait tourner ce triangle aoloor de DD' pour le rabattre sur ie plan verti- 
cal , il deviendra D'A'^D; et Tangle de même nom mesurera rinclioaison du plan 
PQR^ Sur le pfaii hôi^lzônteil. : ; ^ ^ . ; .. ^ 

Pmt obtenir l^angle du plan PQR^>avec le plan t^rticol, "otï léa coupera par un 
plan quelconque CD9^ perpendiculaire^à^la trace verticale Qit^ et cela fournira un 
triangle rectan^ éyant^oi^r côtés CD et DB'; par eonaéqueiit ce-triangle^ après: 
avoir été rabattu autour dêlCD, deviendra DB'^C dhns lequel Sangle B^' «xprimeta 
rindinaffôon demandée t*)* ^ ' • :» . . 

ASy Pétr un poiM éamé\; ineAerun ptmqiHfaège'Uncnigle a ûVéo ie plan horixoMatf 

ObaervoM d'abordqee, dans le problème pvéeédefil?, les deux plans sécants IVfiiA 
et BfDC (fig. ïB) ideiraiient se cofuper eux-mêmes Bumnt une droite perpendîcu* 
lah-e au |il«nPQW^ et qui mesurait la plus courte distance de ce plan an point D 
delà %ne deiterre; D'âiHeurs^ comme mtle perpendiculaire, rahàttoe tour à Cour 
avec les denx triangles, se trouvé évidemment représentée par les droites DF et D/ 
notinéesè^an^ dk^oit iur lus byp^duses, il »'en6âit que^ tpiel que soit te phsm PQR^ 
<m..i}oh avoir la^rebttioaBF'^à D/>Cel« poaé, ei sans 'connaître le i^àn VQW que 
nons: supposerons avoir survies' plMsânes^Ied^ in<i)inaiwnB <k et Sv on construit âr 
vQloDfeé suvlsf ligne< de terre ua triangle rectangle D'^DA^' daoB ieque^^angleA^^8oil 
égal a af.pois, qu^airec ta perpendioulMre'BF on^ décrive on arc <to cercle, ^qu^oii 
lui mèvetae tangente fl^/C'ipii ft($seVanglè B^ég^l à'g;C0lte tc^ngente (^) détar«i 
mi]ieiai'pànm«rëticOirtre(ave^^le profongonent de la verticale D^D, un point C de 
la teiabcednplan P(^w' Ak>rs, en tinmt la droite CQ tangente à Tare de œrold 
décrit avecte'Tayotf DA^, piiid jorgâant les points Q et D'y on obtiendra les traces 
d'uu' planOQiyi qui aiurà sur les plane ûtsed les indinaÎBons <x et 6; ensuite, pour 
résoudre le problàne primitif , il restera àxonduvre par le point donné un plan 
parallèle à CQiy. 



(*) Dans certains arts, on définit souvent un plan par sa trace horizontale PQ et par son inclinai- 
son ft sur le plan horizontal. Avec ces données,!! est toujours facile de trouver sa trace verticale au 
moyen- du f^H' de ptafU. M perpeudloslaire à PQ, et qui soutient Fangleet; car, en rabatunt DA. 
suivant DA'' et formant, Taogle ()A''D'=.0, le cdtd A''D' prolongé Ira oouper la vertioale DD' au 
point D' par lequel oo doit mener la trace QD'R'. Quelquefois môme on évite d'employer le plan 
vertical de projection/èt Ton rabat le profil autour de AD en formant Tangle DA8 = a, ce qui repré- 
sente «dhineinaiiiène suffisamment claire la position do plan proposé, et penkiet d*en déduire les 
opnséqueuoeB doot op a i>dsoin. Au fodd, le j^lan du profti DAdtleit Uea du plan vertical de pro- 
jection. 

(*♦) Comme il est évident que l'angle CDf= B" = 6, on pourra, au lieu de mener cette tangente, 
construire le triangle rectangle CD /sur la base'PF; puis, rapporter son hypoténuse de D en G sur 16 
prolonsénealïfle la Yerilcale iyD« 



.> 
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CHAPITRE IE>«^ PUnàlIBS? Wft I^C9 E^lGUSt ||||(WBESt ETC. S^« 

< On pioiiirrftît^aDsèî résouëi^ ^ problème eti niraiiAt4'abQfd9:c€mmeaiU. ^^ 

■;■•• ■ •■ ■'■.■;-'«'=9<i--«; ^=9^-èi// > ■ •''-:'' 

etensQÎte, on condairaît par le point donné un plan perp€»idû)ipJ9Îra à€çAtQ<dro}lai: 
. *?• ( Ftgr. i6. > Con^rnire ffongite jcowprw ^m tmo pUms dmnês PQB' ei PSftI. 

Il fàak,€toniiDe>noii3 l'a vMfdii précédent cwdett|^rp)aD8 parriui. 

iFoisième qal soit perpeiidîealaire àksur ifiterâeekioo« Or i^tte- droite ^ projetée- 
(11^27) roi vaut PRèt P'R', «et rhyfaléattse d'on triaEgl^.rectaqgli^ ayaat pour 
côtés PR et RR'y et qui, rabattu sur le plan horizontal, deTi^adra,PRRr4 Siidonc,' 
par un point arbitra»i>e A^-^det cette. bjfpQténwe, je ^i&i. mèMt rniQ* perf^e^dlputofre 
A"B^ et qu'ensuite je relève le triangle R'^RP dans la situatiôa vevlicate PR« ilest 
évident qu*alojPs là l^oè A'^B se^trom^feradarDs iepUn; séceal que je dois.inénl^r 
perpéndîariaireiiifiiit à riatm^ectioAipar ce poioA A^'$ pu^ ^omlmeA'^R ira percer 
le^ plan horiaeàlal en fi, la. droite CBD, perpefeidiculaire à la proJeclioftPRy^ serai 
(n^ 33) latraoa it<)montale de> ce plant tséoadOftjJdaiate^ 
dernier plan coupera les ptasis proposés suiTanldeux droites partant du poûttA/' 
relevé y et qui ^ aboutissant en C etDv. formeront un ti^iangle dùûL la base sera CDi, 
etdoM Fangle au sottunet A'- sera celui que L'on eherdie;. ainsi > il neia'agfl plu? 
qfue de eonstruir^ ce triao^le^ Ov sa AattMer est '.précisément. A^'B^pmftqueceltef 
droite relevée se trouve dans le. plan veriieàl PIÎ*qui est .pefpendiciilaîre sur la 
base CD; dfaiUeurs , ai Ton^ rabat ce triang^ autouc de .CD coanme jsbainiène y lut 
sOBumst A^' nevsertira pas du plan vertical. PR perpendiculaire à. cette channàre : 
donc, eà portant soir PB la distance BA sa? BA'^ oit obtiendvaiGADpovr le titaogle 
âem«ndé> et l'angle de même nem mesurera l'inclinaison des plansiP(^^ et FâR^i 

On aorait '^m rabattre sur le» plan yeriical rintersection des plus proposés; eelté' 
droite eût été reppéseiitée par ^^^\ et en ; loi menant une perpendiculaire A^B^ 
dont le pied B^ devrait être. rappdrté en B^ on «en aurait fait le même usage que 
ci-dessus. . r i.. , • • i. ; 

ft8. Lorsque les plans proposés ont leurs traces parallèles sur un seul des deux 
plans de projection, comme R'QP et R'ST {fig. 17), la construction précédente 
exige une légère modification qui rend même la solution plus simple; car on sait 
(n* 98) qWaiors rintersection est la droite borisontale (R' V, RV) parallèle aux 
traces horizontales. Par conséquent, si l'on mène un plan vertical R^RC perpendi- 
culaire à cette intersection, il coupera les plans proposés suivant deux droites qui 
formeront avec CD un triangle ayant pour sommet le point R', et pour hauteur la 
verticale R^R : de sorte qo'en^ rabattant ce triangle sur le plan faorseontat autobr 
de sa base CD, le sommet R' viendra en R", et l'angle CR''D sera la mesure de Tin- 
dinaison des plans proposés. 

Enfin y si les traces étaient toutes parallèles à la ligne de terre ^ eomaiedans la' 
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figi*\ 9, OQ;C(Nipemt,le$^ plans dwo^ p^r. le film^de profil ZXV dé^ ompkiyé au 
n* 29; et par le rabattement dont nQi4iiiiûu& agimDe&.servia daofi ce numéro^ on ^ 
obtiendrait Tangle PA'^T pour rincliDaison des plans en question. 

En renversant les opérations dA rTkTj il sera faciféde résoudre le problème soi* 
ysoA. : BcBt 'me droite doiméf^ dana un^plm'€amtn par ^U94wes^ ccmdwfiti iitrafili1irr|4m 
qui.fHf^t avec le preimer wk.an^ déievmnéju^ 

bf^. CmmniwB k fûtiiiem ei la gtandem delà ligne qui mo^re la plu$i courte di9êaH€e 
^emlfe ^eti^ diMàêeênent niuéés doM -le- mime^.pUm^ 

Oo fiant que, daafi rcsfNace, denac droites peuveutoe pas se refneontiser^iaaaâr^PQ 
paKaUèleé^, .alovsi it y a Eeu de cfaercfaer, p(mn4 tau tes les lignOsi qiH réornsseiH dMX. 
qMlconqute de ieiur& pointB, quelle esi la plua courte; mâis^afia de Uàtià mievL 
saisir la séria d^opératioas à eSéotoer pour réBOudre qb problàin^ tafonsiallqn^ 
d'almrd ies indiquer sur une figure eQ'p^rspeoiiTer où Âft^ CD (y^« >o) reprér 
seoterooi leâ.déux droties-ptoposées. Si, par ua poini quelconqu^^ B da- ki pr^- 
mièie^.nûii» menofui une droite BE p^rallèlô à CD, et que nous imagiiuonal le plan 
AS&r œ pkm se io^uvera. loirtmècne parallèle à la ligne CD; aÎAdiv w aèaiWaDt 
d'un ffàai de catteidarûièBèuna perpendiciiiaire DE éw le pla» ABE; la dhêame^ 
cherchée ne eaàrmt Me momàr^ que DE. Mais pdur . faire voir qu'une droite égale à 
Di^ gent effeotivëmentt réuttir deux points cde» lignes proposées» m6noB& par' le 
pied F die œUe .perpeadicoteire une paraUèLa FG à CD; . celie ligne FG reneontrera; 
néeesaaireoientiAfr^qft un» ^ertipn. point G, sans; quoi ÂB seivitU parallèle à CD^ ee 
qni esticonlnàireàl' hypothèse admîaie. Or, sî du point G nous élevons la perpèndî-* 
celaire 6H sor ie plan ABB^ elle se' tiaavera évidemme&t ceaieKiittetdana le plan- 
COFGdéjà.porpfadficulave sor ABE, el par conséquent GH reueontrera CD. Cette, 
ligms GH, égale et i parallèle à UFy oÊsmrera dme,kLplneûource disianàe deadnoites 
AA eib CD> ei r9B. Toit qu'elle se trouvera perpmcfiouMrr^ à umies deux en mette 
teia|)9, poisqnlette Test suc lepian ABE parailèle à ces droites. 

Ppur confiniûer é p^eteriori la première de ces deux conséquence», il suffit 
d'observer qu'en joignant deux points quelconques m et 71 des lignes profiméâa-^ 
l^droite nia sortira du plan CÛFG, tontes lea fois qoe.le poJsit nsefai dlfTékttit 
daG;^ dès lors imt sera, une oblique par rapport au plan ABE ,.etiOoasécp]eÉiiBaBl 
eUe sera plus longue que la perpendiculakc mp qui égale GH. Quant a« oasoèle 
point n, coïnciderait avec G, la droite mG serait oblicpe par rapport à CD, (A par 
conséquent plus longue que la perpendiculaire GH^ qui. demeure aôisi là ptes^ 
cMi^te dbs toutes les. lignes qui. peuvent réunir deux pointa quelconques des droites 
préposées. 

bfk. Réalisons maintenant les construetiona que ums n'avons fait ;qu!in(fii|aer 
ci-de8S0S).et Koa reeonaattia (comme i^ouasTavons annoncé a^^ 3f).Ia diSéreace 
essentielle qui existe entre les procédés vagues de la. Géométrie ordinaire et les 
mélhqdes précises par lesquelles la Géométrie de^eripcive obtientideisréBililtalsicoiii- 
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CHAPITRE- Ti. — Problèmes scr les ligises droites, etc. ^3 

pfétementilêterminés, pour la Solution des problèmes relatifs làux ttois 'dîmènsîofis 

deTespacè". - • • •.;•.,; ... ^.-^ . ^ 

Soient donc (AB, A'B') et (CD, Cfîf) {fig. 2iy\és deux droites dtrtÎTiéés : on 
s'asstire qtt^eilfes ne se trouvent pas dans nn même plan, eh remarqbant d'abol'd 
qu'eltes ne sonfpoiht pardllèles, et qu^ënsuîte les points ôàîeuris pi^clîon^ vbÏ'- 
tieales- et horizontales se conjyent, ne sont pas 6ituës(tir ^)«ur4* ïùftiïe'pèrpeu- 
drcul-âîre à la ligne '^elerré. '<léh poèë, choîsissotis'le poîrtt^B, *B^)' dé la pretbrère 

■ ttrofte pour mener une parâBèle (BE , yE') à Ha seconde, et construisons îes' tràlcès 
ABQel^fJB' âirplan qaî contiendrait fesïîgnes [AV/A'V)' etXf^,'VVy; pois, 
abaissons d'un point (D, D'^ de la deuxième droite, linë perpendiculaire (^Df, 

' iy^')'sur ïépîan AQBVet cherchons (il^ 30), au moyen 'du- plan projetant DRR', 
le point '(T, F') où cette perpendiculaire rencontre le plan AQB'.' Maîntenaiit *il 
faudram^irer parle pied (F, F), et pàrànèlemeul à (flD,'C'D''), une droite (TO, 
F€r') qui devra nécessairctoent (*n*f|f9)ccrapertAB, AlS')Vpar ôonséquetitles^et^x 
ponlls'Get G' devront être sur une même perpendictrlah-e à la ligne de' ier^e. TEii- 
sfufle, du point (G, G'), nous mènerons paràïlèlement à (W; B^T**) la Hgne (GH, 
GpPP) ; et comme elle doit aussi rencontrer la droite (CD, ff B'), i^feudra encore qile 
H et H' se correspondent sur une même perpendiculaire ai la Tignei*dè 'tei*re. Alors 
GH et G'H' èerontles projections' de la plus courte distance demandée ;-p»îs, potir 
en obtenir la grandeur absolue, on prendra (n* 47) sur rhorizôntale menée par le 
pôtntC, tine partie KG'^==:GH, et Ton firera'la ftroîté G^'fl'qm âe?a eikfih laVrlaîe 
longueur élc la distance en question. . ' - ■ . " ' ''' * 

'On pourrait encore résoudre le même*prdl)ïème, en cherchant Tinlersecfion ïe 

' deux plans perpendiculaires liAQB', et passant l'un par la droite (AB,- A'B'), ^àolre 
parla "droite ((3), C'ïK). !D*aiHeurs ces plans se détermineraient -en làbaîesàirt «fere 
perperidicùlàh^e ^ur'AQB' par un point Ae chacune Aes droites p'rbposéeS'; toSïs 
lïous laisserons au lecteur le 'Soin -d'exécuter ces constructronà. * ' • 

'SI. Si les deuxdroites proposées étaient paralTèles entre elles, leur distante seréiit 
partout la liiême, et pour' l'obtenir, il sdfflraît dé chercher ta jAm courte é!iètance4e 
la première droite à un 'point de là deuxième^ par exemple, à- la trace horizontale 'de 
•celle-ci; or 6'est là' on prôWème d(Wrt nous avons donné là soflntlofi ^ne les 
tir S6^ef37. ' "' ' ' .^ ^ ' • : ' ^ ■' • ' ' ' 

• 'lies dîrerseis qiie^ons que hôiis venons de parcourir, renferment tous les ëlë- 
mënts nécessaires pour résoudre les problèmes où'iî nY aura a combiner qriefle^ 
droites avec îdes plans, et Ton en trouvera des applications utiles' dans le chapitre 
^ivaut. fèi, nous ferons seulement observer qu-éftant données tes projections '^e 

'4ou&4es sonamets d'«n polyèdpe, on ^aura 4éler»iBer la position et la longueur -de 
chacune de ses .arêtes, l'inclinaison de chaque Êace sur lepl^n horiz^Atal jou'l'aijgle 
)de cdenx faces entre elles; on pourra aussi construire en nabaittêmmt, «iedaiisws 
vraies dimensions, le polygone qui forme une quéJconqué de ces faces ,puîsHfou- 
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ver la section que produirait dans le polyèdre tm plan ^oat la pwitiba serait Ma- 
gnée. Réciproquement , si la situation du polyèdre est définie par d* aatiw condi- 
tions en nombre sûflSsant, on pourra en conclure see deux projections : mais, comme 
les procédés varieront nécessairement avec le choix des données , nous ne citerons 
qu*un exempte qui suffira pour indiquer la nutrche à suivre dans d'autres oasi 

52. tfit paralliUplpède reciangiê repose^ par sa 6a$e^ sur un plm qui est incliné à tb^- 
rizm (Tune quantité ca , et qui a pour trace horizontale PQ {Jig. aa) f uns des aréiésde 
cette base est projetée hçrizmtalemefH suivant AQ,. tandis qni/ç^ les 4eux autres arêtes cm- 
iiguës avec celles-là ^ ont des longueurs données V et F' : oit demande de construire les 
projections horizanlale et verAccAe de cp corps* 

Par le sommet B , imaginons un plan de profil PRR' perpendicttlaîre ^ la tmfe 
PQ : il coupera le plan donné suivant une droite qui ft>rmera aveo m Fangle ««; 
par conséquent y si Ton rabat ce profil autour de PR| et que l'pn constroîse Tangie 
RPR'^= 0), puis que Ton ramène le point R^' sur la verticale RR'/la drotte.R^Q se#a 
(n; tfii) la trace verticale du plan donné où repose la base du paraUétipipàde. 
D-ailteurs, si nous rabattons ce dernier plan autour de PQ, le point projeté en B, 
et qui est situé en B'' sur le profil, se transportera évidemment en 6; de sorte que 
kb sera le rabattement et la vraie longueur de Taréte projetée en AB sar le plan 
horizontal. Alors, en tirant la droite Ad égale à l! et perpendiculaire sor A^, pn 
obtiendra deux des côtés de la base rabattue; puis, en relevant cette face, on verra 
aisément que ces deux côtés sont projetés suivant AB et AD, et le parallélogramoie 
ABCD sera la projection boricontale^de la base do parallélipipèda* Gela posé, Taréte 
perpendiculaire à cette base et quipartâeTangleB, es^ projetée horizontalement 
(n* 33) sur la droite indéfinie BP perpendiculaire à PQ, tandis que sur le profil, 
cette arête est représentée dans sa véritable grandeur par la ligne WY\ égale à /'' et 
menée à angle droit sur PR^'; par conséquent, si Ton projette Textrémite F'^en F, 
BF" sera la projection borizontale de Taréto en question : puis, en formant lé pa- 
rallélogramme AB^fi, et achevant les autres faces par le moyen de diverses paral- 
lèles, on obtiendra aisément la projection complète ABGDHEFG de tant te corps 
sur le plan horizontal; 

Quant à Tautre projection, on observei^a que les côtés AD et CP se trouvent, dans 
le plan PQR', et qu*ainsi (n* 25 ) leui's projections verticales sont A'K' et M'N' qui, 
par leur rencontre, déterminent le point D', projection verticale de l'angle D (*)• 
Si, de plus, on projette le sommet C en G' sur M^N^ on pourra achever le paral- 
lélogramme A'D'CB'; et après avoir mené par tes quatre angles de cette base, des 
perpendiculaires à la traée QR', il suffira de projeter sur ces droites indéfinies les 

(*) On pourrMt ausai trouver les points ly» G^, B', d'après leurs projections horizontales et leurs 
Hauteurs au-dessus de la ligne de terre; oar ces hauteurs seraient fournies par le profil où les points 
•a question sont projetés l;ous tror la droUe W. 
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•Il<i«çjtera enfin à'4i8(ifi»^q}«el|ci9.^0R(.lflft «^4(6»,vpbjjçfii #pf; (%^p,4e^ plaiis ' 
de pKy'eietioQ>'«Q oh«firin)olJle3.i;è^,.!é^bliefiQ?M^>et |0;je|i,).'âQ,4eyra se-r^pelor 
qoe ]»paiHi.ée «m ô(ai|t: diffi^reat pour le pl^o vertical et.pQjir,J[iç g^homo^isA 

«UovwiMBiwl'aiitre,^.;, ,. . , ,. ...,,.., , ,,.. ■.. ,'y .. ... j-, ,,.' ^ . :,..,,,. ..,.. :. . . .y. 

52 (6w.) Il arrive quelquefois, daDei.^«e) épure .ài&,fi(^p^, dg ,{uei;re..pfi..de i^ap- 
ftarte* qTiepo«a'<UoH(«;er,cetAaia^ r9pqm^,^4P».plf\nf de 

quasliim. Ga.pasaage.d'aaiSystôoMidApJaQsià. ni) «M}tr§<^?^^ ^'exipl)gp/^.jç|i^e.jjof- 
tiûedauaohaqne exen^iiepar' ({es (X)n9i4^.«ak>AS'J(prt 8Jl|ivp.\e|s^,^li}^.méri 
.«fii'qn^ïe§;a«dei}oiniM form«o(|«iie (béorJe»qwM(|ller7'<!t4f$ffÎ9f IWHr^^^tlt^ ^}f- 
programmeq de» aerripçBtpubUos» iioii&.a)leQ^'dPJlQeri\fÀiqA^t\^f^r^l^s^n^aJ?f. 
.; L.Si.laB.plap8 priniar^,.qiieij6 déafgnenù, pRJiriSbnéggç, pax jp,^^,lf,,oq^,p9jjr 
Ugpd;G|f».(ei3?e 4f , el qa'^Dn vepiUe BuïjffcÙJaflr ,a9,p)»n,y fvi,*iftir%Blp|i^r^p!il^ p* 

qi^-ail fQW.|igRe,(iie ^r^^ «'y'» aMt<i)«v-«4e *Wl«ell«i'l«i.B^(R','^F?^Jf^kf}i»S'!ffj^® 
pteitiC.wwVaQtJlq^age.çwdiDiaji^e, ^1. «i^ :«>iWp«*,Jiu>u.j)ftjpf,,,4^ J'^i^i^ice ,g]^^^ 
yMrprojBcUoB h<Ki?niktale. A et pour pn^e^^iQo .verUçalc^ ^\..ii^Tir^ jf^jf/j^i^ygr 
cietta denô^èreproi^ctioi). A', e(| qftant à t» opwveUe pl;qjpCi^Q^•A^:9^jC!l,9ij4!W }^' 
1 s ^ ,^ . xwljE^.P', €^ llo^iepdfia fnaplfesteipenl en prp- 
, a^AtsnrJadfoitç AA':ai}fi;djptaf^ç^/4À^^'? ^.^A. 
. ,D0tin^ine« lapoii»Kde.l\^paç^,(^, Ç') aiva,p.our 
_^» i\q«ijBlJa».prçjçç^ioBp<|B',«t |Pf}',jet.iei34n. la droite 
^ (AP,A!BÔ *ara ppv..prqifiçU,Ofl,yerUcale A'3', 




; *.et poïM:.jpoi»,vç)lp,prDj,ectjoiijlî9mootale la..dTQ|<e 
• „ ,A'B\pari»Mè^AAi. . ,',,,:';,,...,, 

Pour UD plan quelconqi^.^ .qtti.Aurjgi/t.bté dé- 

. fi^^r.l|Bip.pt»09,pr|ff)itif« p«^ sea^acfB^.f^ *t py', 

, 1^ traQ«,v^Mca]e.rea^ra évid^inin^eiif l^piéme Py'; 

j II.-; ; ptq^pDfl^«^nofiyel)e.Uracc( horizontale a^tr le plan 

Ç , elle partir^ pécwsaireweiit do ^m\ is^^. *'y.\ et a^ala dro|l^.i3e p?urallèle à oip. 

Qii,.agjrai^ f^mjbj^bfem^^ai Vlp^ ypuj^^t.'di^iapçr le^ pl^n ,y»rt^a).F,,,ea4e UOs- 

8afitj^rallèljE!^^,pfe»ière4ir^ic|n^.. ,.. , , . '.■'{. . . 

IL Supposons maintenant que de» deux plans primitifs P et F qoi ont pour ligne 
de terre xy, on veuille garder le plan horizontal P, et remplacer P' par un plan P' 
aussi vertical , mais ayant pour ligne de terre, sur je p^àn P. !â 'dï'dilçi quelconque 
x'y', autour de laquelle il (andr« coAcevq^ jj^jé .^ p|lâft,P;%iLQ!|^iî^n|^,jj(9^^ 

6* édit. * ' *' 
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battre sur P/ JÛors^ une droite qoi avait pour ()fôjéct!ons piHtfaitîv^s A'&Ët A^ 

conservera nécessairement fe niêbe projpc»^ 
tion hôrisjotttaîfe Aff. Qdatit S sa nouvelle 
projection verticale sur P^ iV suffira évi^ 
demmenr <f abaisser aëffpofirts A^tH â» 
perpendiculaires sur la ncrtrveWte Ifgue dé 
terre x^y^i puis, en prenairt'îeS' hauteurs 
D?A^*=iyA',CK=rC'B', on obtiendra 
la nouvelle projection A' B' sur le plan ra- 
battuF. 

Pbtrr un plbu cfuefconciue tr donf'fe* 
traces primitives étaient bf^' et' py'; la- ftacil 
btrrizoutafe *(3 restiera mffcessairement Fa même, et en la proibngeaht jusqu'S c<s 
(ju*èMë coupe la nouvelle^ ligne de tferre a^y^ en un powCd*, ce dferarftt^ptmrt ap- 
partiendra à la trace verticale du piau ir sur Te plan P*. D^killeurs ce plan P^, i^ 
hsrvé danarsa positîo* verticale, coupe le plan vertical primitif F suivant la^ vertf- 
cale zz' qui aHaît rencontrer le plan ir au point «'j donc, quand on rabaflra* le 
plan P'^^autôur de** y*, cette verticale zî/ deviendra la droite 22^ perpeudiculah^èf 
ïa charnière af y*, et le point 4* appartiendra à t^intersecliou des^plans tt et'Ff c^estt' 
à-dîre que «' sera un point «de la trace de « sur le pfan P*, et conséquemmenP cmiB 
tlrace cherchée sera y a' e^ . ^ 

HT; te cas qui prëcJêfdfef eôt Ifrsetil vraiiûeiit uUle; maié-, pour liicrrttrer qne^fer 

qnesifoff est susceptible d'une solution tout 
à fïiit générale, nous attoos résoudre encore 
leproblème suivant. 

Lesi plana primitife étant le plan hori- 
zoutat P et 4» plaa vectical P', rabattus au- 
tour dé ïeur ligne de terre XY, et sur les- 
quels on donne les prcîectioms M et IVf d'un 
certain point de Tespace r Oo veuà trouver 
tes projections de ce mém« point sur d^wix 
nouveauic plans P' et PS perpendiciriaines 
aussi entre eux , et dont le premier P* a pour 
tracfes pritnitives « j3 et py'; taudis que feur 
lîfeuede terre ou leur intersecfloir «Hrtuétfe, 
est une 'droite projetée ftorizcrntaltemeï* stlr 
ay.lXou^ tfkvoîis pas Besoin d'flBsigner sa 
prôjectSouvertïCâle que rbu trouverait' aisé- 







ment, puisque cette ligne de terre est dans Teplau cotfuu «pV 
Par le point (M, BT) menons un pllan de protlV perpendScufeire 4 a^, et \î»n- 
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séquemment vertical; il anra pour traces horizontale et verticale MCd et dd', et 
coupera le plan a^' suiva^ Qne (droite q\Af rabattue avec le profil autour 
de Cdj deviendra évidemment Cd\ Quant au point (M, M') entraîné avec ce 
profil y il prendra une posMètt IkP 4fin e'dbtient en >4levant sur la charnière Cd 
une perpendiculaire tAW = EM'. Alors, en abaissant la perpendiculaire W^q" 
enr àâ^j A «en relevant te ]^oâl, on doit bien voir que le point q^ sériât la 
pMjeAiM 4m fciïA 1(M» flf ) «»r le plao apy' au F. Mais, cannne, vpo«r Uim 
«ëagedn ^ati 4e projèelteo P% il feni oécessairement le itibattve 6ar notre iiduilie 
d^ desski, feisoMle loumer aiAovr -ôea^ , ot te ipoint^ç^ viendra se plaeer.» m- . 
llire8tè"à'trocrvBr<:e que deviendrai la ligne de terne projetée BW-xy^ei sitaée dans 
te idm «py^.Ofv •«« tiraïU^du point jr Qoe perpendiciilaire indéfinie sur bt €har^ 
nière «(3, et en décrivant «un arcAe cercte avec le rayon (Bj/, on voit l)pen que ïf* 
sera le rabattement du point (y 9 y'); ainsi la nouvelle ligne de terre sera rabattue 
suivant orjjf^ Enfin , si l'on conçoit le planP^ rabattu aussi autour de xy\ iUuGSra de 
mener par«n' une perpendiculaire indéfinie^iir x!f\ et de .prendre la distance Km' 
égale à W 41", pour obtenir les deux projections .m' 6t,m' du point {M^ M') sur les 
plans P* etP* rabattus autour deieur ligne de. tejrre xy\ 

IV. On ^oil assez, par ces détails, qu'il n'y a pas là de théorie.no^vêlte; d'ail- 
leurs nous avions dé^ maintes fois employé des procédés analogues dans les épures 
<Itii^récedeiit. Ainst, dans la/j. 9, le plau de profil qui nous a servi, est vraiment 
un nouveau T^an vertical ayant pour ligne de terre la droite VX. Il en est de même 
dans la ^gr. 16, où le plan vertical PRR' rabattu suivant PR»"T>enl ÔtfÉ^appeïe un 
nouveau plan vertical Bur lequel la trace du plan sécant est A*B. Encore, dans 
1aj(îjr. i4> te plan A9 B' mené par la droite et le point donné, et que tious avons 
rab^tu suivant' A çV, pentétre considéré tomme un nonveau plan ide projection, 
a;yant pour ligne déterre A9, etiStir lequel'la softatianCM* du problème se trouve 
immédiatement , puis se ramène ensuite sur les deux plans primitifs. Voyez aussi 
la fig. '60, où la seconde sdHition équivaut à projeter les arêtes du cylfndre sur un 
filan vertical auxiliaire BB* parallèle à ces arêtes. 

Ajoirtuns enfin que, dans la fig. 12, la distance cherchée peat s'obtenir plus 
vite en regardant le plan vertical ACC'mené par le point (A, A') perpendîculaire- 
TOent à fQ, comme un nouveau plan vertical que l'on rabattra autour de sa ligne 
i!e terre AC; alor», en cherchant la position A' que prendra le point ( A , A"") sur ce 
fAan rabattU', et là nouvelle position BC'que prendra la droite dMntersecKon qui 
réunit les points deTespace B et C, Il suffira d'abaisser du point A' une perpen- 
diculaire sur DC'. Nous engageons le lecteur à exécuter cette construction, qui est 
fort simple. "' . 
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CHAPITRE III. 

• ■ . ' , . . . , ) .•• 

RlâSOLUTION DE L*ÀlfGLE TUlàDJU. 

53. Dans un angle solide à trois faces SÂBC {fig. ^3), le sommet olfire trok 
angles plms: et trois angles dièdres : les premiers soDt les angles rectUigoes. formés 
par les arêtes entre elles, les autres sont les inclinaisons mutuelles des faces. De ces 
six angles ^' trois /qnelcQnques étant donnés, il s*agit de trouver les autres» ce qui 
offre six problèmes distincts ; car, en désignant par A, B, C les angles dièdres qpi 
ont respectivement pour arêtes SA, SB, SC, et par a, &, y lôs angles plans onfgiceê 
qui sont opposés à ces angles dièdres , on peut donner : 

j\ Les trois faces ou angles plans. . . » «» 6^ y 

2\ Deux faces et Tangle dièdre compris» ., a|6,C 

3% Deqx faces et Tangle dièdre opposé à Tune d'elles, • a, S, B 

4''* Deux angles dièdres et une de» faces opposées. • • A, B« 6 

:. £1% Peux angles dièdres et la Eace comprise A, B, y 

6% Les trois angles dièdres. , A, B, C 

Ce sont.là.évidçmjçnent les seules combinaisons vraiment disU^ctes ; et môme les 
trois derni^ casp^uyont se ramener aux trois autres par le secours d'un angle 
trièdre supplémentaire.^' ^ 

5ft. D'un point quelconque S' pris dans Ciniérieur de l'angle solide S, abaissons 
une perpendiculaire' sur chacune de ses faqes; et pour fixer lés idées, regardons le 
plan BSC comme horizontal , et TaréteSA comme située au-dessus de ce plan. Nous 
formerons ainsi un second angle trièdre S' ayant pour arêtes la verticale S^ A^, avœ 
les deux droites S^W, 9^G', respectivement, perpendiculaires sur les faces ASC, ASB; 
et ce nouvel angle solide est dit supplémentaire du premier, parce que les faces et 
}es angles dièdres de rùn sont les suppléments des angles dièdres et des faces de 
l'autre. Maïs, avant de démontrer ces relations réciproques, observons qu'il n'est 
pas mdifférent, pour former le nouvel angle solide, d'abaisser les perpendiculaires 
dé tet ou tel point dé l'espace ; car trois droites ou trois plans qui se coupent en 
un même point S^, et qui sont prolongés de part et d'autre de cepoipt) déterminent 
toujours huit angles trièdres difiërents, parmi lesquels il n'y en a que deux (sy- 
métriques l'an de Tàutre et opposés par le sommet) qui soient vi*aiqient supplémeur 
taires de l'angle donné SABC. Aussi , pour ne pas commettre d'erreur dans la mt^^ 
mèredaprolonger k&perpendiculaires^ nous avons recommandé de les abaisser sur 
Iqs faces, à partir 4'un point pris dans l'intérieur de l'angle solide proposé ; ensuite 
on p<Mrra transporter où l'on voudrai dans l'espace l'angle S' ainsi formé» 

55; Cela posé, en désignaiit par A', B^, C les angtes dièdres compris entre lee 
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faces qai se coupent suivant S'A', S'B', SX\ et par « , 6', y' les faees opposées à jces 
ai^teSy on voit que le plan A'S^F> perptndK^^j>)&^Vi^ deux faces BSC, ASC, les 
coupera suivant deux droites A'É, B'fi, qui seront elles-mêmes perpendiculaires 
sur se ; et par conséqueni l'angle A' SB' seca la mesure de l'angle dièdre C. Or la 
quadrilatère plan S'A'EB' a deux de ses angles qui sont évidemment droits, savoir : 
A' et B';'doAai€iS deqx astres, sont supplémentaires, et l'o^ a 

; A'S'B' + A'EB'=:180% oubièn. . . ; ; . . . / + €i=.480T 

on prouvera de même que. /. g' + B:r±l80% 

•' '' a'-hA=it=.48(h, ■ '• ■ ^ 

en considérant les quadrilatères S'A'DC et S'G'FB' formé» p^r les sections qu^ 
produisent les faces A'S'C et P'SfC' dans Taille solide S. Donc les foces de tangk^ 
iolide S' sont bien les supplémenU de$ angles dièdres de S. 

56. Maintenant; considérons les an^es dièdres de S'; les deux faces B'S'A' et 
C S'A' coupent le plan BSG aqquel chacune est perpendiculaire, suivant les droites 
A'E et A'Dj donc l'angle rectiligne DA'E est la mesure de fangle dièdre A'. Mais 
dans le quadrilatère SDÂ'E, lés angles D et E sont évidemment droits^ puisque la, 
face A'S'B' est perpendiculaire sur SC, et A'S'C sur SB; par conséquent, les deux 
autres angles de ce* quadrilatère sont supplémentaires, et l'on a 

DA'E +DSE = 180% ou bien. . .'. . ."• • . A'-f «=^180*; 
on prouvera dé même que. . .... : . . . ; . .' . '. ' B"+ 6 ii=i 1 80* , ' ^ ' 

C' + ^'r=180% • ' 

au moyen des quadrilatères SEB'F et SDC'F. DQnc>?«<7?i0(e^.^iédr^«(ieS'son|t les 
sapflémegus des faces cfe S; et l'oQ peut dire que ce dernier angle solide est ^ sqi^ 
Umc^ujflpktmmmTed^C.msie&\ . 

. 57. Remarquons ici qu'en décrivant, dajK>ip.l S comme centre, une sphère d^uUf 
niyesi quelconque SA , elle serait qoupée parJesi faces de l'ang^p solide S , suivant trois 
ares dsigrands «erotesAB, BCi^CA^J^qui^ls fermeraient jin imngl^sphMque^!kiiEk\( Ijas 
cÀtés tteoureraient les angles plans ot €, y., e^ dopt les ac^glei^ ne seraientautre .chose. 
<{U6 leaineimaisons A , B, C des fae^s de Tangto solide* Par conséquent ^ ia coi^slruc* 
ttoii de ce dernier, d*après la connaîssai^ce fie trois de Sje^ éléments, prévient 4 la 
âoliitioD graphique des problèmes que traite par le. calcul la trigonométrie sphé- 
rique. D'ailleurs, si Ton transportait au oentre S Tapgle solide S', ses faces coupe- 
raient fa même sphère suivant un autre Iriafngle qui serait le triangle «icpp/éminriaire 
où po/aiiv de ABC, et dont on fait usa^ ^ssi^^qs la triîgQnomtétiirie ^|^^riqi;e (*).; 

' ' '•' ■■■ lin ?i Iim/.I [ î..iV .. r n.lii ^^.tunl, .Hi.l ■!>■.>? Vi iiit III il! .'■ iK 'IH> 

:"■ . t . • ^ ■ ',.... ',.",.» 

n A la f igueur, pour avoir le trlaùgle polaire de ABC dans la sittiatian où on remplottî tordinaife- 
ment dans la trigonométrie, il faiidralt adopjfcor langiâ ectUdâ ^jrmétrtque de S" Air^i Ja^oel s?obtienr 
droit «{isotoDgiaintlestfOjÀ^t^aau^eli^dUpQm s;,; o'e6t-lhdfr9SP^'^.eûtTaUJi^jdèa te^^ 
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M. RewMDêffiaiflrteimQt attr«îrK'pix>b]èn(i09^ue.>t>ii»4nf«n6iéQOiioéi^ 
t^Mei'fOos rqne , qoMd on dMoe 4oS'lrom .angtei «dièdres A , :B , C , on |)e«t)trewMc 
ftùtiit d&'dutte ^leurs supplénimte, ^ni ifi9roat i(a'' 9&}.lai; ftceft./^^., y'id'IucmfQe 

dcntiTiâeB 4e9^DgteB'âièâne& A > B', €f tÂe^ealiaogte'fl'iiîl^ii^yiaQn pIosniafàipieBaittkifi 
suppléments de ceux-^i'pourotftenir(m'^8t) leifiMfts^,'^^ y-Ae V^m^^mliSt^ri^ 
miUf S. .CHà' voit -par ià que ie sixième cas se ramèo^.au j>i«iMier ; el4e JDéme on 
réduira lexci^quième au deuxième, elle quatrième au troisième. Nous allons donc 
nous occiip^^uiemeDl de la résolution des trois premiers problèmes. 

^9. Pbbmibr cas. Étant données les trois faces a, 6, y (Jig. a4) ^i^ (ntgle solide^ 
trouver les trois angles (Sèdres A , © , C. 

Soient A'^SB^ "BSG , CS^' les trowangtes dontié») supposés niibatttt 9mc3» ^ptap 
de la face BSG, que nous regarderons comme ieflan1îm%onwi de l'épure : il estdaèr 
que, pour recomposer Tangle -solide, il suffirait de faire tourner les denx'faoesQaié- 
TBdes Â^'SB, A' se autour des iSroîtesSBetSCj'Connne cbartMères, jusqu'à ce que les 
deux lignes SA*' et SA' vinoseiil coïncider l*une «vec rautre^ et- leur f>os%ioneofl>« 
imme dans Tespace serait celle d^ la troisièiBe arête , dont nous <iésî^eroBil-1a 
projection inconnue par SA. Tour la Séterminer, prenons sur kisdnoîtes r^attoea 
SA' et SA" deux distances qudconqnes, mais égales, SD^ = 8©"; atora'Ies «points Cf 
etiy^ devïottté^ideaumntse réunir dans la formation deir^aogle aalide; puis^ comme 
en touroanl mUonrde^ droites SG» SB^ ils ne sortiront pas des plans verticaux 
lyPD, D"£!Ô» perpendiculaires à ces dernières, il s'ensuit que les points rabattus 
en D' et D^' iront coïncider avec le point de Tespace qui est projeté horizontale- 
ment en D,et, par conséquent, 'ta troisième arête de Tan^Ie solide aura pour pro- 
jection SDA. 

D'ailleurs le pian vertical FD, perpendiculaire à SC /devra couper les deox^faces 
qui passent par cette arête , suivant les droites W>et PB' qui , étant relevées, •cem- 
prendroift entre elles un angle égal à rinclinaieon de ces faces , et qui feiraieront 
nii titangle rectangle airec la verticale D; par conséquent, si l'on Ta})a>tcefti>iang1e 
autour de TD, en élevant sur cette base une perpendieulaire indéfinie BG^ tfoe 
Ton terminera par un rayon FG'=FIK, on obtiendra ainsi ran^reetiligaee' 
pour îa mesure de Fangle dièdm C qu'il Vagissait de'trouver. '^ 



Qffpm^U èl&v»^ P»r iQ somoivt S.tFûisperpeiidiculaJres.au.x faces^da cet ADgle^soUde, rnnesurBsdet 
située du même côté de cette face que Tarête SA ; l'autre sur CSA et du môme côté que l'arête SB; 
eatiskp la* troisième sur ASB et ilu même côté que SG. L'angle solide ainsi coûâtrult aurait 'conpé% 
mhftrft nrér.iflémftnf. mifvant la trianglft polairA An ABn • mitte 1a Hyi^r» artt àfàjf^p intAlljlgihlft aaiw le 
secours des triangles sphériques : c'est pourquoi nous avons préféré la construction du n* 54; d'au- 
tant ifliis qu'ici, où il lie "é'agft-qae ePatiÉlesrsôlltîés, ceux ^ «ant-symétri^ueB'Pim'^ rtiertre se 
tiTMrreist'composés avec-îe» nftttvM élAneirts disposés secaernent-aans wi-«ltrewdre,ét*<5ue'lw 
retaiUms^t^témeniairesmnï^^sSiemeMrrsiès. 
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tëibèm to'ptaii -««rtiesif B&0Obpirtt las ctetixfttté»ipflMMb|apSBI, sjintMhém 
droites ED etEO" qui , étant relevées, «ott^Moidnnil eattaéMiïmmmamimVàn^ 
€M\n 9; et-oomme oef&'droitàs formel amei ttwe kp waHioa)e<sBifctln tiétn^iiec- 
tMgle*:d(nitelkfB sont H» Item «t irgypoMuoM', m f%nnw(aiÊêm9atéon«tnâ»iKh 
mbitt«0iM&»€?fiD>dè od trimgie, «ft |îan*giei P-semnwwtiiitpwMiG^^ftpq batt i w uM 
#àin«Qre qmles êmx. veii;io«(lfe»B& ef IKr* denrMii'aè tÊOwm-têffémy. pin«|iK 
P<etra et raatfe«xpnmeat la hanteup <hi;poiniiiiii(|tieiâ6>t)«réleâA<, cpii ««Élpin|ÉM 

Pcm obtenir^ t»ot^ièi!iv>aiigl0'd»Mi« A^, on nèhera gp plan^'SécaBt yjijiuiiiii 
ettIi({V0>à'S>A> par te .pidînl de eettta'anête<qai est: pii»}f(6«n S » atraftaO» «»!)'' dloM 
{mf«, et eu B^dèrdotre. Gepito (Kiupera le&AroeisIatéiralMvaiivamtdeaidMi^ 
et B'MF, t^peet«iieiMnt peppendveidarrt» à S^etSÀ.^; etrooméqtiaaiDcat Bomim* 
teraectàtxf mm}» faee BBC sël» la droite MN qui^ devra é^iàtmaimi- le iVDavar 
Cn*'3a)<perpMd}(S0l«it^'SKirîà projeetioB tieri»mlafar^- «ta Iw aKriiiidim«»ètej tt 
dbûe a^ew le» trois-ligneB »»»f, BW, WW, wdonsfrrtUttrtniaiigte'BMMc^lîangte aa 
aoaiœet P-sera pi^isékneiit la nesarede Pane^(fièéra<iiai'a poop'av^le'S^^ 

HeaMrqaeM^b (Mfreqae ce triangle-^ avant éféMvr Os mUfÊ ia miWfàemS, avait 
amii sommet P'sitaé aa point' de faréce SA qoi éM' projeté* an &i MMd puiiqaa aatt» 
iSawrière-MR eai pei^jendieHlaire, oomiQ0<io«»<v6iNnis^ ie>dii«',BatptoH' vertical 
SA, le pointrP n'aura pasdû teortirdffee plan; et, par Gdoaéqwettt, iMIaadi» qa'i^ 
sMLtVonv»rab«tia sur to-prertongenaieni deaa-ch«it6*Mè, €»^v«M «M'vMfioiltton 
essentielle à observer. 

■ VK- Les'cotHlreetiotiapTë^édAit^ stoiit paréiflconeut appiiicaMiia<au. «as^oA les 
«rois angle» «-,.6; y* ott'biea-qttelqaea-trt» #tei«« ea«, Ba'tM>0««at'4blaipt>ae«iaH 
ment, pour que le-proMème soit' possible, il^ftat toajéwa, fifa* hgimimmf^ 
a-, « , y fassent ubo somme moirtJre' qae quatiw »«itSS: a««tiu?ea' mim iè>ipii»gr«iHi 
de- ces aogito soit moindre que- la somme'desdèax autMsi Bh «il»^ si «ea^ooiMli» 
tiiin»>n*éiaii9af paa remplies' par les dbmié*a detaqvesttoa, ifeM fificilis<disiwi»fùé- 
lès «péte«ionsig«<aprBqae»'fbiirnirtrient pow- 1» eoWtrtJiefei<»o de»^ tHàogles fSVM 
ONT, éës<byptfréba8eB ptaa lûbarfes qua les^ basé» t tandis- que eés4HMgtest nraa» 
I*«8iibleff, si les dfeuK coa(Mioas«i>>4edÉMaéfaeM(iié6ë'M>n«'aijiti^lBil0i,^ papaaiterv 
Plmg«sr^I{depefrrra'élre'<Mmposé'at«0leadbtnMeadtt'ptt)ii^^ ; 

6¥. lUFdbiffe tttt ancfkr à- PKorUum. Gë prttËll^e>, «foi e»t ««la ianailaitoiée-dai 
pfedir, a^pouft^et de trowrerla proje^ion borizoaMe ë^aa Mglfr « qoi*fsl4onM| 
dîigraiiâbtir, et ifont leaddtâsfoot, avec fa verticale abeiisée' dvBoaMMt,.4toa 
aaçIeadboMës B'et /. Oir; srrbvinagherav<«rnigle'8«iiiEto'a^t>peup saaartiaiafiMaa 
«etHHvertfeaTe eei<»d(8nxc#l«»'afe'nïiigfe"p»wposé'te, onicoBnâttti»:la8«ftrce«;«J..«ty 
«e^angle"Soli%fe, ef te projeetioadëmaadëësera évidemment MaagbvadiligBâ 
qui mesure l'angle dièdre A compris entre les deur fSbsaa'vevtfaaIa»; par'WHMéti 
q«8ii«, a»prai>R>me>r(»tr9dïmscehii db-D^W» e9patfn«tt<élire>péaalu éaJftiiiélne 
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numièret si ia supposilioa qo'uoe.desapôtes^^ iciverUbaie» œ permettait .dpéDta- 
o^ à )a%are una dispQsUioQ plus commode* ; ^ i 

(Fig. 25.) Dans un plan quelcanciue, formons , avec la verticale SA, lesaqgleç 

ASBsstyi ASC;s«6{ pmsy en laissant invariable la.gra^deiy* de ce dernier» fai* 

aonsrle tourner autour de SA jusqu^à icequ^Je.côji49M>l^leSC forme ».dan^^e9paç9J 

«q angle ce avec .le c6t<^ fixeS^B : pac^là nc^is obtiepdrens l angle donné ^.exacte; 

meut dans lasitnation que lui assigne^ Je probl^q^^ et eo^nît^.il nçiu4 sera leipijç 

d'en déduire la projection horizontale. Or, dans ce mouvement de révolutiqn 

autour de SA, le pied C du c6t^ mol^ile décrira un aro. de cercle CC, dont le 

centre sera <en, A y etf il s'arrêtera sur cet arc eq un point Ç! tel ^ que sa distwce au 

point fixe JB sera évidemment la bas^. d*uQ triangle qui aura ppur côtési des droites 

égales à SB et SG, tandis; que i'anglQ compris égaLçra «. Si dooc oa construit sur le 

plan vertical un Angle BSC'^=0«, et qpe Ton prenne SC''=:fSC9 la droite. BC' sera 

la distance dont nous parlions; p^ia^ en la rapportant pa^ un arç de cercle de B 

49n C'y on çpnnattra la position C où, dojt s'arrêter le pied du côté piobile SC, et^ 

par suite, celte di?oît§ se trouvera pvojetép horizçntc^epient si^vant AC, D'ailleurs;, 

Je côté fixe SB étant projeté sur AB». on en conclura que Tangle «, dans Tespaçe, 

^\pouni projection bori«ontale BA^'}- «içs^ ce de^tnier angle» q\ii peut être plus 

.:grandbu plus, petit que «, est celiû. qu'il ^faut employer sur une carte topogi:a- 

4)hique où tous les objets doivient étri$, représ^téa par ^urs projections» 

^r:}Dnnx(ime^s. £(«s(d99i|tfef d^^/afâfpe».S (Cm angl^$oli(U^ at^^ t'^gie 
Âièire cmnpri$ C , Ire^t^r les autres parties^ 

(Fig.- a6.) Soieat BSG == pcriCSA' = 6. les deux, face^ données rabattues sur le 
{dan heriaBOOtal; -en fatsaut tçurner la seconde autpur de SG jusqu'à c;e qu'elle 
forme aveeBSC l'iMiig^e .dièdre C, on obtieqdra deux faces de l'angle splide dans 
lèor ventile sîlwtioin Or^ peqd^nt ica mpMvemenil de rotation , m point D'.pris 
A volenlésur l'apêle.iQohile ne;Sort^ra.pas,4u plan, vertical Pf FM perpendiculaire 
à la charnière; si donc, dans ce plan rabattu autour de FM , on conslriiit i'ang)e 
MFK^s^C, et qne l'on pi^q^^ distant, FG'f;=FD' 9. il es^.éviflçntquej^point D' 
vîenchra «oifncKler av^pA^.Qty pairsnjte» qu'il sera^ projet hoirizotai(a)ep^>^^^Q'Pt 
iorsquû la (ane wibtie ASC.4Uu;a pri3 l'inclinaison assi^gnée par la question.., Mam- 
tenanty le point del'espiaca qui a pour [projection D et,G^appiirtiç|Qt à,la troisièiqe 
foee îneonn0e^ ^ si on |a conçoit raba^ue jEiutour de ^ , le poiqt (P, G') ne sortira 
pas du plan yertical JPED'f.perpeniJiculaire à cette charuièxe; donc, comme ce 
point drà.aMssi rester à; une distafice! du sommet égale, à ^DV si l'on décrit avec 
eelte»distaace,unjaric,d^43»r^«.il co^^p^^A^Uî4^oil# J^défi^^^ DEj^u point D" qui 
déterminera l'angle D^'SB pour la. tr<^jisièmf).ff|çeiqpQnque*' Alors les trois faces, de 
l'angle solide étant trouvées 9 on rentrera dans le problème du n"" 59 ^ qui a enseigné 
à eooetruire les angles dièdres. 

On pouvait aussi emplpy^r \^ dist^qce. MG' qui égale évidemment MD'^ , pour dé- 
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crire xm arc de cerde dont fàTeiicbntTOBvec le premier aurait dséïértttihé te |^^ D^; 
63» TRoisiiMB CAS. Etant données deusfaces ày S d'un an^le^ êàllU&i at^c fangtè 
dièdre B opposé à F une d*klles , trouver ^es mitres parties. ' - ' 

{Pig. ^7. ) Soient en(H)re' B9C= a, CSA'=^ 6 les dei>x feoes données rabattues 
wr le plan horizontal. Si , dan^ un pîah verticîal EF'perpendlcrifafere sur l'arêleSB,' 
on oonsirail Tangle HEFi=i:B, et qne Ton imagine un pfffû Indôftni'passant'ptfr SE 
et ER; ce plan indiqu«f-à la poêlon dé la fateincontuie* desorteqnè, pour com- 
poser Tangie solide , il hé restera plus qu'à feirè ioarnerla Tecô AÎSO autour de CS'; 
jusqu'à ce que Tarête SA' vienne se placer datos le plàti SER. 'Pendarrt ce mouve* 
ment de relation^ te pomt D' de l'arête mobile ne sonira* {Jas du^ plan vertical 
D'FM, mené par le point F perpendicnlaîrement à te cha^mèré €S; et, par cotisée 
quent, ce point D' s arrêtera sur rinlersectton du plan vertîcâl ÎPM avec le plan 
indéfini SER. Or cette intersection est uriedroriequi paride My et vieht rencorttrer 
la verlicaFe F an mêmepdint évrdemment que Fa droite BR relevée; ëî donc, pour 
trouver cette hauteur, on lire la ligne TR perpendiculaire AEP,' piîia qu'ofr reporte 
FR à angle droit sur FM dof en R', la ligne MR' sera rintersection dont noué 
avons parlé, et c'est sur celle droite que devra s*arréfep le point IV de ï'ïn^ête mo- 
bile SA'. Ainsi, en décrivant avec le rayon IK F un aro de cercle qiii ceci pe MR' en G; 
on obtiendra, dans le plan vertical FM, la posRIon G d'un point^ de la 'troisième 
arête SA , et îl sera'faeile d'en dédtiire la projection horirontaie D. »• ' 

Maintenant observons que ce poirttG^ situé dans le plàfii WertîëalMP, aJ3paftfent 
à la face inconnue; et que quand on rttbattriâ celle-ci adtout'^e rareté SB, il ne 
cbangera pas^ de distance parrapport aux points M et S situes àtty^ la chitrnièré. Or 
ces distances sont évidemment MG et SD'; si donc, ôvéé ces dt^iUBS pour rayons , 
on décrit dedx arcs de cercle, leur rencontré D" détermitïei*fr le « rabaitemeiVl du 
poîut G (*) , et par suite la face inconnue sera lySB; Une (bfë cette face trouvée, 
on retortibera sûr le ca^ du ri* 5f • et ron saura cbnstruîfiB- tes autres partie» de 
Vangle solide. ' : ' . . . 

64, Remarquons que l'arc de cercle décrit avec le rayon ÉD^coopera généra- 
lement la droite Mil* en detix points G et y f déwyrte que là ft*6 A^SC, en toirmant 
autour de CS, pourra prendre dbux positions dans chacune dfesqXiélIfes l'aréfe SA' 
se trouvera située dans le plan indéfini SER ou SMR^; ponr P'une de ces posiliond ^ 
le point ïy s'arrête en G, et pour l'autre H' vient en rj. Par eoméquerit, si Ton 
rabat ce dernier porht autour dé SB, comme on Tafàit pour le premier , îl se trans- 
portera en fi", et rf''SB sera alors la grandeur de la troisième fece inconnue. Il y 
aura donc deux angles solides différents que Fon pourra cotnposër avec les don- 
nées (X , 6 et B ; résultat tout à fait analogue avec ce qui arHvé dans fa construction 



^ (*) On pouvait aussi trouver le rabattement O", en combinant un de ces deux arcs avec la droite DD" 
menée perpendiculairement & la charnière SB, par la projection hotlzontâie D dU point 0. ' 
6« édit. 5 
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cruu^triuDgie recLiiiig^e»oàronvCO«oaèt dettx.cÀiés^et>r^ à.l'«in«(Ji'ôiiiife» 

Il Qu'est pas besoin. d-ajou4ei: que si^^'ar<; déccitavac le na^'OQ^ TU! ne Faîfaitlifcie 
toucher la droite MR', il n'y.âArail plUs<qu'uae'So]utionVtetxq|ii0.1e pKûblèauq aoraii 
i£nposakble,.si cetiarc ne ren^Btraii pas^duitoiH la dmita MRc^ 

Gependani il importe d'obsenrer q^e la deuxième sôluiûent devrait élveveystéa.r 
A le point g. tombait sur MR! au^essoufid^ MF , c'est-à-dire aQ^dieseous^du^p^ihoiÂr 
zontal (nous supposons ici qu'on aura soin de construire rangledooné B> aign-ott 
obtus, toujpurs au-</£$«ii»' du. plan^de projection). En eifeii, Tangle. solide quieo 
obtiendrait alors se trouverait évidemment composé aveo tosfaœ&a , S., et un angle 
dièdre supplémentaire de. B. : or, comuie ce dernier est ici donné graphiquement^ 
et non pas par la valeur deson sinns^y il ne peut y avoir d'ambiguïté sur sa. grandteur^ 
et,, par conâéquent, il n'est pas permis d'adopter indifféremment! B* ou Ldo"! — Bi.. 
. Par la luâma raison ^ il faudrait, rejieter les. devu& solutions et déclar» le pro- 
blème impossible avec les donnée» actuelles, si les points G et ()f tombaient l'un et 
l'autre au-dessous de l'horizontale MF; ce. qui., au reste,, ne pourra arriver que 
quand l'angle dièdre B sera obtue. 

Bemsarque. Qicioique, les (rois derniers problèmes du n"" 5^- puissent être ramenés 
aux trois premiers par le moyen d'un angle solide supplémentaire , ainsi que nous 
l'avons montré au n"" 58, il est intéressant et quelquefois utile d'en avoir une solu- 
tion directe. Nous allons donc l'exploser, en prévenant toutefois les lecteurs qui 
commencent à étudier la Géométrie descriptive , que cetle solution suppose* lacou- 
paissance des plans tangents aux surfaces courbes;, ainsi ils feront bien de diiTérer 
la lecture de ce qui suit,, jusqu'à ce qu'ils aient étudié au moins- lest cbapidres II et 
m du livre secoad* 

68. QuATHiÈmi CAS. Étant donnés deusc anfles dièdres' fL et B-d'tin anç^ solide, avec une des faoes 
offposées^,, tî^uoerles^ autres part iesi 

. (PL 8 y fig, %.) Adoptons pour plan horj^ntal çekii de^ksiface UaconDue y* et traçons-y. le r-abâV 
tement ASC'' de la face donnée 6; ensuite, perpendiculairement à Tarête SA, menons le plan ver- 
tical D"EF, sur lequel nous tracerons Tangle D'ED égal au dièdre A donné par la qùestîoo. Alors, si 
noQs faisons totiiQiQr la fltce ASG'^ autour de AS jusqu'à ce qu'elle vienne's& plac*er dânsile plan: sëd', 
le, point. D" se traasporlierai en- D' qui se projette horizontalement en* J>;. et peur eomposer Tangl^ 
solide, il n'y aura plus qu'à conduire par l'arête (30, ED') UU' plan qjii forme avec le pian -horizontal 
Un angle égal au dièdre B. A cet effet, dans Je plan vertical EP, tirons la droite I/F qui fasse l'angle 
D^PDœ B; puis, aprè» avoir (bit^touruer cette droite autour de la verticafe D'l> pour engendrer un 
oOne de révolutioB^çtontlabaBesera le cercle OF, menons ce cône à un plan^ttmjism qui patnipir 
l'arête (SD, ED'). Ce plan aura pour trace la droite SGB tirée du points tangentiellement au c^rele 
du rayon DF, laquelle sera la troisième arête de l'angle solide en question, et déterminera la face 
hS& =*Y« Onant à la troisième face «, qui est rabattue ici suivant BSC*^, on verra aisément qu'elle se 
conâtmi^; en prenant sur la porpendiouloire D&une longuéurOO^ égale ë la généitutrice D'P dU cAie 
auquel cette face est tangente. 

66. Cinquième cas. Étant donnés deux angles dièdres A. et B d^ûn angle solide, avec la [ace axatr^ 
prise Y, trouver les autres parties. 
{Pt 8, fig, a.) Après avoir tracé sur lé pïan horizontal un angle ASB = r pour représenter laftice 
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connue, menons un plan vertical EF perpendiculaire à Tarête SA, et traçons-y l*angle F'ËF égal au 
dièdre A ; semblablement, dans un plan perpendicutaire & l'arête SB, construisons Tangle G' KG = B. 
Alors les plans SEF' et SKG' seront ceux des faces inconnues; et pour obtenir un second point D de 
la projection SDG de leur intersection, Il sraffira de les coaperpar un môme plan horizontal quel- 
conque. On prendra donc les hauteurs égales EU' = KL'; puis en menant des droites H'F, L'G', 
Teepeetlvement paa*4tllèl68 aux desx lt9»6s de terre BF,KO«on obtiendra lesdenxecctl^aB hcmison- 
italfis F'.D^ G'D, q|ui par leur rencontre feront connaître le point cherché D. Enfin, .pooir ri^battrei^s 
deux faces qui se. coupent suivant SDC, on prendra lés perpendiculaires MD" = EF', ND'" = KG', et 
ces deux faces auront évi^mment pour vraies grandeurs ASC" et BSC"'. 

C7. Sixième cas. Étant donnés les trois angles dièdres A, B, C d'un angle solide^ trouver les trois 
faces. 

(TPÏ.'8,7?g.'5.) Sur le lilan horizontal qtie nous supposons coïncider avec celui Vie la face incofl- 
mii8«T , marqtfODs la droite arbitraire DA pour rq[)résBDteraiiMides arêtes de cette face; et sur «a pten 
jrertical j^erpeadiculaice à DA, .traçons Tangle TAX égal au dièdre, donné A : le plan Y' AD sfiiRa 
ainsi celui qui contient la face 6. Ensuite, d'un point 1" choisi arbitrairement dans Tintérieur de 
Pangle T'AX, abaissons sur les faces y et 6 les perpendiculaires T'O, TT, et traçons les angles 
IT'PO r=: B,-TG'l £s G; alors, «i nous laisofts tourner ces angles autoiir>des axes T'O et Tl\ ilspro- 
4uipont deux cCiaes de .ré^iiti^a -auxquels la.fao&ine^nijie œ devua.évideiiuneiatrètpe taogepte; 4^ 
sorte que la question est réduite à mener un plauiqui touche à la fois ces deux cûnes^ dontle sommet 
commun est en T' et dont los bases sont les cercles décrits avec les rayons OF et VG'. La solution 
directe consisterait à chercher la trace horizontale du second cône ï'T'G', et à mener une* tangente 
eomemwie à cetle eounbe et au œnole du rayon OF ; nais «n .peut, éiritef le .tnMé 'Uppf^xùqatif d^une 
courbe par points, en recourant aux considérations suivantes. 

Inscrivons une sphère au cône T'OF le long du cercle horizontal MFN : le centre w' de cette sphère 
è^obtiendra en* tirant la droite^ Fti/ normale au cône dont fl s'agit ; et pour avoir une seconde sphère, 
^le à ceJle-là^ et iosorite pareiUenient dans l'autre cône T\!i}\ .iM!aiidiia maner à angle: droit su* 
TGMaiJgue TW ^ ta'.t\ ^et. achever la parallélogramme T'irK^' ^ui fournira le oent^ô f' et la ra^oa 
o'K' de cette nouvelle sphère. Cela posé, imaginons un cylindre qui soit circonscrit à ces deux 
Bphères : il' les touchera suivant deux grands cercles perpendiculaires à son axé qui est la droite 9' to'; 
or le plan qui tic^icMtlesdeiix cônes àMa fois se trouvait nécessairement tangeat aux deux sphères'^ 
ikmo ji estanssi Ungett au cylUkdra actuel, et la t}iiesti<m ^se, réduit à. jneq^r par le point T'.un plan 
^qiai soit tangent à cette surface unique. 

La méthode directe serait donc de tracer, dans le plan m'V perpendiculaire à l'axe 9' w', un cercle 
avecun rayon égal à w' F;- puis, de mener à ce cercle urne tangente par le point oCl aboutirait sur ce 
9teQ;laiparaflèlB)à laxe-meiié. par le pokitT'. Tontcela pourrait s'exécuter en rabattement sur ie 
jUan horizontal^ mais il y a encore un jQQyen. bienj[>ius court. £n effet, Je plan cherché devant être 
tangent à la fois au cylindre, à la sphère to' et au cône T' FO, son point de contact avec la sphère doit 
ètreïfitiié : i* sarle cercle horizontal MFN qui est la ligne de contact de la sphère et du cône; a* sur 
togMMSdscereleooaiteiiu dansle plan m'V, et quiisst lailigneido contact de Iftsf^ère avec le cylindre. 
Or ees deux cercles se coupent évidemment suivant une corde <iui.e8t projetée verticalement au 
point M' et représentée en vraie position par MM'N sur le plan horizontal; donc M est le point de 
contact et BMS la trate horizontale du plan tangent demandé : sa trace verticale, qui doit passer paf 
le sommet T', sera dès lors BW. 

Maintenant >%|id nous ^xuumiosonB la grandcHf ASB s= 7 lie la face horizoatale et la pfojaotîQa SG 
de l'arête suivant laquelle. se coupent les deux plans SAC, SBC', il n'y a plus qu'à rabattre ces deux 
derniers autour des charnières AS, BS, et l'on obtiendra aisément les deux faces ASC" = 6, BSC"' = «t. 
On obeerveviy que raPèteTabattuesuivant SC" devra être tangente au cercle décrit du- point r avec 
4inirijrmég$l.à^ l'G'; .4i«r.cescenclB^t k base d« aeoand cône.rFG'iauqi*el le plan3ÛCSMAUisi 
tangent 
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36 LIVRE I. — DES DROITES BT DBS PLANS. 

CHAPITRE IV» 

DBS POLYÈDRES HÉGUrjBRS. 

68. Uo polyèdre est dit régulier lorsque toutes ses faces sont des polygones 
Réguliers égaux , et cfue tons ses angles solides sont aussi égaux entre eux. On sait 
qu*it ii*existe que cinq genres de polyèdres qui remplissent ces conditions, savoir : 
i"* le tétraèdre y formé par quatre triangles équilatéraiix ^ assemblés trois à trois 
autour d'un même sommet; â** Coctaèdre^ formé par huit triangles équilatéraux, 
assemblés quatre à quatre; y Cicosaédre, formé par vingt triantes équilatéraux , 
assemblés cinq à cinq ; 4"* l'Itexaêdre ou cnbe^ formé par six carrés réunis trois a 
trois; S^le dodécaèdre, composé de douze pentagones réguliers, assemblés trois à 
trois. Il ne saurait y en avoir d'autres, attendu qo'un plus grand nombre de 
triangles, de carrés ou de pentagones réguliers, que Ton voudrait réunir autour 
d*uh même point , donnerait lieu à une somme d'angles plans qui égalerait ou sur^ 
passerait 366 degrés ; et pour prouver Texislence de ces cinq corps réguliers ^ 
nous allons appremJre à les construire. 

JDl) TÉTRAÈMIE. (PI. g.fip. i. ) Avec le côté donné / du polyèdre, on con- 
struira sur le plan horizontal un triangle éqnilatéral ABC ; et au centre S du cercle 
circonscrit, on élèvera une verticale (S, S'H^) dont; la grandeur sera fournie par 
le côté SK d'un triangle rectangle ASK constroit sur AS comme hase, et avec 
une hypoténuse AK égale a AB. Alors, eu joignant le point (S, &) avec les trois 
sommi ts primitifs, on obtiendra un corps formé par quatre triangles évidemment 
égaux et réguliers. Les angles trièdres sont aussi manifestement égaux. 
• OCTAÈDRE. (W. 9,/gr. 2.) Avec le côté /, formons dans un plan horizontal qoel- 
conquè un cane (ABCD , A'C) ; puis , par le centre (S , H') élevons une verticale 
que nous prolongerons, au-dessus et au-dessous, d'une quantité S'U' ou S" H' 
égale à la demi d}agî)ftale SB. Alors, en joignant les points (S', S) et (S", S) avec 
les quatre angleâ'du carré, nous formei'ons un corps composé de deux pyramides 
quadrangulaires , dont les huit, faces seront évidemment des triangles équilaté^ 
raux : car cela revietitè faire faire au carré ABCD un quart de révolution autour 
dé sa diagonale AC ou BD. D'ailleurs les angles solides en (S, S^, (A, A'), (B, B'),... 
seront aussi égaux, puisque chacun d'eux appartiendra à une pyramide quadran- 
gulaire identique avec la première (SABCD, S' A^B'C'iy). . 

ICOSAËDRE. {PL 9, fy. 3;) Avec* le côté donné/, et dans un plan horizontal 
quelconque, construisons un pentagone régulier (ABCDË, B'A'E'); et sur son axe 
vertical , cherchons un point (S, S') tel, qu'en le joignant avec les sommets du 
pentagone, on obtienne cinq triangles équilatéraux. Pour cela, il suffit évidem- 
ment de former sur SD, comme base, un triangle rectangle DSH dont l'hypo- 
ténuse DH soit égale k l on DE; de sorte que le côtéSH de ce tiiangle fournira la 
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hauteur inconnue A' S' de la pyramide pentagonale ( SABCDË» S'B'E') . Dans un autre 
plan horizontal Q[M\ dont nous fixeronspliis lard la distance au plan B' £', tragons 
un second pentagone LMNPQ ég^l et concentrique avec ABCDE, mais tourné de ma* 
nière que ses sommets L, M, N,«.. soient placés aux milieux des arcs que sous* 
tendraient les côtés CD, DE i EA,... dansJe cercle circonscrit; pnist en prenant la 
distance 178'' égaleà A'S', formonsla pyramide pentagonale (SLMNPQ', S'Q'M') 
évidemment ^le k la préeédenie. Maîoteoant ^ joignoius par des droites chaque 
sommet du pentagone supérieur avec les deux sommets voiaine du penta^ne 
inférieur, comme (C, C')avPo (Q, Q')et (L, L'), (D,DOavec.(L, L')et (M, M')^.*., 
et nous obtiendrons ainsi une zone intermédiaire composée de dix triangles ^é^k 
isocèles, mais cfu'îl Tant tàober de rendre équilaiérauxt en choisissant conveo^bler 
ment Tinlervalle B'<y des deux pentagones, intervalle que nous avons laissé 
ci'dess^s indéterminé. Or, pour que la droite (CL, CL') soit égale à LQ, il suiSt 
de construire le triangle LCK avec une hypoténuse LK égale à LQ, et le côté CK 
donnera la différence de niveau qui doit exister entre C et jL', ou bien TiiUer- 
valle B'Q^ qu'il Tallait mettre entre les deux penl^Rgones parallèles. Qn aura donc 
ainsi formé un corps composé de vingt triangles équilatéraux, assembles ciqq à 
cinq; et. les angles solides seront aussi /égaux ejQlre eux, parce qu'à chaijue 
sommet (C, C), (L, L'),... on pourra concevoir une pyramide pentagonale iden- 
tique avec la première (SABGDE, S'B'B'). 

HEXAÈDRE. {PL 9, fig. 40 Après avoir construit le carré ABCJP, on élèvera par 
ses quatre angles des verticales (.A, A' A"), (R, B' F'),... égalesà AB; et en réunis- 
sant leurs extrémités supérieures par un autre carré, on obtiendra immédiatement 
le solide demandé, lequel n'est autre chose qu'un cube* , . 

DODÉCAÈDRE. {PL ^,fig. 5.) Dans uu plan liorizontal quelconque B'A'E', tra- 
çons un pentagone régulier ABCDË dont les côtéssoient égaux à la longueur/ assignée 
pour les arêtes du polyèdre; puis, à chaque sommet (A , A') , (B , B'), (C, C'),.*^ 
njoutonsdeux autres pentagones égaux au preoMer, et inclinés demanière à former 
cinq angles trièdr^s. Par là, nous obtiendrons une calotte composée de six peu* 
tagones, et terminée au contour (KRSTUVXYZW, K'R'S'T'U'V'X'Z'W) dont 
nous enseignerons tout à l'heure à trouver les projections. Traçons encore, dans 
le plan horizontal., un pentagone LMNPQ égal et concentrique ayecABCDE,.ipais 
tourné de manière que ses angles soient aux milieux des arcs qi^e sq.us- tendraient 
les côtés AB, BC,... dans le cerele circonscrit; puis, sur ce peqtagone LMPjIPQ, 
constrnisons une calotte concave identique, avec la précédente « et (élevons, cette 
dernière le long de la verticale (0, L'A'}, jusqu'à c€| que ses angles saillant£| et 
rentrants aillent coïncider avec les angles rentrants et les angles saillants de la pj:e* 
mière calotte. Tout cela est manifeslenient possible,, puisqu'il ne s'agit que.. de 
réunir, à chaque sommet du contour, trois pentagones identiques avec ceux qui 
ont d^à formé les angles trièdres (A, A'), (B, B" ),...; mais il restera à savoir 
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quélte'est'ïa distance verticale G'H'" qui séparera les deux pentagones fcOTÎEdtttMK* 
D'aillenps, par la îréoDion de ces deux cîilotèes, on aura produit un p6i;fèdw«co!»* 
posé de douze pentagones égaux, ^t où les 'angles solides seront aussi égaux eûtre 
em:, puisque chacun sera-Tornlé far'troîs pentagones fUeortiqms. 

' iVwr conëtroifeles pro/eélions îde ce «corps «vec plus de^dlai^fé, "conpm^tiçom 
pafT la calotte' irfférieuTe dontnous 'placerons la base lîMNPQ dans un i^an ^hori- 
zontal G' Q'M''èhT)îsi à'volonlé; pais, rétffliltons «ur cepten 1^ trois faces der4^angie 
trièdre (0,0'), en traçant les deux 'pentagones Pa?jzQ,'Os''«;/f'L, identiques »avec 
LMNPQ. Alors, en opéramt comme pour cherèher les atigles -dièdres (n* *9) , ît 
faudra mener par les points rabattus % et z^ deux plans verticaux, l^un zvx» perpen- 
diculaire à PQ, rautrez'S perpen^iiculaire à QL ; ces plmis 'se oou'pattt ♦suivant ^la 
verticale Z, c'est sur celte droite queTîendront se réunir tes points *z et /tonsqé^on 
recomposera Tangle solide, et conséquemraent Z est la projection horizontale d''uo 
des sommets 'du polyèdre, tanUis qu'une de ses arêtes «eia projetée «ir ZQ^q^i doit 
vévidemment converger vers le centre 0. Quant à la projection verlicale Z', on ob- 
servera que le sommet en question appartient à un triangle rectangle qui a pour 
base Za et pour hypoténuse az : si donc on construit ainsi le ' triangle «Zi, le 
côté Z 3 indiquera te ^hauteur G'H' qu'il faut porter sur le plan vertical pour 
obtenir la projection Z', d'où Ton déduira Taréte Tt^. On aurait pu aussi remar- 
quer que , connaissant la projection horizontale ZQ de l'arête en question , et 6a 
grandeur absolue qui égalle PQ, on obtiendra la différence de niveau G'H' en con- 
struisant un triaifigle rectangle dont la base soit ZQ et l'hypoténuse PQ. 

^Pour le sommet rabattu en y, îl est certain que pendant le relèvement fle la 
face a:j/a QP, ce sommet ne sortira pae du plan vertical y y perpendiculaire à la 
charnière PQ; et que sa plus courte distance t/y finrna par prendre une position 
parallèle à olS. "Si donc on prolonge cette dernière jnsqu'à ce que ai soit égale 
à 'y y, et qu'on abaisse te verticale eX, le pied X devra être rapporté sur j/y pour 
fournir la projection horizontale T du sommet en question. Quant à la projection 
verticale Y^ on l'obtiendra en remarquant qu'elle doit être à une hauteur'G'H'^ 
égale à Xe. On auraït pu obtenir le point Y en observant que, par suite de la synié- 
trie des deux calottes, la distance BY doit égaler QZ qui est déjà trompée; ét*la 
hauteur' G'H'' se déduirait de cette considération, que la droite projetée erurT y a 
pour Traie gra-ndeur y OM. 

JSriftn, la hauteur WW de la calotte supérieure doit manifestement 'être pHse 
égSlô àf C' H', 'ce qor permettra de tracer les pnojecStioTrs'Terlicatles A', B', C,'l)',-B', 
corfespondaûtes à A;B,C';1[),E; et on agira semblàblemetit pour 'W^'K^Tl'.. ., • etpvè^ 
avôîr *tryé sur le plan horizontal ies longueurs CW,'LK,'IMl,..., égales iotHes' à 
te-^iôtanceHÇZ, qtie'nous^avoas en^rguèè'détermMer, 
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CHAPITRE PREMllERw 

DR L4 GÉNÉRATIOIN DES SORFAGBS, ET DE LBOR REPRliSBT9TATI0N GRAPQTQtlB. 

Ma Pour représeater gnafhiqoeinent une surfaces, nou8.avoDS\aiinoDGô (n^7>) 
qu'il ne faudrait pas, comme peur les ligues, chercberà construire sur deQx< plans 
fixes les projections des difiiârents points de ce lieu géométrique; en eSkU atteudo 
que sur une surface, et à< partir d*UD point donné, c^^peut cheminer, dans une infr^ 
nité de directions, le moyen précédent n'aurait d'a;utre*nésulèat.que dechargep 
les plans fixes d'une multitude de poinl&et de lignes dont on n'apercerraît-pas la 
liaison, et dont 1 ensemble surtout ne peiixdraitnullemenl, à l'œil du spectateur^ la 
forme de la surface, sa courbure plus ou moins prononcée, et le nombredè sea. 
nappes. Nous emploierons donc un autre procédé' (n? 93:), déduit de là. nature 
mélne de cette grandeur, dont il faut, avant tout, établir une définition précise. 

70. Par le mot surjace on ne doit pas entendre simplement^ une série^ d& points 
OU' de courbes aus^ rapprochés qu'on voudra. les uns-des autres, mais: n'ayant 
entre eux aucune dépendanoe fixD ; il fant:encoîe que ces points onces ]ignes> soient 
soumis à quelqueliaison oommune et continue, dont l'expressiOB analytique ne>se^ 
rait autre chose que l'équation de la surfhce, et dont laidéfinition géométrique^djQÎt 
être énoncée ainsi : 

Une surface est le lieu de toutes les positions que prend successivement^ dans C espace^ 
une ligne mobile qui change de situation , et souvent même déforme diaprés une ht dé^ 
'terminée etconlinue. 

La ligne mobile se nomme la génératrice, et pan œs mots, une loi ééîemAnêé'^ 
il faut entendre des conditions le)les,,que, pour chaque, point donné de l'espace^ 
elles ne laissent plus rien d'.aii)itraire dans la forme ni dans la position de la gêné** 
ratrice. Or le moyen le pliTS commode' ordinairement pour exprimer (du moins 
en partie) la loi de ce mouvement, c'est d'assigner une ou plusieurs lignes fixes, 
flotnméies dirbctricbts , sur lesquelles devra constamment s'appuyer la génératrice 
dans toutes, ses positions:, de sorte qpe pour définir, camplétemenl une sarfaœ 
]»articulière , il faut iiuliq»er la nature de lâ« généDairioe^ lai maniève dontc ellei se 
meut:, eties-dit^edricessurlfesquellfes elle doit glisser pendant son mouvement (*)'. 

» . ■ 

(♦) C'est effectivement par la traduction en anaJyjsa da.QS mode de génération» , ou d'ime propriété 
équivalente, que Ton obtient toujours Téquation de la surface. (Voj^az^lMna/i^^ ajxpUqu^e^à.l^.g^ 
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Lorsqu*on change sealement ces directrices , on obtient diverses surfaces qoi à ppaK 
tiennent toutes à une même famille; et d'ailleurs on doit sentir que chaque surfàcîe 
individuelle est susceptible d'une infinité de modes de génération. Nous allons en 
citer plusieurs exemples, tant pouréclaircir la déâiiition générale, que pour acqué- 
rir dèa à présent la connaissance des liea^ géométriques dont nous devons faire 
QsaRe le plus fréquemment. 

71. UNE SURFACp; CONIQUE est le lieu de toutes les positions que prend une 
droiiemabileSiL, aasujeliie à passer touioitrs par ^n pointj^xs ^ {fi^. 28) e/ à i appuyer 
oomiammeui $ur une courbe donnée ABC, laquelle peut être gauctie ou à dquble cour^ 
èure (voyez n* 7). D'après celle définition, la droite mobile SA est une génératrice 
^ooQstante de forme, et variable.de position seulement^ tandis x[tie le poinlfixe €it.la 
courbe ABC sont les directrices; d'ailleurs, 1 cette ligne SA devant être regardée 
comme. îndéiimmentprotoagée de part et ^'autre du point S qu'on nomme je 
Mommei ou le centre, elle engendrera les >deux. nappçs opposées et indéfinies S ABC, 
SaSy. Si ron substituait à la oourbeABC une autre directrice, en changeant même 
le sommet S, on obtiendrait diverses surface^ individuelles appartenant, toutes à /a 
famHk\ de$ câ(ie&. 

72«. Mais. ces. surfaces jadmettenJt bien d'autres modes de génération. En effi^t, 
si. nous coupons. ie cône SABC par. divers plans parallèles, nous obtiendrons djes 
êectiEffàssewblableéi^A^^lif.Ci k"^"C!i^ c'e^-à-diro des cojurbes où il existera de? points 
^Xy, 0", tels, que les ray«u»6 vecteurs jrespecliveroent parallèles, 0'A'el,0"A'', O'B' 
«et O'^B^, O'JD' eiO''D\.. M durent entre eux un rapport constant : cette proposition, 
vraie quelle (fuesoit la dH^ectrioe ABC, se démontre ai&émeot par la. théorie des 
lignea propurtîotinelles* Pour, fixer lep idée», «ous admettrons que ABC soit ujae 
ellipse ayant pour ses demi-axes OA=:a, 0B=6; alors les autres sections A'B'C^, 



métrie des trois dimensions^ chap. XIV.) Réciproquement, lorsqu'un lieu géométrique est défini, 
Immédiatement par l'équation P(x, y, 2) s=::o, si Ton coupe cette surface par diverd plans, hortam- 
taux par ehempie^ cm obtient les courbes 
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.^ûntiiae quelconque, est ce que devient la première quand on attribue à la constante a les valeurs 
successives a', <x^, par conséqueni, ces diverses courbes sont les positions successives que prendrait 
la courbe (i ^et (-i) si on la faisait mouvoir dans des plans parallèles, en changeant d'ailleurs ses 
^meosiens d'après une loi qui dépendrait de la manière dont la constante a entrera dans Téquar 
tion (a): aussi, en éliminant ce paramètre entre (i) et (a), on retombe, évidemment sur Téquation 
Fia;, y, «) = o, qui se trouve donc le lieu de toutes les positions de la première courbe mobile. 
Ajoutons d ailleurs que, comme on peut adopter une infinité de directions pour les plans sécants 
parallèles, ou même employer d'autres surfaces sécantes, il doit exister pour chaque surface une 
infinité de modes de génération. 
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A'^B^C^. supposées parallèlçs à cette basot seront ausai <\es ellipses dçnt logaxesse 
trcMivaroiit parallèle» à ceux de ABC, et tels que . 

«_«' — ?! — 

Gela posé, si Top fait mouvoir l'ellipse ÂBC de manière, i* qae son centre par- 
coure la droite SO; 2"* que ses axes restent parallèles à leurs positions primitives; 
3"* qu'ils décroissent ensemble, et proportionnellement aux dislances' SO', SO', 
SO''»,..; alors il est évident que celle ellipse mobile coïncidera successivement avec 
A'B'C, A"B''CV«-» et deviendra ainsi^ pour la surface conique proposée, une gé- 
nératrice variable déforme et de position. Mais, pour réduire ces diverses conditions 
à un énoncé plus simple, il suffira de se rappeler qu'une courbe du second degré 
est déterminée, dans son plan, par la connaissance de cinq de ses points; par con- 
séquent, si Ton trace sur le cône cinq arêtes fixes, SA, SB, SC, SD, SE, on pourra 
dire que, pour engendrer la surface, il faut faire mouvoir F ellipse variable ABC de 
manière que son plan demeure parallèle à lui-même^ et quelle s* appuie constamment sur 
ces cinq droites regardées comme autant dodirertrices. 

£nGn^ puisqu'on serait libre d'adopter pour les plans sécants parallèles nne direc* 
lion quelconque, el que même ou pourrait couper le cône par d'antres surfaces, 
telles que des sphères décrites du point comme centre avec un rayon variable, 
il demeure évident qu'il existe une infinité de lignes planes ou gauches que l'on 
peut adopter pour génératrices d'une même surface conique, 

73. UNE SURFACE CYLINDRIQUE est le lieu des diverses positions que prend 
une droite mobile AA' qui if lisse le long dune courbe fixe ABC (fig*^^)^ en demeurant 
parallèle à une direction donnée. Mais ce premier mode de description^ où la géné- 
ratrice A A' est constante de forme, n'est pas le seul admissible ; car, puisquo toutes 
les sections parallèles au plan de ABC seraient ici des courbes évidemment iden- 
tiques, on peut çncore regarder lasurface comme parcourue par la courbe ABC qui se 
tnouvrait parallèlement à elle-même (*J, en s'appuijant toujours par le même point sut 
la droite AA', laquelle deviendrait alors une directrice de la courbe mobile ABC. 
En variant ensuite la d.rection des aectiom parallèles, on obtiendrait une infinité 
d'autres génératrices propres à décrire le même cylindre : au reste, ces surfaces 
peuvent être considérées comme un cas particulier des cônes; c'est celui où le 
sommet s'éloigne à l'infini. 

74; Observons,, en passant, que si la directrice du cône ou'du cylindre était 
Aine droite» la surface se réduirait à uft plan^ lequel peut donc être défini pomme 

(♦) Une courbe est dite qe mouvalr parallèlement à elle-mém^ lorsque deux quelconques de ses 
cordes demeurent toijours paraflèles à leurs directions primitives. Cette condition entraîne évidem- 
ment le parallélisme du plan de la courbe ; mate cela exprime en outre que cettecourbe ne tôtlrnù pas 
âanà son plan mobile. •* - : » .. 

6' édit. 6 
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le Iferf defr pteiifom^qiie ^md ntte^dMte mobile wei^éuioi .if 4 fjtkiipr.fi^rt im^f 
droite fixe; a"" à passer constamaieut par «a poiàl^oaiiéi^ mi Ibiiao. 4 .^deDWUW 
toujours parallèle à sa première posi(ioi)« 

75. UNE SURFACE DE RÉVOLUTION ert enjfendrée par une courbe quel- 
coii(]ue GG'G^' qui tourne autour d'une droite fixe DZ (^19. So), de manière que 
cllacun de ses points G décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à taxe KZ, 
e(4ont le rayon est /a plun courte disicmce GO de ce point au même axe. Observons 
que dps divers rayons GO, G'O', G"0'\ quoique tous perpendiculaires à DZ» ne 
seront point parallèles entre eux lorsque ta génératf'ice GG'G^ sera à double cour-^^ 
bure; ou lorsque, étant plane, son plan ne renfermera pas Taxe DZ. D'ailleurs, les 
différents cercles ^ GMÀ, G'1tt'A',.-M décrits par ces rayons, se nomment les paral- 
lèles de la surface. 

76. Si, p^r l'axe P.Z, pn mène des plans quelconques ZOA, ZOM, on obtiendra 
des sections A A' A'', MM'M^, que Ton nommçles méridiens au plutôt les courbes mé- 
ridiennes de la surface^ et qui sont nécessairement identiques quant à leur fDrme» 
En effet, ces plans méridiens coupent les parallèles suivant des rayons qui compren- 
nent des angles évidemment égaux AOM, A'O'M', A''0"M"; par conséquent, si l'on 
fait tourner le plan ZOM d'une quantité angulaire MOA, tous les rayons OM, O^M', 
0"M''^ coïncideront eti même temps avec OA, O'A', 0"A'', et les courbes méri- 
diennes se confondront l'une avec l'autre. 

.77. Il résulte aussi de la que la méridienne AiV A% en tournant autour de DZ, 
parcourra toute la surface de révolution^ et peut en être regardée comme une non* 
velle génératrice qui remplacerait la courbe primitive GG'G^'. Cette dernière, eo 
effet, sera distincte du.méridien, lorsqu'elle n'aura pas tous ses points situés dans 
uq même plan passant par DZ, comme on peut le remarquer dans la fi^Tire ac^ 
tuelle, qdi es^censée construite en perspective sur le plan' ZOBB^^A^A; c'est pat- 
suite de, cette convention que nous avons ponctué'les pailles des parallèles et de la 
courbe GG'Q" qui sont derrière ce tableau. Au reste, on pourra toujours construire 
le méridien d'après la connaissance d'une génératrice quelconque, puisqu'il suf- 
fira de chercher les points dans lesquels un plan, tel que ZOB, coupe les divers 
parallèles décrits par les points de '6G'G^; et nous donnei^ôns plus loin (ti* iftS) ufi 
exemple dé Celte opëratioh. * 

78. Les surfaces dont nous nous Occupons ici, admettent un autre mode de gé<* 
Bération qu'il importe de connaître. Puisque tout plan perpendiculaire 6 l'axe 9Z 
(Jig. 36) donne pour section uu cercle dont le centre est sur cet axe (n* 73), et 
qui a tin point commun avec la courbe GG^ ou avec la méridienne BBV on pecrt 
donc regarder la surface de révolution comme le lieu des diverses posiiims que prend 
un cercle mobile^ toujours perpendiculaire à -ia^roiteHZ , ^i dont le centre parcourt cette 
ilroU/s^ tandis que son rayon varie de manière que la circonférence s'appuie constamment 
sur la courbe fixe GG'G^' : cette ligne devient alors une directrice k\»fim\ifi 9fX Jp^t 
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^nfiëtituter lediéHdJjsn BB'W\ eb le cercle mobile est une ff^nératrice varifible & la fois 
'dâfimne eldepoflitîoDb Cette déiiuHion, que Ton traduit piu8 aisémeut.en ana* 
lyse {*)y effre l'avantage qne, sous ce point de vue, toutes les surfaces de révolu- 
tiofH6MiMt une lUAtiM fi»mille'(n* 70) qui admet une génératrice dune espèce con- 
tUmit; o^eet le cercle mobile loujoors perpendiculaire à Taxe, et dirigé dan» sen 
fBouvement par le méridien qui, seal, change d'une surface individuelle à uneautre. 

Tlft. Ainâ, suivant qu'on adoptera pour méridien une droite^ une ellipse, uœ 
iFfpcriibie.oit une parabole, on obtiendra un tâne^ un cylindre^ un eUipsc&de^ un 
Jiyperboloidej on un parabolcUde de révolution, pourvu d'ailleurs que l'axe de roialion 
«tAnerde arveo «n dés cKamèlres priàéipaux de la courbe; car autrement la surftce, 
^crh|iie' tobjobrs de ré^ulîoif , sefalit d'une espèce plus compliquée. Un œrcle, 
far eiMopte^ qui tournèrent autour d'une droite située dans son plan, mais ne 
pas^antipas par son oeofere, produirait «n tore qui est un géare de surface anpu- 
Miie qm nona aurans teeawMi d^élvdier bien tAt ( n' i38 ) . . 

'M: G» divers* exeuiptes, à l'exception du dernier « ne sont encore que des cas 
partbnliers de ctorfeoes phis généiales qui , sansfétre de révolution ^ nous devien* 
^droot «tiles dane Hi snSle, et dont il importe de connaître la généralion«.Cesonl lbs 
stAtf'ÂCBS' ut MCOffù tfMRÉ qui offrent cinq genres disAinots^ saM compter les côoea, 
les'cry thidt^s:)e^ fes ptafM, q«i en sont'des vatiétéa trop- simples pour nous y arrêter 
de nouveau. • 

81. ellipsoïde. Sdit une ellipàlef ACDP (/9.V 34) cdilstruite sur les demi-axes 
OA =£: a, OC = c : en la supposant tracée dans un plan vertical que nous prendrons 
pour, le tableau sur lequel la surface sera représentée en perspective, if en résuftefa 
qiie les lignes ponctuées indiqueront les portions dé courbes situées derrière le plan 
de cette ellipse, et noua c^anserverons ceUe hypothèse dans tout ce' chapitre. Si, 
dans un plan perpendiculaire à OC, nous construisons une autre etfipse Al^^tf qui 
ait pour ses demi-axes l'ordonnée 0'A'=:a' de la première ellipse, et une droite 
(yW=b' de grandeur quelconque, mais perpendiculaire sur C'A'; puis, quenoiïs 
fassions mouvoir la courbe A'B'D^ de manière que ses axes, restant parallèles àeux- 

BfiêmM, «smMtent leraiipeit ptinoitif r,^ et^ «|ne- l'un d'enoi ooVnmde pnccesaive- 

ment avec Tes cordes D'A!', tfA^, OA ,.•., de Tefllpscj fixe CAF; aîtVrs te Hea gôo- 
métriquer masr en g e nd r é sera la surface qtio t'en nomme eUipe(Âde, Lorsque la plan 
-rfe^réHIpite BNsMte: paaae» pmr le eentréO, elle aiteindra son. B^a&imum de gran- 
deur, puisque le demi-axe variable cl deviendra l'ordonnée masimnm Q)à3t»a; 
et si Ton représente par 0B:= 6^ Isf longuenr que prendra au même instant le se- 
cond axe 6', les trois lignes ^ 

AD = 3a, BE = :î6, CF=ac 

n Voyez V Analyse appliquée à la géotnifMe des trah étnensians, chap. X!V* 
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seront ce qu'on appelle les diamètres principaux ou léserai?* dé l'elTipsoMe. D'aik 
leurs on doit apercevoir que cette surface sera fermée de toutes parts, ptrisqu'aa 
delà des points C et F, l'ellipse mobile aurait ses deux axes imagihairéB {*)"/ " 

82. Si rellipse génératrice A'B'D'élait un cercle, c'est-à-dire qo^bti eût choisi 
O'B' égal à O'A', la surface deviendrait (n** 78) un ellipsoïde de révblfttion qui au- 
rait pour méridien la courbe directrice CAF; et deÙK des diamètres principaux tde 
ta surface, savoir Ok et OB, seraient égaux entré eux. Enfin, dans le cas 0& les 
trois axes OA, 08, OC seraient tous de même longueur, rellipsokde dégédéreratt 
en une sphère. i . , .... 

83. HYPERBOLOIDE â une nappe {fig. 35). Snbstilmi^s à l'ellipse direetmce 
une hyperbole A' A'' A', dont le demi-axe réel soit OA=±ra, e(ieideiBi«>axe tmagi* 
naire OG=c; puis, dans un plan perpendiculaire à 0€, et sur deux axes, dont 
un soit la corde A' D^ de rhypéi4)ole, conslruisons enoore uue ellipse A'B'D^ : eo 
la Taisant mouvoir d'après la même loi que précédemment , elle engendrera TAy- 
perbolotde à une nappe, ainsi nommé parce que^cette surface n*auriBi évidemment 
qu'une nappe unique, mais indéfinie comme Thyperbole directrice. Lorsque le 
plan de Tellipse mobile passera par le centime 0, elle atteindra Son fntitimttm, 

-puisque l'axe. variable D'A' sera devenu égal à DA, qui est la plus petite corde 
de rhyperbole; c'^st pourquoi la courbe ABDE est nommée P ellipse de gorge y et 
les trois droites 

AD = 2at BE = :i6, CF=::>c » ; i ; 

so^t ie9 irow.axea de l'hyperboloïde : mais le dernier CF ne rencontrant pas la sur- 
face, est dit Vaxe imaginaire^ quoique la quantité réelle 2 6; ne soit que le coeffi-* 
cient de l'expression imaginaire que fournirait l'analyse^ en cherchant les points 
de la surface qui seraient situés sur la droile indéfinie OGO' {**). 

86. Lorsque les deux axes réels OA et OB sont égaux , l'hyperboloïde est cle 
révolution (n* 78), puisque alors l'ellipse génératrice A'B'D' devient un cercle; 
aussi , daus ce cas particulier, la surface pourrait être engendrée par la révolution 
dé rby peri)ole A' A" A ^mtour de 9on axe imaginaire OCO'. 

85i HYPERBOLOIDE a deux nappe» (fig. 36 > Sur les demi-axe» 0A= a, OC==:c, 
construisons encore une hyperbole, mais placée di9 mapjj^re qiie OG soit Taxe réel; 



(*) En exprimant par Tanalyse ce mode de gébérBtton, on obtient pour Inéquation 4e P e llî^ g o M e 

rilpportèàflesaxe», • 

X* y* z* 

Voyez VAnatyse appliquée à la géométrie des trois dimensionSf cbap. iX. 
(**) L'équation de Phyperbololde à une nappe, rapporté à ses axes, est 

5? "^ïî --?=•*• 
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paifv faisons vf^jm^f comiM précédemment, Tellipse A'Bi'D' : elle ei^gendrerK wk^ 
a^t^^e§|pçoe d'hyperbolQïd^ qui aura deu:& n£(ppe$ indéûuies, et séparées .l'un^ def 
Tanire par.un.ixiterval|a .ou il o'existera adcun point de la surface. En 'effet, entrer 
le&|M)îiilaCetF« la corde variable Â'D^ qui sert d'axe à Tellipse mobile, deviendra 
iiùagifiaire^ et il en sera néccssairemeut de. m^rae du second axe 0'B\ qui doit 
ooiuaerver avec le premier un rapport confitant : de sorte que la génératrice, se 
trouvant totatemant imaginaire dans cet intervalle, ne fournira aucun point réel 
de la surface. Gepeadaot, comme pour le point 0, on sait que le demi-axe (VA^ 

deviendra égal à OÂ. y/ — i , si Ton veut construire le coefficient réel de Tanlre axé^ 
qui est parerliement imaginaire, il faudra porter sur une perpendiculaire au plan 
AOC , une longueur OB telle que • , 

' 0'B'_ ÔB. y/— F _OB 

; ^ 0'A'--'OA.V=T~'OA^ 

b\ovb leg deux droites AD=:aa, B€==^6 seront ce qu'on nomme, les axé$ ima^ 
gmaireê de Thyperboloide à deux nappes, tandis que CF =.2c sera Vaxe réel (^}. 

9fi< Pour que cet byperbcJoïdevfùt de révolution^ il faudrait que les deux, axes 
imaginaires OA et OB devinssent égaux, puisque cette |)ypotbèse entraînerait la 
relation 0'A' = 0'B', qui change rellipse génératrice en un cercle. Alors la surface 
pourrait être engendrée par la révolution des deux branches CA'^ A" et FA'" de Thy- 
perbole primitive, ofifourcfe ^ait/7jE;6 r^/ COF, 

87. PARABOLOIDE elliptique. Maintenant, adoptons pour .directrice fixe une 
parabole W OA'' (fig. 37 ) ,. en falisant mouvoir perpendieuleireffleni àson axë OK- 
une ellipse A'B'D', dont le premier axe 0'A'=:a' soit Tordoonée variable de cette 
parabole, et dont le second Ô' 8'= ^ ait d'abord tine grandeur arbitraire, mais 
copserve toujours avec le preniier un rapport constant. Dans œ mouvement , TeU 
Ifpse mobile engendrera ut)e surface Composée d'ooewaleoappe indéfinie dans fl^ 
sens OX , et i]iii se nototne le pdmboldkle ttUpii^m.^toa ^a^ toul^ les «acIÂMS 
ptanes qu'on Jf peut tracer ne sont Jamais qoe ée^jmraboUs ou «des e//ijfi«eft (**)., .., 

88* Lorsque les deux axes de Tetlip^ ^nératriœ sontégaux, iaturfaoe devient 
d^e révolu(îon (n* 78), et alors elle pourrait étreoigandrée par le rnow^lMut de 
M parabole OA'A^ toumant'dcitôur de'OX. ' ^ ' r *.. . ... r, r , . ., 

^.PARABOLOIDE 4ïgperMique. Eufin^ tout eu gardant pour directrice la 

• lli H l»t f I I M l ' i H. I * x i , ..■.,. ■ . ■■■■ ■ ■ ■ .1 

n L'équation de lliyperboloîde à deux nappes, rapporté h ses axes, en prenant celui qui est rô^ 
pour Taxe des 2 « serait 

«* y* »• _ 

{**) L'équation de ce parabololde), rapporté à son sommet et à Taxe unique OX comme axe des W, est 
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^talk>»$ ir OA'' (/ï^. 3fi(), rei»plûçôBi Tellipse géwérMrfee^ (|«» Mm «Mii» emn 
|M({irà présent, par uite hyperbole J^H^, A'G[, <^mirttlle dans «û<pla«^ pw^Mëi^ 
OOlaîre à OX , et $ar deux ctomi-i»^ OW^ ô" Bf^ dotti le» rapport iwteya ooMUmt ^ 
étendis que le premier, qui est Vtne réel de celte hyp<irboie, devfemdrar^siieMMva^ 
titàttl éga\ aiilL dWerseô cmlotAéiès O'^ A^ O^A'^^^w^^ 4e teparaiioleifi&â;' L^ftctato 
ttrobifè, éi^ dé iftou^ciat aiffsi paYàllètetiiéfif è éHe-mème^^ déc&^îfb d'cA)0Ml.49iix 
tfôppesf 6Kiv(ârféd à droite et à gau<$tié , t/éfûféê0 par le .iFMie kilériew^ du eyttndm 
tf^âA'', eC^fiii's'étetidtddt itfâéfttiÉ^m, 6otÊiw^ MUe^paralMtei^daÉs le^aoDS O'JI. 
Jtlai» ai nous foÎ9ona< oKMivoir Fb^piarls^ sM^ito de (T vjers la peÎQi V« fioa ax* 
«M C^A' dîitoioileraf^ et d^vieiidr^ mA ea Q;, par coméqHent les deux uap pea 
dont nous venons de* parler s'y réuniront, et en .même teoipe rhjfpei^bole se ifé-^ 
duira, ponr cette position, k dieux droites indéfmie&JS^Oft, LO/, qui seront tout 
entières sur la surface , et paraltètes aux asymptote» de toutes les hyperboles pré- 
cédentes. 

Au^deasuf» du point O^ eo 0^ par exemple, rhyperbotegéaéralrioe pep«r&krav 
ttais dema une aituafiofi im^^evse H'^^B^^G'^, par rapporta se» asyaiptoteb. E» éSrtr 
le» aies^qtte noua a«reûa rept^éseMéagr^ftphiquement pdr OA^ et (y Â^ devaîèni^étre 
k > la* rigueur e^^prrméa» ^r 

donc, puisqu*en 0''^ Tordonnée de la parabole est imaginaire, et qu'ainsi le pre- 
mier axe de Thyperbiyte mobile dêviem a'^-^t^Q^^A'^^ ^ — i, ih fout htoa que \^ ae- 
ooDd axe^ po«f cMaerver àffw l'autre un» rapport censtant, prenner la forme 

quaatîlé nielle y refiréaeDiéeflat Ja figure par O'^^B'^^Ceaiiinoatre qu^aiv-deBMfihdeO, 
Vjk%A réel 0"^B'^ de rhypeobole.gépératrice se trouvera dirigé porpendieulaineraeiit 
au pJati èJ^Q^; et les deux braiiche» de celte courbe décriroot eacore deux napfis 
iadéfiniea, placées l*une en avant de ce plan, l'autre en arrière., mtaèsqiH» réMies 
sveo lea< précédentes par lie droites KO& » LOi, ne. préeanleroot'da^s lett0<eiu»sabfei 
qu'une seule surface non interrompue, dont lUdStoourbews^ seront diar^ene ojipeaé»» 
àpeuiprèaieoDMiiecela arrive dan» la goiig/e d'.uoe paulie* On aidooMârà lassutffcce 
qui BOUS occupe le nom de paraboloîde hyperbolique^ parce que Tanalyse apprend 
(|Qe toutes» les^seelÂons plaiies> q^ue Toii peut y traoer,! ne.swt jamaia que desf^iira* 
boles ou des hyperboles ^ parmi lesquelles il faut comprendre les^eae'par^ffhers^^è 
cette section se trouve une droite ieolée^ ou bien deux droites qui se coupent (*). 

tmm il Il Il .II» i »**iw— ^1 Il ■■ m < I ■■ ■■■ . * it I I. i ; I ■ ■ t .1 ■ ■ II» I ... , >ii., ■■■■<É^^.^— fc.^— 

(*) Pour bien lire la fig. 38, on devra se rappeler que nous la supposons tracée sur le plan ver- 
tloai ïy'OA," comme tableau de perspective; ainsi toutea les lignes ponctuées sont derrière ce plaik 



Digitized by VnOOQlC 



4lretda xé^^^M^^i» ; car^ dfa^às ce que noqs venons dd.4Â'e siir 1^ jQa^eicùs.geci- 
4iou«.f4«»68,.auciio^ 49 m» «pw*b^ b'^i jaiaai9ffarm^>>^|)«r ,c(h^ pe pqji4 
4lri9 cîfaiiJiairer . ^ , ^ . 

(M» .JU imaMère 4wli a9W venons d'indi^qu^ l«iJpraMAîai». (iij^R^i^o^ 
perboliqn» offre» à la vérité, nw «o^te 4e di^aontwmté grapbiqiie,).pw9f£i^ 99^ 
.(fes^ps du fQint.O, la .parabole qui servait 4e dji^ectfioe devient imaginaire; iiiMW^ 
90«n«^ l'w%se ex|4iqiae ajs^ent. celte dUSicialt^, npJMg ayons pr^r^ con&^v^ 
^«QQd^ 4e génération, parce qp'il présente piu^. d^an^logle av^o jea sqrfac^ pré^ 
i3éfi|ente6, juâtifie mieux 1^ 4énoQÛnaliofis impoiées aux deux parabolaïdes^.^ 
j«9pif€sle.dair^g2i9at re;^i$tence4es deux droites Oli et OK aijkiées B^r le ^ondi. 
I^éaiiw>ina n(Mip qiurons encore un aak^ 0u>de 4e ^néi:iqiMi>p , toat À fait ^0f)tip^^ 
et commun à ces deux paraboloïdes. 

Sur Je même, axe OX (^fi^ .37 ) , et dans des plw3; perppn4ip«lairqs ,.QQ»8tç«i8€z 
djwX'paraboJes A'^'OOf et B''- OE'" qui aient le niêmte spmnvçt,.des.para«i^res quel- 
conques , et leurs ûojucavités tournées dans le mé^mis.sens; pixi^ faites gli^er Tgne 
4^s4enxpaxallèicmept àeUe^même (n* 73), saps aUérer ^a fomp^^ mais de wanji^ii9 
qne son sommet reste constamment sur T^intre juarabolo! fixe : vpus obii^ndre;? 
ain^i le pavaboloïde ellipliqji^. , . : , 

Prenez deux parabofes A"OP'', B"'pE'" Ifig. 33) consjtrnites cpmme çi-dess.uj?., 
jwais ayant leurs çOAcavilés tournées en.se^is contraire j puisfaite?? encorp glisser, 
jjaraUèlement à elle-mêipe, ]a courbé A"OD^' constante de forme,. ;et dé ffpnièrp 
que son sommet parcoure l'autre parabole fixe : voms produirez laipsi ïe parabolçïtfjs 
hyperbolique (voyez Analyse appliquée^ chap. VIÎI). 

92* Pour compléter la connaissance des lieux géométriques employés le plus 
fréquemment, il nous resterait à parler^ ship^ces développables et des sur- 
faces gauches ; mais, outre que les propriétés caractéristiques de ces deux classes 
de surfaces ne peuvent être bien nettement comprifees'^ qu'après avoir vu les plans 
tMiswCB, il nous moi^lequ'il vaitt mieux laisser ((tu l^ateur le Hfimfê de^seJiKni- 
\^tmr ftvee lâs^eo^emyles 4^46s jusqu'iei, pat" de^ ;d|)pliealti0nsoAa(nbreqsfi9 ^ d^ 
oM^trMlMtos variées; et plus tar4i now Q#fi»iaii?oaperoM spéoiiilevtôniCd/eiQOs 4awl 

"03» Revenons noaÎQtftnaniL'à J4 quasiioû indÂqtfée n'IiV., ei.\VH ava^t ponrAwit 

Api^d^ toirt,OMnmd'il est asseB^MSûile^edoiiner une idéa «ètte <le tft fbrine de. oe parat^oMTé^ p^r 
un dessin en perspective, on fera bien de consul^ wjjjJaWe ^n v^ei^^à^j^t^ a9#ï3U:ï*f^ ftW- 
laent ap moyen 4e^imp.lefi.fll3 tendus ^cm ligne drplte suivit une oeïiaîjfïe loU vojf^z le^/i- ^S^, »M 
et la lig. 130. Quant à Téquation du paraboloïde hyperbolique, rapporté au sommet'O pour origine 

d«cooKionnées,eti Taxe OXoottme axe des a?;'elieesil ' ' 

■ \ ^ -î^ -t»_-^ ■ ^''■' • • '• ■- ■ '' ■■• •■ \ '- 
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de tronvçr un mode de rqirésenter graphiquement une aifrface. Or, puisque, d-aprés 
ta dc^fiailioD générale donnée au n* 70, une telle grancleur est tmijours produite 
par le mouvement d^une certaine ligne , if snffîra , pour atteindre le but proposé, cle 
marquer sur les plans de projeciion diverses positions de ta génératrice, assez nom-- 
Preuves et assez rapprochées pour que ce système de courbes puisse peindre aux yeux 
:1a continmté de Ici surface y sq, courbure , ainsi que C étendue de ses nappes. D'ailleurs, 
parmi les génératrices de différente espèce qu'admet toujours une même surface, 
on devra préférer celle qui, par sa simplicité ou sa régularité, est la plus propre 
à faire image; et quelquefois, pour mieux atteindre ce but, on tracera en même 
temps deux systèmes de génératrices, tels que sçraieht les méridiens et les paral- 
lèles dans les surfaces de révolution. C'est effectivement par des moyens semblables 
que noHS avons déjà figuré, sur nos dessins en perspective, les diverses surfaces 
dont nous avons parlé dans ce chapitre. 

9!i. En outre . il est aussi très-utile de marquer les traces de la surface , c'estnà- 
dire ses mterseciions avec les plans de projection , ams'i que les contours en dedans 
ou au dehors desquels se trouveraient projetés tous les points de celte surface, 
lorsque du moins il cxisie dépareilles limites; car ces contours sont des espèceade 
profils, qui accusent d'une manière soiWent très-sensible les formes des objets : 
mais, .pour apprendre è déterpiiner exactement ces contours, il faut que nous 
ayons parlé des ^)anô tangents* Observons toutefois que, quand la forme de la sur- 
face noué sera bien connue d'avance, nous pourrons nous borner, pour simplifier 
nos dessins, ^ employer seulement quelques-uns des moyens de description dbnt 
nous venons de donner le détail. 



chapituï: n. 

. V» CUqS.TAmfiNTS BW Qi^É^M, . 

•~* %b. " Un pfeiti est-dHremypnf -à nrmimrfece dans^ tin point donné j-hrsqu'HeenAeàt 
tes ian^les à toutes l^s courbes que l'ont iraeemii surcetèe sMrface par le poini en ques- 
ilok; niais il est* néccifmire de démontrer qu^il exifete, en général, à «haqwe point 
d'une surface, un plan qui jouit de cette propriété, car on nfe voit pas à priori poér- 
qùoi ces diverses tangentes ne fornieraient pas un cône, ainsi que cela arrive eÇjéc- 
4ivenien4dans oertamB points «t/i^/îer«« Nous allons dono proover que iroiscaurt^ 
quelconques y tracées sur une surface à partir (tun point donnée onv toujours leurs^ îrms 
tangvrttes situées dans un seul et mente plan. 

Soit ÙMg (Jg. 3i) la forme et la position de la génératrice ( n* 70) lorsqu'ejle 
passe par le point donné M : soit DMe/ une courbe tracée snr \a surface ^ et sur 
laquelle devra glisser constamment la génératrice, lorsque, dans son mouvement, 
elle décrira ce lieu géométrique : soit enfin MX une troisième courbe quelconque j 
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traoéç arbitrairement sar la même surface. Si nous transportons la génératrice 
dans une autre position G'M'jr', elle ne manquera pas de rencontrer la courbe MX 
çn un certain pçiht P', pourvu qiie le point M' soit pris assez voisin de M sur la 
directrice t)Mrf. Alors, en joignant les points M, M', P' par des droites indéfinies, 
ces trois lignes seront des sécantes par rapport aux courbes MD,MX, G^g^j et elles 
seront évidemment tontes trois dans un même plan. Maintenant, liaisons mouvoir 
la génératrice G'^' sur MD, en la rapprochant de sa situation primitive G g j mais en 
observant toujours la loi qui règle la variation de forme et de position de cette 
courbe dans la surface que Ton considère : puis, imaginons que le plan des trois 
sécantes tourne autour du point M, de manière qu'il passe, en même temps que la 
génératrice, par les points M^ et P'^ M''" et F'^..!, où elle coupera successivement 
lès courbes MD et MX; par là ce plan mobile renfermera constamment les trois sécantes 
variables. Or, quand la génératrice sera revenue à la position GM^, le point M', mo- 
bile sur MD , sera confondu avec M : mais au même instant le point F de la courbe 
MX aura dû évidemment se réunir avec le point M; et, par une suite nécessaire, 
sur la courbe variable Cj' les points P' et M' seront aussi confondus. Donc alors 
les trois sécantes mobiles seront devenues respectivement tangentes aux courbés 
MD, MX, MG; et si Ton se rappelle que ces trois sécantes étaient, pour chaque 
position de la génératrice, toujours situées dans un même plan, on en concluk*a 
que, quand ell^s sont devenues lies làngentés MT;MT',MT", elles se trouvent 
encore dans un plan uniqiie, qui n^ést âtitre chose que la Umite des positions 
qu'avait prises successivement le plan mobile des trois sécantes (*). 

D'aîlïeurs, comme la courbe MX avait, dans ce qui précècïe', û de position arbi- 
traire sur la surface, il s'ensuit que le plan mené parlés tangentes des^ deux Ngnes 
MG et MD renfermera la tangente de totrte antre courbe qui passerait en M ; ainsi 
ee plan TMT se trouvera bic^^ tauffent à lasurf^c^^ d'aprè» la définition que nous 
avons donnée au commencenieiit dé cet artiblé.' * 

96. Lorsqu'une surfâea <p»6se&le^ deox tni phMeura nappes qui.se coupent, 

■»<■ *■■■■ I f<i i M J < t«»«f. rm »«»t U ^»«» f « I f I» «T...» " > « f t* >» » < ■ »■■■ m I . Il I III f « ' Il • 

T)^ Jo ferai observer que ce Aéorènie (dômonipé tXnsl dès 1S17; dids siè^Ie^^eMà Ttpolè Pôly- 
technique} me ferait. inclispevea^le ^ijétabUrpcmir jiODiroir» <)aos'i«i«9He» emprudlerÀ lu ijdôtb^e 
k^M^nude les coimd^rationa abrégées et si uUIes ausqueU^ nous aiiro]i3 nous-oQèmes rçp^urs 
bientôt (n" 158). En effet, ce n'est qu'après avoir prouvé rigoureusement que toutes les tangentes, 
en un même point d*nne surfece, se trouveoft dans un plan unique, qu'il est permis de regarder la 
adriioe comme couposée d'éWmetiis superfoiâki qui soient fdans^ paroequ\don Us smUrisraiés par. 
les éléaieats linéaires communsaux. courbes da ia surface. et. 4 leuiT» taogentea. Quaptà. la détmops- 
tration précédente, on a objecté qu'ici la droite M'P' est bien, par rapport à la courbe C,'g\ une 
sécante dont les pointe de section vont se réunir ; mais que, dans I^inteirvalle, la i!gno ^'g' ne restera 
^eonstàntede forme, et qu'ofdlaafremênt' bette condUcion est admise quand on d^H la tafigente 
eoiMie laiimite d^une-aécamte^ Aïoela» U suiatfée ré|K)adre que iri, dai}S'la.géométrle<plaae, on admet 
cette permanence de forme, ee n'est que tacitement et parce qu'on ne s'y occupe guère que de courbes 
invariablement données; mais si, .sans sortir d'un plan, on traçait un cercle qui coup&t une droite, 



Digitized by VnOOÇlC 



50/. LIVIUB lU*^^ ll£ft HUVÀaE& KT DH FLANS TMfGfiNW. 

cdrttOie iiidcriveraôl dan&im icÔAe dont la bsiâe «errait one'codrbeàmœttd , les points? 
de4*iiitei^s60lion deœS'deux imppesseiDiiDtoit d'abord offrir nneexceplion à I6 pro** 
priétédoût jouît Je piaR lao^ift en générât; mais on reooGiiuiiitra que oefite circon*^ 
stance renlre dans les cas ordioaires, ^ l'on o4)serve que lotîtes lés tangefales en on 
méffiDB tpoittt «de rinlenseaticm doivent être «distribuées sor-les deint nappes^ ixmime 
elle» le aéraient ânr deux siirràces indépendantes qui viendraimt se cooper en cet 
QBdpott^ et dont chacune aaraitson plam tangmt distinct du plan tangent de i'autre. 

)97i. Cependant il «e refiocMitre qneiqnefbis de véritabled exceptions à ta pftH . 
priété dut plan langent; mais* oda «e peut arriver que dans des pUnts êinguliets der 
la sunfoee, pour lesquelsikt ^éaénatrice ou la directrice, Tensni à se réduire à ub- 
peint «nique, $i admeUent ^9 de tangente. Par exenople, ait somfliet d^un cène, les 
diverses airèbes qui \s'y couf^ent sont des lignes droites situées sur la ftUrfaoe, elqni' 
s<H>l> cliesmDÔineB.leair& pnapres tangentes; cependant nés droites se trouvent deu^c à 
deux tkosdes ptans" évidemment disiiacts. Le sommet d'un cône est donc un point 
singulier de cette sui^faee poar lequel 7/ n^xisiepas de plan tangent. Mais si Ton re- 
marque que )a génératrice paraUèie à la base du cône (n* 72) se resserre de plus- 
en plus. en s'approchant du sommet, et fifiit, en y arrivant, par se réduire à un 
point lequel n'admet plus, à proprement parler, de tangente, on sentira corâmeilt 
la démonstration générale du n"" 95 cesse d*étre applicable à ce cas particulier. 
]j«a même cause d'exoeption se rencontrerait si Ton partait de la définition donnée 
v^'lk pour les eurfaces OiMiiqueB, panée qu'alors une des* directrices de la droite 
mobile serait le point unique, no«ntné 9Mim^ dn cône, et quHme telle directrice 
n^eet pius susceptible d'avoir une tangente. 

Iilne ciroonatance analogue se présente dans les surfaces de révolution , dont la 
méridienne c<!>iftpe l!axe sous un angte obtus ou ot^ie, ou .même nul : au point d'untf 
telle surface quirdstfiiiaéfcrr Taxe de révolution, H nya plus de plan taiigent^eL]» 
tangentes aux diverses positions du néridiea forment, a<i contraire ^ un cane droit. 
Cteat ce^u'on PCCCMiiialéra enfaiaaBi boiirBer un cercle autour d'uae de ses cosdes. 



^«Is^uJonitt déeiQtm&ie raTnvjusqti'à'ee <|iie les desx point» ide^oetion vtosseat à«e réiaiîr^ il n'y 
««rait |ms de doute •qaHdorsae cercle variubte ne fût ttevenu tangent à la droite. Ainsi hi pemianeoiia 
de'fonne n'est paB.dn tout tnécessBire, et vidukrir Texlger, ce serait reetreindre^pratiiitetnent letsaraB^ 
tèM géototi deifl tongeate à «ne ooiirt>e. if faut donc définir celle-d comme la litni0& destpodtloi» 
(faeifirettd une aôcairtQ dont.deux points de section se soQt'Pappr«tchés indéfisinient, poiir««<qu8rca8 
pointaiairieDtsitnéB sarlamèoie liranoiie de la courbe >6t que eette dernière n'ait varié de fiovouiet 
éefiosfUon que d^iqprèa wne ioi continue; or c^est Inen là eequl arrive ici pour 'la oaarbe Q'^, put»- 
^«nrla vurfaoe est eUe-mème supposée ocotitiua 

Jijaiitoas enfin qu'il iSaiulm de môme rogarder oomme tass^inlM Vqm à Tautre deux eonrbesfqoel^ 
conques qoi , ayrés avoir été «éoanteSf so'senaat modifiées de paiitlon ou de Jbrme, <â après imeM^ 
oontfmie, Jnsqa*à faire coïncider enseiable ébmxaéB lears feiota^e •sectiOB ; car il est évidènticpiafoes 
deux courbes auroat acquis ufie tâmgumte commune^ qui sera la limite des posMam de ht droite 
mobile passant par les deax psinte oomnunB aux coaii)eB sécantes. 
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98. Il est très-imporiant d'observer qae la dé&nitioD du plan tangent donnée 
D^ 96 n'exige pas du tout que ce plan, n'ait qu'un seul pmni de comwun ayeo la sur^ 
face. Cela arrive, il est vrai, dans les surfaces entièreineiit convexes; mais, dans 
d'autres cas, le plan tangent peut rencontrer la surface en divers points ^ et môaie 
la couper suivant uae courbe qui passe par le point de contact, comme nous en 
verrons des e&einples dans le éore (n° 138} et dans les surfaces gauches. Cette 
«cirûooataD€e a'empêchera pas que ce plan ne renferme Les tangente à toutes les 
«coudre» trafiées sur la surface par le point en question , et par conséquent il Irâ- 
^^ra néellemeol la surface en cet endroit ; tandis que dans tes autres points qu'il 
aura de communs avec elle , il sera généralement sécant. 

99. Il existe néanmoins certains genres de surfaces où le plan qui est tangent 
dans Utt point, se trouve nécessairement tangent tout le long d'une droise. Considé- 
droDSy en eifet, le cylindre ABC (fig. 32) à base quelconque; sî, par la géoératcioe 
;ÂB et la tangente BX à la base* on mène un plan, je dis que non-seulement ce pbm 
contiendra les tangentes aux diverses courbes que l'on voudra tracer sur la sur* 
face par le point B(ce qui résulterait déjà du théorème déoDontré tf 95)^ laais 
qu'il renfermera aqssi les taugentiôs à touties les autres courbes q«e roa> tracerait 
aur le cylindre, par les divers points de la génératiice AB; et pour justiier cette 
assertion , il suffira .de faire voir que le plan ABT reafenne la tangente MY à la 
<20urbâ quelconque MX. Or, si par AB et nu point D voisin défi, >e mène le plan 
ABU, il coupera évideoiment le cylindresuivant une droite DE parallèle à AB, et 
la courbe MX en un point. G situé suc DE ; de ^orte que ce. jiiJâB coatiendra les da.is: 
sécantes BDR et MGS. Maintenant, faisons-le tourner autour de AB de manière 
que le point D se rapproche de B; les points de section D.etG vont changer mr 
les courbes, mais ils se trouveront toujours ensemble sur une droite mobile, c©»- 
^t»fnmentpap(iUète à AB; donc^ quajad Tua de œs points Daera confondu avec B , 
avi même instant Tautre poiaJî 6 coïncidera avec M^ c'est*àHiire que, quand le 
plan mobile aura pris la position ABT^ la sécante variable MGS,. toujours sitaée 
dans ce plan , sera devenue la tangente M V. Ainai cette dernière droite est renfermée 
dans le plan ABT, 

Coacluons.de là que, torsqu/um plan tcmbeu» ^Imdreen un point queltonque, il est 
nécessairemêai tangent tout le long de ta génératrice recliligne qui passe par le point de 
mniuet. 

iOO. Dans les surfaces coniques, le plan tangent jouit aussi de cette propriété, 
et eUe se démontrera d'une manière analogue, en observant qu'alors les points de 
section D et G sont siriués constamment sur une même droite variable , mais qui 
rencontre toujours AB au aeiamet (jLu QÔne. Ën&o , noua verrons plna loin qoe ceMe 
nkème-propiiiétésiibsiste également dans une classe de surfaces nommées déwl^p- 
fables, et dont les cylindres et les cônes ne sont que des gem^ea particuliers, 

toi, Toutefois ce serait uneecreur de croise ^ue ce contact du. plan tau^^nt, 
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tout Ib long d*uné' dioîtc , tiënf à cc^quô'lôs surfaces dont nous venons de parler 
admettent des génératrices reolilignes; car nous rencontret-onsbienlôtâes surfaces 
engendrées aussi par une droite, et nommées gauches^ dans teisqueUes le plan tmi- 
gent ne satisfait aux conditions du véritable contact que pour un 9eul pomr, qpuoi* 
qu'il contienne toute une droite de la surface [voyez n" lft2 et idfk)* 

102. Le théorème démontré n" 99 otfre une conséquence importante que nous 
aurons souvent besoin d'invoquer par la suite : c'est que, quand on projeiie sur un 
plan une courbe MX el sa iangenteWf [fig. 32), tes projections de ces deux lignes sont 
elles-mêmes tangentes Vune à C autre. En effet, pour projeter la courbe MX , il faudra 
(n"" k) imaginer un cylindre MBCX passant par celle ligne et perpendiculaire au 
plan donné, qu'il coupera suivant une courbe BC qui sera la projeclion de MX. 
Ensuite, pour projeter la droite MV, il faudra mener le plan VMB, lequel étant 
évidemment to/irjre/ji au cylindre en M, devra l'être aussi (n* 99) en B; et par 
conséquent il renfermera là tangente. BT de la base BC. Donc cette tangente se 
trouvera l'intersection du plan projetant avec le plan de celte base, et eRe sera 
ainsi la pfro|eclion de MV. 

La même conséquence subsisterait encore, si l'on projetait la courbe et sa tan- 
gente par des droites obliques' au plan donné, mais toujours parallèles entre elles. 

103^.^ En tés^nMrnt ce qui a été dit sur les plans tangents, on doit en conclure 
que^ pour construire le plan qui touche ime surface quelconque dans \in point 
donné, il suffira dorénavant de chercher tes tangentes à deux courbes tracées sur la 
sirrface par le point dont il s -agit, en préférant dans chaque exemple celtes qui 
offriront plus de facilité; puis, de faire passer un plan par ces deux tangentes, ce 
qu'on exécutera comine au tf 22. Nous donnerons bientôt divers eiemples de ces 
oonsitruotions. 

' Lorsque V parle point donné, il passera une droite située tout entière sur la sur- 
face ^ ts^W/à droite sera elle-nfème sa propre tangente; dès lors elle devra se trouver 
contenue dans le plan tangent, et pourra être employée à construire ce plan; mais 
il ne faudra pas en conclure toujours que ce plan touche la surface tout le long de 
cette droite (n* toi). 

lOft. La normale k une surface est la droite perpendiculaire au plan tangent, et 
menée par le point de contact de ce plan. Cette normale se construira donc aisé- 
ment (n"" 33) , quand on aura déterminé les traces du plan qui touche la surface au 
point en question. 

105. Contour apparent d*un corps : on appelle ainsi la Rgne qui , sur la surface 
du corps, sépare les parties visibles pour l'observateur d'avec celles qu'il ne peut 
apercevoir. Soît donc G (fig. 33) la position qu'occupe l'œil du spectateur : imagi- 
nons tous les plans qu'il est possible de mener par ce point tangentiellement à la 
surface proposée; ils toucheront celle-^ci suivant des points Â, B, C,..., qui forme- 
ront urie eourbeà laquelle aboutiront tous ies rayons visuels OA, OB, 0G,«.«, tan- 
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.^Qte à: ia sur feice; ainsi. qeltâ Ijgn^ ABCO seraja liqiile de la pprlion quQ peut aper- 
cevoir robservateiir pliicé ^q 0. Maiç ce contour apparent changerait de formQ.et 
de portion ai le point de vujeee. déplaçait : que celui-ci soit transporté en (V/ par 
exemple, et. le contour apparent deviendra A'B'C'D'. Il faudrait donc assigner, 
dans chaque cas, la positipin du point de vue; puis déterminer en conséquence la 
contour apparent ^ .ce qai donnerait lieu à des opérations graphiques que nous 
apprendroBS, il est vrai ^ à ai&écuter dans la, perspective, mais qui compliqueraient 
iaulîlement ici nos desaias. Au lien que si .nous coaservons Thypothèse déjà admise 
u"" 16 , et d'après laquelle kppint de vue^ dans toute projection horizontale^ est censé à 
une distance irtpnie sur la verticale OCK passant par un quelconque des points de 
Tobjet,. alors les. plans tan^nts dont les points de contact avec la surface faisaient 
connaître la courbe ABC,..,, deviendront ious verticaux ^ et leur déternaination sera 
plus facile; ou plutôt , elle s'effectuera ordinairement d'une manière très-simple, 
comme noua le reoonaaHrpns dans les épures suivantes. . , 

106, Il résulte de là quQ le contour apparent d'une surface projetée snr le plan ho- 
rizontal s^obtient en cherchant les points de contact de tous, les ptaps tangents qt^i sont 

VJERXICAUX. 

Quanta la projection verticale de celte même surface, elle a son point de vue 
particulier, qui est c^nsé (n'* 16) à une disiance infinie sur me perpendiculaire au 
pian vertical; d'où il suit que le contour apparent, relatif à oeUe projection é ne sera 
pas le même que pour le plaA.biorÂ;;:onta), mais il s'obtiendra en cherchant les points 
de contact de ta surface avec tous les plans tangents qui sont PERPEft^icuLAiREs au plan 

VEHTIGAL* 

t07. Nou& pouvons maintenant compléter les règles que nous avons indiquées 
n" 15 et 16, pour la ponctuation des lignes principales. Car il suit de ce qui pré- 
cède que les lignes ou portions de lignes qui, sur une surface quelconque , se trou- 
veront au-dessus du contour apparent relatif à la projection horizontale, seront seules 
visibles sur celte 'projection; et quant au plan vertical, les seules parties visibles se- 
ront celles qui se trouveront en auant du contour apparent relatif à ce dernier plan. 
Mais on ne devra pas oublier qu'une même ligne pourra être visible dans une des 
projections et invisible dans l'autre, puisque le point de vue est diflKérent pour les 
deux cas : de sorte qu'il faudra, sur chaque plan, employer avec discernement les 
deux modes de ponctuation que nous avons assignés pour les lignes principales^ en 
se rappelant toujours que les distinctions précédentes ne s'appliquent pas aux 
lignes auxiliaires (n*15, 2"). 

108. En outre, toutes les fois que dans u^e épure il entrera un plan indéfini ^ 
langent ou sécant, nous ne le regarderons pos comme existant réellement y mais nous 
supposerons qu'on a voulu seulement donner ou .trouver ses traces. Car, autrement, 
ce plan cacherait presque toujours une grande partie o.u )a totalité de la ^i^rface , 
ce qui aurait ie grava iaeouvénient de ne plus laisser distÎQgoer sur cette surface, 
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objet principal d^ Tépure, les parties supérieures oa antérieures d'avec les parties 
opposées : de sorte que la forme des objets serait moins nettement accasée par le 
dessin graphique. Cette restriction devra donc toujours être sous-entendoe doré- 
navant, sans que nous ayons besoin de la rappeler chaque fois; mais elle ne s'ap- 
plique pas à un plan limité, tel qu'une face de polyèdre. 



CHAPÎTRE III. 

DBS PLAISS TAKGENTS AUX CYLINDRES ET AUX GONBS.. 

109. Par un point donné sur la surface (Cun cylindre quelconque j oh propose ée lui 
mener un plan tangent. 

Soit AECG {fig. 39) la directrice du cylindre, que nous supposons située dans le 
plan horizontal, et quoique cette ligne se trouve ici un cercle, la métbode'sera 
générale et applicable à toute autre courbe ; soit aussi {aby h!b') la droite à laquelle 
la génératrice rectiligne doit rester constamment parallèle, en glissant snr AECG. 
Nous commencerons par déterminer le contour apparent de la surface qui, sur le 
plan horizontal, sera donné (ri* 106) par les points de contact de tous les plans 
tangents verticaux. Or chaque plan de ce genre renfermera une arête (*) du cylin- 
dre, et aura pour trace horizontale la projection même de cette droite, c'est-à- 
dire une parallèle à oA; de plus, ce plan touchera le cylindre tout le long de cette 
génératrice (n* 99) , et par conséquent sa trace devra être tangente à la base AECG. 
Donc, si l'on mène à cette courbe les tangentes AB et CD parallèles à «6, ce seront 
les traces de deux plans tangents verticaux qui toucheront le cylindre suivant les 
g^ératrices projetées horizontalement sur AB et CD; et conséquemment les pro- 
jections verticales de ces génératrices seront les droites A'B' et CD' menées paral- 
lèlement à a!b'. Ainsi, les deux lignes (AB, A'B')et(CD, C'iy) forgieront le contour 
apparent du cylindre sur le plan horizontal; et toute arête de cette surface qui sei'a 
au-dessous de ces droites, c'est-à-dire qui aboutira sur le demi-cercle AGC, sera 
invisible en projection horizontale. 

Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera fourni (n* 106) par le& 
plans tangents qui seront perpendiculaires à ce plan de projection; leurs traces 

(♦) Quelquefois, pour simplifier le langage, nous appellerons arêtes d'un cylindre ou d'un cône, 
les diverses positions de la génératrice rectiligne; mais il ne faut jamais donner à ces droites le nom 
d'ééémenis, car les éléments d'une gratideur doivent toujours être homogèoes avec elle : ainsi lesélé- 
ments d*aiie surface sont d'autres petites surfaces dont la somma compose la surface en question. 
D'ailleurs, nous aurons besoin plus tard (n** 159) d'employer ce mot ô^élément dans sa véritable 
acception, et alors il résulterait de ce double sens une confusion d'idées très-nuisible dans la théorie 
ded surfM^es gauches. Nous empMerons aussf (Quelquefois le nom ùe base pour désigner là directrice 
d*nn cyUodre ou. d'un oùoei aurtcmt quand cette courbe «e trourera-siiuée dans le plaa horkontal. 
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hbmcmtales devront donc être perpendiculaires à ta iigne <k ' terne ^ et- comme oi* 
dessus tangentes à la base AEG6 ; par conséquent ces traces seront ËB^ iBt GG'. Bih 
suite, comme ces plans toucheront nécessairententle cylindre scnviant' les géHéra«- 
trices qui aboutissent aux points de contact E et 6, et qui sont éviddmiipeDt projetées 
sur (EF, E'F') et (GH, G^H'), il s'ensuit que ces deux géBératrieescformenniit le 
contour apparent de la surface sur le plan vertical; de sorte i|ue! ton te arête qui 
se trouvera en arrière de ces droites, on qui aboutira sur leéemi-eéreleiHlG, 
sera invisible en projection vertîoale. 

liOv Maintenant, résolvons le problème proposé, en supposant qne M soft la 
projection horizontale du point donné; et puisqu'il doit être sur la Burfece, il m 
faudra pas choisir arbitrairement la seconde projection de ce point, car cëlle-ci va 
résulter de la première. En effet, par le point en question sur le cylindre, il passe 
nécessairement une génératrice qui sera projetée horizontalement suivant ML paral- 
lèle à n^; or ML allanè rencontrer la base du cylindre €flD L, ce peint driit èlre la 
trtfce horizontale de cette génératrice, dont la projection verticale sera -par consé* 
qtient L'K' parallèle à a^b* ; ainsi , e'est snr cette droite UK' qn'il faut rapporter te 
point M par nue perpendicolaire à la ligne de -terre ^ pour obteur la seconde pno* 
jeetion M' du point assigné 9ur le oylindra 

Cependant il existe ici une autre solution ; car Ta droite ML allant couper la base 
en deux points L et V, on peut dire que Y est la trace d'une arutre anèleipri»|ntée 
également sur MV, aa»» dont la projection verticale isera V'K'^; do^sarte que ei Tdn 
rapporte le point M sur cette dernière droite en M'^ il y auta sur le .cylindre un 
seoùnd point (M, W) qui sera, comme le premier (M, M'), projeté horizoatale- 
ment en M, 

lit. Cela posé, construisons le plan tangent pour le point (M, M!^ (fig^ âg). 
€e plan renferatera la génératrice ( ML., M'L'), et par cohséqoent sa trabe passera: 
par le pied L de eelte droite; puis, comme il doltitoncher le cylindre tout le kiïig 
de cette génératrice (n*99),il contiendra nécessairement la tangente de la h^m 
au point L, c'eBt4»-dire la ligne LQ, qui sera précisément k trace. borizouiale dm 
plan demandé. Pour obtenir Taulre trace, on cherohena île pùisA E! où. la droite 
(ML, H^L^) conlenne dans ee plan , va p^&roer le plan ^erticai., et QK' sera^ta traee 
verticale du plan tangent. Mais^s'il arrive, comme dans notre épure, que la trace R(^ 
aine jcouper la ligne de terre. à une distance trop eonsidénable , 'On imaginera ipiar 
te point (M,,iM' ) , nM droite aiu^ïifîntre qui soit parallèle àia tfiae& boriBoatal6fijQ> 
^tdont les faegBckions seront évidemxnent MX parallèle à QL,.et M'X^^iparaHèle à 
la ligne détenue; puis, en constriâsant le. peint X' oa cette an^iKaire va f^raer te 
^n vertical, œ point devra appartenir. enQor« .à latr^a<^ viertjcaltetluypten.aiogeotv 
laqueUe sera X'iK^.Dans tons tes cas, ce moyen est bon à employer coitone véri- 
fication. 

Qnautaâ (rfan tangent relatif aa.point (M, W)^ on obs&rvera que te f^énér^ice 
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de contact est ici projetée 8or MV, M'' V^; donc , en menant par le pied V de cette 
droite une tangente YS à la base du cylindre , ce sera la trace horizontale de ce 
nouveau plan tangent. La trace verticale 'SK^' se déterminera, comme ci-dessus, en 
cherchant le point K^' où la génératrice de contact va percer le plan vertical; ou bien, 
on aura recours encore à Thorizontale (MY, M'' Y'), qui fournira uo troisième 
point Y' de cette trace. 

112. Observons d'ailleurs que les deux plans tangents PQR-.et PSR', que nous 
venons de construire, renferment deux génératrices du cylindre qui sont parallèles 
entre elles; donc ces plans ne pourront se couper que suivant une droite parallèle 
à ces génératrices. Par /conséquent , si Ton construit comme au n"" 27 Tintersec* 
tion (PB, P^R') de ces deux plans, cette droite devra se trouver exactement parai* 
lèle à (abj a'b'), ce qui fournira une nouvelle vérification des opérations graphiques 
antérieures. 

ti3. D'après les motifs exposés n* i08, nous nous sommes proposé, dans Té- 
pure actuelle, de construire seulement les traces des plans tangents , sans regarder 
ceux-ci comme réellement existants ; mais, puisque ces traces subsistent, il faudra 
ponctuer les parties de ces lignes qui se trouvent cachées par la projection du 
cylindre sur le planliorizootal et sur le |)lan vertical. Quant aux diverses arêtes du 
cylindre, nous aurions pu pointitter celles d'entre elles qui nous avaient servi de 
lignes auxUiaires pour arriver aux plans tangents; mnis nous avons préféré de re- 
garder toutes ces droites comme autant de génératrices réellement existantes, et dont 
Tensemble accuse mieux la forme de la surface; dès lors elles ont dà être marquées 
par un trait plein ou ponctué ^ selon qu'elles étaient visibles ou invisibles; distinc- 
tion qui s* effectuera d'après les règles énoncées aux n"** 107 et 109. 

ftl{|. Si Ton veut' construire la courbe suivant laquelle le cylindre va pénétrer le 
plan vertical , il suffira de chercher les traces de diverses génératrices de cette 
surfecë, et Ton obtiendra ainsi la ligne FK'D'H'K^'B' qui, dans Texemple actuel, 
sera une ellipse ; elle devra toucher aux points K', K'Vtes traces des deux plans 
tangents, pirtsque ceux-ci renferment (n"" 99) les tangentes à tontes les courbes 
situées sur le eylindrp, et menées par les divers points de leur arété de contact. 
Pour obtenir les points le plus haut elle plus bas de la courbe F'K'D'H'..., il suffira 
de construire les deux génératrices qui répondent aux points de la base T et i dans 
lesquels la tangente est paraUêle à la ligne de terre. Car, pour chacune de ces géné- 
ratrices, par exemple (TU, T'U'), le plan tangent correspondant coupera le plan 
vetiioal' suivant une droite nécessairement parallèle à cette ligne de terre, et con- 
sëquémment Konzoélale ; d-ailleur^s cette intersection devant toucher évidemment 
lircourbe F'K'iyH'..., il s'ensuit que le point U' est bien celui où la tangente est 
horizofitùle. Observons, en outre, que cette conséquence est vraie pour un.cylindre 
quelconque, quand^méme sa base serait toute autre courbe qu'un cercle. - f 
. 115. Cas oii tatHreettice eêé une cowbe donnée dan» i'espaeey et définie par ses 
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dMx projectîoiis que nous désigoeronspak* a; et a/^ saoB tracer la figore. Ponr ré* 
soadre le problème directement, on pourrait ^ comme au d"" iiO, mener par le 
point M, et parallèlen^Dt kaby une droite qui rencontrerait la courbe x en ua 
point L; puis, en projetant sur a/ ce point L en L\ on tirerait par ce dernier une 
parallèle à al/ y sur laquelle on projetterait le.poiatM en^M^ ce qui achèverait la 
détermination du point de contact. Ensuite, on construirait la tangente de la di« 
rectoice pour le point (L» U), eiTon ferait passer le pian tangelit par cette tangente 
et par la génératrice (LM, VM!). Mais il est ordinairement plus simple de mener 
par divers points de I9 directrice (x, â;') des parallèles à la droite (06, a!b'); et en 
cherchant Jes traces horisontales de toutes ces généra trice^, on obtient des pointa 
assez rapprochés pour pouvoir être réunis par un iraUeontimif ce qui fournit la base 
A^LG du cylindre sur le plan horizontal, et nous ramène aux données de layî$r« 39. 

fll6* Mener un plan tangent à un cylindre par un point donné hors de cette surface^ 

Conservons pour le cylindre les mêmes données que précédemment ^ et soit 
(If, N') {fig^ 39) le point assigné dans Tespace; nous mènerons par ce points et 
parallèlement aux génératrices, une droite (NP, N'F) qui devra évidemment se 
prouver contenue tout entière dans le plan tangent cherché, puisque celui-ci, qudl 
qu'il soit, renfermera une arête du cylindre^ Donc, en construisant la trace bori-t 
zontale P de cette droite, on obtiendra an point de Ift traice du plan demandé) et 
ceUe^i, devant toucher la base du eylindre(n''9&), sera F une des tangentes Pl^ et 
PyS que Ton peut mener à cette base par te point P. Il y aura donc deux plans qm 
résoudront le pfoUème,et leurs traces verticales s'obtiendront aisément, pqisquq 
chacun de ces plans renfermera la droito (PN, FN') et Taréte qui part, du point 
de contact L ou Y (^). D'ailleurs on pourrait aussi, comme au n"" iftt, imaginer 
par le point donné (N , N^ une horizontale située dans Tun ou l'autre des plans 
tangents, et construire la trace verticale de cette .droites 

117. Tromper un plan qvi soU tangent à un cylindre ^ et paraUèU à une droite donnée^ 
-, Soient AECG (Jig. 4o) la base du cylindre sur le plan horizontal, et (£F, E'F) une 
des génératrices: on construira le contour apparent de cette. surface Wâ les deux, 
plans 0xes comme au nMOO;.puis, si l'on représente par(t9n^ m'n') 1a droite 
donnée, il faudra, par un point de cetle ligne, mener une par^dlèle (mi, n/ç!)^msi 
génératrices du cylindre, et faire passqr un plan par ces.deuXfdiiaitefl. Ce plan, qui 
auQt' pour trace horizontale an, devra ae trouver parallèle an pian taiigevit cherr 
ché, puisque ce dernier renferme une arête du cylindre, :et se (trouve ainsi partir 
lèle aux deux droites projetées sur ma et mn; donc la trace, deçà plan tangent 
^ra Tune des deux taiigenteaPQ ou TS menées h la base parallièlement à an. Par 
" ■ ■ ■' ■ ■ ' ■■ ■■ I ■ ■ ■ — , ' . ■■ ■- ■,■■.11*11 1 ■ i 

C) 1} arrive ici que les poiAts de contact L et V sont sur une même parallèle à la droite a6, parce 
que nous avons voulu faire servir la figure du problème précédent; mais lorsqu'on prendra le point 
(N» N') tout à fiait arbitrairement, cette circonstance n'aura pas lieu en général, et du restd cela ne 
«Rangera rien aiandfoniiMeats qui 110110 Mt servi à lésoodro le pr^ > •' 

6' édit. S 
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cônséqtrent, il y aura encore fteo* solutions, et tes traces venrlicries QR', SV s^ob- . 
tiendront facAecreirt a-u moyen des aréles de eoDtact qui seront (PR, PR') poHf 
fan des |)îans, et (TV, TV') poirr l'autre, ki tes (tefix plains tangei*^ seront é¥»^ 
demment parallètes entre mx^ et , par soite^ tenrs traces venteates devront irasM 
^ trouver parallèles r^ne à Vffotre. 

118. Observons , en terminant ces proMèoies snr les cylindres , qn^on ne povr^ 
rail pas «r&iger (|«i'«d plan fôl tangeni à une telte snrface et passai en méoie temps 
par tine droite donnée. Car, par cela seul qu'un plan toocbe «n eyirndre eo tn 
point , il est , comme on fa vu n*" 90, nécessairemeni tangent toni le long de la 
génératrice qui passe par ce points ée sorte qm cette pTsmière ooncfition «n en- 
ferme implicitement deu^, d'après tesqneltes te plan drerclié doit jonir fin ooftfati 
en denit points de la surface : puis, si fou y joint Tobligation de passer enoovè 
par une droite on par de«x points dovnés çn dehors, oda iEnrsiera ^uafM? conditions 
d^inctes, tai»dis que trots suffisent pour déterminer la position d*in plai>. Cepen- 
dant, si la droite donnée était pan^llèle aux arêtes dtt cylindre, cela reviencfrait à 
n^aèsigner qu*un senl point extérieur, et le problème rentrerait dans celui du n^fML 

'tl9^ jFVir nn ptmî 4omé $mr Ufèe smface ceniquef ûti propose de hn mener un pkm 
tÊmffeni. 

Soient A90D(fiff. 4^ ) i^ couiliediractrice que nous supposons sitvée^dans teplM 
kôtizoMal , et (S, S') le sommet du cane; nous oommeneeroos par déterarinerln 
eontoor apparent de cette snrfbce sur le plan horiBontal, en cherchant (s* iM>) 
tous les plans tangents qprii penvent être verticanx. Or, an tel plan ayant pour frace 
korî90BftaIe la projection néme de fa généraitrice qu'il renfsrme, ce<le traw 
dera par le point S; puis, oomoie elte doit toucha la base, altendn quMd ^ 
te contact ^ plan tmgeirt n lieu (n'' iM.) font le loog d*ime génératrio»^ on >M 
conclura que les tangentes SA et SB , menées du point S, sont tes traces des piras 
tangeiÀs verticaux , et que ceux-ci tondient le c6ne suivant tes deux arêtes (SA, S'A') 
et (SB, S'Bf ), tesqweites forment te contour apparent de la surface conique «ta- 
'tf renient ata plan }mitoia,9i\. De sorte que toute génératrice qui sera au-^etmm do 
ééltes-Ià, c^«sl*à-dtre qm aboutira dans la portion ADB de la baso, se troum^ 
imnsible sur te plan borisiontal. 

QvwM a«i coirtow apparent sur le plan vertical, il sera donné par les plans^lM-^ 
gents an otee q«i m «rocrvereiit perpetidiciilaÂres à oeplan de prsjeotvsii ( »* tM) ; 
eiwi tes traces liorfeontales de ces pl»ns, devant être pefpenétculaire9 à tn Ugne é^ 
iem et tangentes (n* tOO) à *a kase ABC», seront tes droites CC' et OD'- Qu«it 
a«tx tracés vterticates, «sMes passeront oéoessarremient par te projection S' du sonNBbf , 
et seront les droites <Î'S' et lyS'. ©'aitteurs, puisque ces plans toucheront évidem- 
ment le cftne suivant les génératrices (CS, CS') 61 (DS, D'S'), iï s^ensuît que cèn 
deux droites formeront le contour apparent de La surface prqjetée sur teplaor^ep^ 
tical; et, par conaéqnoi^ tetjitéatféte qui se tronvwa en -mrUfeéiB cor éroiMf^ «H 
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j^i «bontirm/dain la portioa CAD de la base , sera vmisihk ea projeetîon yerticate. 

ftlO* HevenonB maiiiAeDaiit an problème primitif, et sopposons que M soit la 
prQjeoliûa horizontale du point donné. L'antre projection ne doit pas âtre prise 
arbitrairement; car, puisque le point en question appartient à la surfaee, il doit 
dft trouiwr sur «ne certaine génératrice qui ne peut être ^jetéei horizontalement 
que suivant SM : cette droite aura donc pour trace horizontale le point E o&lS 
point Gy etdès lors sa projection verticale sera S'E'ou S'&. Donc, si l*on y rap- 
ports la projection M par une perpendiculaire à la ligne de terre, on obtiendra 
pour le point assigné les deux iBolotions (M, M') et (M, M^'). 

i3â» {Fiff. 4i) Clela posé, construisons le plan tangent pour le premier de ces 
deiK points. Ce plan redfennera la génératrice (SE, S'E') et touchera le cône tout 
k kmg de cette droite (ar âOO) ; par conséquent, il aura pour trace horizontale 
la tangente PEQ de la base* Quant à sa traœ verticale, elle devra passer par te 
point (F, F') où Taréte de contact va. percer le plan vertical , et par le point Q où 
la trace PB irait couper la ligne de terre : mais comme ce point Qse trouve ici hors 
du cadre, on y suppléera en imaginant, par le poiot (M, M') et dans le plan tan- 
gent cherché, une horizontale (MX, M'XQqui va percer le plan vertical en X^, 
0t fournit ainsi un nouveau point de la trace demandée QX'F'* 

De Bttèmn, poor le point (M, M'^} Taréte de contact étant (SG, S'G') , la tanr 
9Hite GV sera la trace horizontale du plan tangent actuel; et sa trace verticale VF' 
se déterminera en cherchant le point F'' où Taréte de contact (GS, G' S') va percer 
4e plan vertical : om bien,. oouMsne précédemment^ on se servira d* une horizontale 
( M¥, W Y' ) située dans le plan tangent qui nous occupe. 

122. Observons ici que les deux plans tangents que nous venons de détermiaeri 
nenftmiant chacim une génératrice du oftae, passeront tons les deux par le som- 
Ottt (S, S') ; d'oà il résulte que si Ton 0ûa8tniit(n'' 27) leur iuterseûtion qui est 
prajetée suivant FR et FR^, il devra arriver que la première de ces lignes passe 
par S et Tautre par S^, ce qui fournira une vérification des constructions antérieurea. 
bailleurs les traces verticales derroqt Umcbmr en F et F^' la cocirbesuivant laquelle 
k oAne est coupé par le plan vertical, courbe qui se consÉrnira en cherchant tes 
paèitn où les diverses génératrices vont percer ce pian de projiectioa. 

t2ft. Mmècr wt pian tangent à une tmtfiKe wniqu^ypar aa foini donné ou dehon. 

{Ft^. 4^.) Soient joncoro ABC la base duoône>et (S, S') le sommet; on déteriM* 
nera^ comme cî-dessas^ le contour apparent de la svrbce sm chacun des plans 
fixes, et nous représenterons par (N, N^) le point assigné dans Tespace* Lb |dan 
tattgenl qoe l'oli cherche^ devant cooteiiir «le généiairice, passera par le somaiet 
(fi, fi'), et^ paf suite, il renfairmena la droite(SN, SSi') ; donc^ encher^antlepied 
(Pt V) de cette droite, et en menant à la hme les tangentes P£Q, PGY» ne seront 
Isa tracas hatiA>ntales des deux plans tangents qui satisfiMkt à la question Quant 
: iraces vertMiies, on l» délenninera par le moyen de la droite (SN, S'N') con* 
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tenue dans les deux plans, ou bien par le secours des arêtes de oontact de ces plans, 
lesquelles sont évidemment (SE, S'E') et (SG, S' G'). On pourrait encore employer 
une horizontale auxiliaire menée dans chaque plan par le point (N, N'), comoie 
nous Tavons déjà fait plusieurs fois. 

Ï2fg. Trouver un plan qui soit ^tangent à un cône^ et parallèle à une droUe 
^donnée, > 

(Fig. 4^.) Conservons les mêmes données que précédemment, et soit (mit, m'}}') 
la droite à laquelle le plan tangent doit être parallèle. Comme ce plan passera néces^ 
sairement par le sommet, si nous menons de ce point et parallèlement à (nm^ w!n') la 
droite (SP, ST'), cette dernière sera évidemment contenue dans le plan demandé; 
par conséquent, la trace (P, P') de cette droite appartiendra à la trace horizontale 
du plan tangent, laquelle sera Tune des deux tangentes PEQ, PGY menées à la 
base. Il y aura donc encore deux solutions, et les traces verticales de ces plans se 
détermineront comme au numéro précédent. 

125. Puisque tout plan qui est tangent à une surface conique dans un point , 
touche nécessairement celte même surface tout le long d'une droite (n^'iOO), la 
remarque faite au n"" 118 s'applique ici ; et il en résulte qu'on ne saurait exiger 
qu'un plan soit tangent à un cône, et passe en même temps par une droite ou par 
deux points donnés ; à moins que la droite qui réunirait ces deux points ne passât 
elle-même par le sommet, car alors cela reviendrait à n'assigner qu'un seul point 
extérieur, comme au n"" 123. 

En terminant ce chapitre, nous ajouterons quelques problèmes dont nous indi- 
querons seulement les moyens de solution, en invitant le lecteur à s'exercer au tracé 
de ces épures. 

' 126. Par une droite donnée y mener un plan qui fasse ^ avec le plan horizontal ^ un 
angle déterminé a. D'un point quelconque de la droite on abaissera sur le plan 
horizontal. une perpendiculaire et une oblique, en dirigeant celle-oi parallèlement 
au plan vertical, et de manière que sa projection sur ce dernier plan forme l'angle a 
avec la ligne de terre. Alors, en imaginant que cette oblique tourne autour de la 
verticale, eSe décrira uuicône droit dont la trace horizontale sera un cercle bien 
facile à déterminer, et dont toutes les arêtes se trouveront aussi inclinées sous l'ho- 
rizon d'une quantité angulaire a; par conséquent, si l'on mène à ce cône un pian 
tangent passant par la droite donnée, ce qui rentre ici dans le problème du n"" 123, 
on obtiendra évidemment on plan qui satisfera aux conditions assignées par la 
question. 

127. Mener à un cylindre donné , un plan tangent dont C inclinaison sur te phm 
horizontal soit a. On construira, comme dans le problème précédent, un cône de 
révolution dont les arêtes fassent l'angle (z avec le plan hoHzontal; puis, en tirant 
par le sommet une droite parallèle aux génératrices du cylindre, et faisant passer 
par cette droite un plan tangent au cône (n^* 123), il restera à mener au cjdindre 
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BD plan tangent parallèle à celui-là, problème qui se résoudra, comme au n"" 117, 
en menant à la base du cylindre une tangente parallèle à la trace horizontale du 
plan qui touchait le cône. On sent bien que le problème deviendra impossible, 
lorsque la parallèle menée par le sommet du cône auxiliaire aboutira dans l'in- 
térieur de sa base. 

Si Ton proposait la même question pour tm cône défini par une base quelconque', 
il faudrait modifier la solution en prenant pour sommet du cône de révolution le 
point même qui sert de sommet à la surface conique assignée par le problème ; 
ensuite, on devrait mener une tangente commune aux bases de ces deux cônes , et 
ce serait la trace horizontale du pian demandé. 

128. Par un point donné j mener une droite qui soit tangente à une surface conique 
et parallèle à un poini donnée 

Mener à un cône ou à un cylindre un plan tangent qui soit perpendiculaire à un plan 
donné. 

Étant données les deux projections de l'axé d'un cylindre de révolution ^ avec la 
grandeur de son rayon, trouver sa trace horizontale et son contour apparent. 



CHAPITRE IV. 

DES PLANS TANGBNTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION, LORSQUE LE POINT DE CONTACT 

EST DONNE. 

129« (Fig. 43») Puisque par chaque point M pris sur une surface de révolution 
(n"" 75), il passe toujours un méridien AMD et un parallèle FMG, si Ton construit 
les tangentes MT et MV à ces courbes, et que Ton mène un plan par ces deux 
droites, ce sera (n** i03) le plan tangent de la surface en M. Or la tangente MV, 
située dans le plan du cercle FMG, est évidemment perpendiculaire à la fois au 
rayx>u MO et à Taxe AO ; donc elle Test aussi au plan méridien AOM, et par suite 
le plan tangent qui contiendra MY sera lui-même perpendiculaire sur ce méridien* 
Celte conséquence étant indépendante de la nature de la courbe AMD et de la 
position du point M, il en résulte ce théorème remarquable : Dans UnUe surface de 
révolution^ le plan Rangent est perpendiculaire au plan méridien (fiii pas^par le poim 
de contact* 

130. En menant au point M une normale MN à la surface, cette, droite, per- 
pendiculaire au plan tangent, se trouvera nécessairement renfermée dans le plan 
méridien AMD; donc, dans toute surCace de révolution, la normale va rencontrer 
Faxe., 

Déplus, cette rencontre se fait au même point, pour toutes les normales MN, 
PN>FN,,.., qui répdndeat à un même parallèle. En effet, lorsque le plan méri«- 
dien AMD tourne autour de Taxe, en entraînant avec iui les droites MN et MT, la 
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fnnnère ne cesse pas d'être perpendiculâîre à Taotre; eii ootre, cette droHëmo- 
bile UN 9 toujours renfermée dans te plan mendient se trouve ^ comme oeloi«Gi 
(u"* 12^}, per|;>endtcalaire sncœssivement à chaque tanigent^ MY du parallèle; 
donc Mlf est bien perpendiculaire à deux tangentes, et par conséquent noraialeà 
la surface, dans toutes les positions qu'elle occupe en tournant antoir de Taxe AI>. 
D'aîUeui^s, puisque dans ce mouvemeiMt te point N de la nornkaie MN reste iniBio- 
bile, il en résulte que ioutes les normales menées ie long ttun même pandlàlejbmœài 
iêtffeiu't un cône DRorr dont le sommei est mir l'axe t mais ce sommet t&an^ em 
passant d'mi parallèle à un autre. ^ 

Après avoir fait remarquer ces propriétés^énérales et eommanes à tMtea les 
surCftce» de révolution, nous allons nous i>ccuper de ta cottrtrQctiondn plan tangent. 

131. Par un point donné sur une surface de révolution, dmi le mérkHen eal aamar, 
mBH&r un-pêanqui soit tangent à cette surface. 

(Fig. 44*) Pour, simplifier les constructions, choisissons notre plan horitontàl 
de manière qu'il soit perpeadieulaîre à Taxe de réirolutba : alors cette droite se 
trouvant vertîeale, ^le sera projetée horisooiitalement en un point O, et verticale- 
ment suivant la droite O'Z' perpendiculaire à la ligne de terre. Soit d'ailleurs A'B'D' 
la projection du méridien principal, c'est-à-dire de celui qui est parallèle au plan 
vertical, et qui se trouve prpjelé horisontalemect sur OB parallèle à la ligne de 
terre : ici ce méridien est une ellipse dont un des diamètres principaux coïncide 
avec Taxe de rotation, et par suite la surface sera un ellipsoïde de révolution (n*79); 
mais les raisonnements et les constructions seraient entièrement semblables pour 
tMte autre cowbe méridienne. Le plus grand des paralièles, ou bien féquaêeur de 
ia^urfaoe^ est. évidemment le cencle décrit par le énni^axeCB^ lequel se projette 
horizoQtalement sur un cercle BKE égal au premier, et forme le 'cmiour appareui 
àé (a svrâM». raSativement aa plan horizontal (n^* 106); en effet, tout le long de 
réqûateur {B'El^VKE) les plans tsmgente seront tferticMx, puisque cbaciin rei^r-^ 
Biera ia* tangente àm méridien, iaffifudle est une Terti<ïale comme B^B. Quant «i 
eoalofir apparent de la surfece par rapport au plan vertical , ce sera le méridîeft 
ptmàipêd (A'V&^Efy VE); car ce eontour doit être fonné (n^iM) par lés pointe 
(fe «cmitect de toos les plans tangente perpendicnlaires au plan vertical : or les 
pian tangente lé Ipng de cette courbe roéridieniie eoni (n*f2&) tous perpés^ 
cnlaires à son plan, et par suite au plan vertical de projection. Nous n'afouterotte 
piaici d'Mlres portions de te génératrice pour figurer (n* 98) la forme ds la sikr- 
ksau^ paxcequ'eNe est sufflSsamniettt indiquée par ce qtii précède; «Ht» Mots vei^ 
Mn cependant phsis loin ( n' f 97) la manière de ceostraira les projacflienB d'autanV 
de courbes méridiennes que Ton voudrait en tracer. 

n% Cela posé, soit M la projeetion honsontale dit point domé mv \a rartece; 
it/ne faudra pas prendre arbitralremeiit la seconde projection de ce point, pniâkpfif 
éiét être situé à te reocoatm de te verticale M «nrec te méridien prpjilé euivanC OC. 
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Or, 6i Fon fait (oorner celoi-ci autour de l'axe (0, (SfUy, JQsqa'â ce qa'il oaiDdîde 
avec le méridien principal OB, il se IroiiYera alorft projeté verlîc^ieiDent suivant 
A!Wl^y el comiBe, par suite de ce déplacement, la projection M aura décrit IVc 
ne, on en coaclura qne la projection Terticale du ipmi cherché ee troeve actael'^ 
leittent enG^ o«i e» G^ Maintenant ai l'on ramène le méridien mobile dans la posî^ 
tioB OK , le point en question , qui pendant ce mouvement zte changera pas de 
iMiiteinry restera projeté verticalement sur rborizontaleG'F^ouG^T^'; d'où il suit 
évidemment que, daos sa poeilron primitive, il était projeté verticalement en If 
ou Ga W] ainsi , il y a sur la surface deux points ( M, M') et (M, U!' ) qui sont Vm 
et l'autre projetés horizontalement en H« 

f33* {Pig. 44* ) Ckmsîdérons le premier (M, M') de ces points, et pour déler* 
miner le plan tangent qui s'y rapporte, noas l'assujettirons (n"" 103) à pasaer par 
deux tangentes de la surface, savoir : la taagente au méridien et la tangenle au 
parallèle; mais, comme la projection de la courbe méridienne relative au point 
(M, W) n'est pas donnée imnaédiatement , et qu'ainsi nous ne pouvons pas l«î 
mener d^eetemeut une tangente , nous rabattrons encore le plan vertical OMK sur 
le méridien principal OB. Par là le point (M, M') sera transporté en (G, G'), et ii 
sera facile alons de construire la tangente &W ifui viendra percer le plan honU 
zontal au point H sur OB ; puis, si Ton ramène le méridien mobile dans la poâ« 
tîon OMKy le pied H de <3elte tangeirte décrira évidemment un are de cercle teiw 
miné en T, tandis que le point de contact G^ reviendra en M'; donc, en projetant 
le point T sur la Kgne de terre, oc obtiendra M'T, et MT pour les projections de 
la tangente au méridien qui passe par le point (H, M'). Observons d'ailleurs qnri 
eette tangente prolongée doit rencontrer Taxe de la surface ^ au même point Z' oè 
aboutissait la droite G' H^ 

Quant au parallèle relatif à ce point (M, W)j il est évidemment projeté sur le 
cercle GMF et sur G'F'; par conséquent, sa tangente est rborizontale (MV, H'V) 
perpendionlatre an plan méridien OMK. Maintenant, le plan qui renfimnera les 
deux tangentes ainsi déterminées, aura pour trace horiaontale une droite TU pai^ 
sant par le pied T de la premiers tangente , et menée parallèlement à MV qui Ml 
nue horizontale contenue dans ce plan tangent; puis , on aura la trace verticale U¥f 
de ce même plan , en construisant le point Y' oà 4a4roîte (MV , M^') va peroer h 
phm vertical. 

Le plan tangent relatif au point (M , M^) s'obtiendra d'une maniée analogue^ un 
rabattant d'abord le point M^ en 6'^ sur le méridîe» prinàpal ^ et .manant à oeli 
la tangente G''L^ Ensuite le pied (L, L' ) de cette droite étant ramené dans le ^ 
ridienOK, viendra enR; et comme la tangente an panaUèleestici^MV^il^V^)^ 
les traces tlu plan tangent seront RS parallèle à MV, etSV^. 

iSb. il eftthon de remarquer que, d'après lu direction de la t a ngeate HVaii 
parallèle, chaque plan tangent à une sorface de révolution aura. 
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horizontale perpendiculaire à celle du plan méridien qui passe par le point de contact, 
da moins tant que I*axe delà soiYace sera vertical. 

135. Observons encore que les deux plans tangents. en (M, M') et (M, M"), 
ayant leurs traces TU et BS parallèles , devront se couper suivant une horizontale ; 
et , par suite de la symëtrie de la surface Actuelle 9 celte horizontale sera située 
dans le plan de Téquateur E'B'. En effet, comme les tangentes G' H' et G"L' à 
Tellipse méridienne se rencontraient nécessairement en un point 0! situé sur Taxe 
de cette ellipse , t;e point transporté en S' dans le méridien OK avec les deux tan- 
gentes, leur sera toujours commun, et restera dans le plan de l'équateur E'B': 
donc rhorizontale , qui est Tintersection des deux plans tangents, passera par le 
point 6^; et c'est aussi pour cette raison que les traces verticales de ces plans doivent 
se couper en un point P' situé sur la droite E'B' 6' .prolongée* 

136. {Fig. 44) Pour obtenir la normale de la surface de révolution au point 
(M, Af ), on se rappellera (n* 130) que toutes les normales, le long d^un même 
parallèle, vent couper Taxe au môme point, et que d^ailleurs chacune est ren- 
fermée dans le plan méridien qui passe par le point de contact. Ainsi , après avoir 
rabattu àur le méridien principal le point M' en G' , on tirera ps^r ce dernier une 
droite G'N' perpendiculaire à la tangente G' H'; puis, en joignant le pied N' de 
oètte normale aVec le point donné M', on obtiendra la normale N'M' relative à ce 
dernier point. C'est là du moins sa projeètion verticale ; et quant à sa projection 
horizontate, elle tombe évidemment sur ÛM. 

Observons ici que cette normale étant perpendiculaire au point tangent TUY', 
les traces de ce dernier devront se troliver ( n* 33) respectivement perpendiculaires 
aux droites OM et N'M'y'; ce qtii Offrira une vérification des constructions déjà 
effectuées pour le plan tangent, ou même, si Ton veut, un moyen de trouver à 
priori ses traces, puisque alors il s'agirait de mener par un point connu (M, M') 
un plan perpeèdrculaire à Id droite (MO, Bff'N'j. Voyez n* 36. 

137. On a vu (n* 132) qu'il était facile, en partant de la projectioa horizon* 
taie M d'un point de la surface, de conclure la projection verticale M' ou M'^ : si 
donc on applique le même procédé à divers points K, M, Q..., pris dans le plan 
liiéridieh OË, on pourra ainsi construire la projection verticale de la courbç 
méridienne renfermée daus ce plan , et cette courbe devra être tangente aux 
droites TM' et R'M^; puis, en répétant la même opération pour d'autres plans mé- 
ridiens que OE , on obtiendrait autant de positions que Ton voudrait de Tellipse 
mobile ik'B'D^ oe qui servirait à compléter la représentation graphique de la 
dorface. - - » 

G^eàt aussi par des opérations analogues , qu'étant données les projections d'une 
jf^n^rcrlrfce quelconque d*une surfhce de révolution , on en conclurait facilement 
le^inëridien principal, ou toute autre section méridienne. On pourra se. proposer, 
oemme exemple, le cas oft cette génératrice est une droite qui ne rencontre pas taxe^ 
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et alors on trouvera que la méridi^peest une hyperbole , ainsi qqe nous le ver-; 
rons plus loin (n^ ifbS)* 

138. {Fig. 45.) Du plan tangent au TORE. Si Ton fait tourner un cercle 
(Â'B'CB^\ ABC) autour d*une droi^ (O^'Z' , 0) qui ne passe point par son centre, 
mais qui est située dans son plan , ce méf jdien circulaire eqgendrera une espèce 
de surface annulaire , nommée un tore^ doqt tous les points seront {M-ojelés horizon* 
talement entre Yéquateur décrit avec le rayon OC =^ Q'C, et le cercle de gorge 
décrit par la rayon OA := 0' A' : mais il faut bien remarquer, que les deux demir 
cercles B'C'B'' et B' A' B" engendreront deux nappes très-différentes de forme, quoir 
que Tune et l'autre viennent se réunir le long des circonférences parcourues par 
les extrémités B' et B'' du diamètre vertical. La nappe extérieure est convexe, c'est- 
à-dire que toutes les courb^ qui y seraient tracées par un même point (N, N')^ se 
trouveraient situées d'un ipéme côté du plan tangent en ce point. En effet, pour 
déterminer ce pian , il faut construire la tangente N' F du méridien, et par le pied P 
de cette droite, mençr une perpendiculaire PP'à la trace ON du méridien (n"" 13^)5 
or on voit que la méridienne B'N'B'^^t le parallèle N'T sont tous deux à gauche 
du plan tangent ^'P'P; et quoique nous ayons chpisi le point (N, N') sur le méri; 
dién principal ^ afin de rendre plus simple la construction du plan t^qgent , il est 
bien évident que les mêmes circonstances arriveraient pour tout autre .point de. la 
nappe extérieure, puisqu*elle est de révolution et, par conséquent, symétrique 
tout autour de Taxe (0''Z', 0). 

Au contraire, si nous prenons un point (M, M') sur la nappe intérieure, le pla^i 
JM"T'T, tangent en ce point, traversera la surface; car le méridien B'M'B" sera 
évidemment à droite de ce plan , tandis que le parallèlcM' V'se trouvera à gauche: 
aussi le plan M'TT coupera le tore suivant une courbe à nœud, qui est repré- 
sentée en projection horizontale par(MHEGE''M/i^^"i|) , et.quenws.^pprendrops 
plus tard à construire (royes n*267). Mais cette intersoolion n'empêche paS; le 
plan M'T'T de renfermer les tangentes du méridien, du parallèle, et 4e toutes les 
autres courbes tracées sur la surface par le point (M, M'); de sorte que ce plan 
est réellement tangent au tore en cet endroit, et sécant d^ps tous les aqtrei^ poijott^ 
communs j circonstance qui tient à ce que, la nappe intérieure es^ une s^rfacç Wff 
convexe ou à courbures opposées^ tout à fait con^parabl^ à la gçirge d!pue poulie. \ 

139. Dans Tépure actuelle, ou nous avpns voulu représenter les, prinçiptiiix. 
parallèles de la surface , une partie de la traœ verticale MT. du plan tangent à la 
nappe intérieure, se trouve, il est vrai, caché par le tore; mais nous ayons, dû 
néanpoins la lajsser en trait jplç/n, parce qu'elle reçoit la ,pr4>j^.tiio(t yertjf^le d§la 
coorbed'intersection, dont la branche antérieure Ar^ e^ YÎfiiblç sur le plfin v^M<^l<» 

140. HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION à u^^ avpw wtmé 
ainsi ^n* 84 J la surface que décrit une deflai-hyperbole en tournant autpur de wn 
axe imaginaire; mais celte surface, qui jouit de diverses propriétés très-remar- 

B* édU. 9 
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qnabtes » peut en€Ot*e être eag/méré^ par hm dh)iflf êts^jeiiie à t»mni¥ y fat w 
mouvement de révolution , autour dune autre droite fixe quitféU fa$ dùtts mn méMÊB 
plan avec la première. 

Pour le démontrer , représentonB ta droite fixe par 02 (Jt^. 47 } y ^t la droite imy- 
Me par AEHW : soit 00 teur plus courte distance qui serd horiaonlale^ si ¥4m 
regarde Taxe 02 comme vertical. Celle ligne OD décrira dans le monveifieDt de 
révolution autour de OZ , un cercle horizontal EDF qiii sera évidemment le plu 
petit des parallèles , ou le cercle de gorge de la surface ; et la tangente DP à ce cercle 
sera nécessairement la projection horizontale de la droite mobile ADM ; d'ofc H 
suit que cette droite ira percer le plan méridien quelconque ZOX, en un point M 
situé sur la verticale élevée par le point P (*). Or, si Ton construisait ainsi tous les 
points M, M\ Fy... dans lesquels le plan fixe ZOX est successivement rencontré pai* 
la droite mobile ADM dans ses diverses positions, on obtiendrait la méridienne 
MRTF de la surface engendrée par cette droite; et , par conséquent, la question est 
réduite à prouver que cette courbe MM' F est une hyperbole qui a pour demi-»axe 
réel la distance 06= OD. Pour y parvenir, rapportons le peint quelconque M à 
des coordonnées parallèles aux axes OX, OZ*; et comme la distance OD reste 
invariable pendant le mouvement de la génératrice^ aussi bien que Tangl^e MDP 
formé par celle-ci avec Thorizon , posons 

OP = a;,PM=z,OD = a, tangMDP^aj 

ators les triangfes rectangles MPD et ODP donneront 

,,^^ MP MP 

tangMDP = — ;= , ; 

DP y/OP' — OD^ 

ou bien , en Substituant les notations précédentes ^ 

g^- , ! , d'où a'x'—z'^a'S'i 

éqfuatîon qui prouve que la méridienne est bien une hyperbole qui a pour demi- 
aate réel jc = 9; donc le lieu parcouru par la droite mobile ADM est effectivement 
un byperbolotde de révointion à une nappe. 

' f M. Cette sûrfhce admet une seconde génératrice rectiligne; en effet, si dans le 
plan vertical MDf tangent au cercle de gorge , on trace une droite BND qui fasse;, 
atec la verticale DV, un angle N0V égal à VDM, cette ligne M>N, en tournant 
aussi autour de OZ, engetidrera ta mêmestnface que ADM, parce que deux pointe 
qTielconq[ttes. M et N, pris à la même hauteur sur ces droites, décriront le même 
■ — • ~" 

(*) La àgure est censée construite en perspective sur ce plan ZOX comme tableau; et, par conàô- 
qtient, tonte» lès ïîgùw pHnefpated situées derrfèret» plan ont été ponctuées. - 



Digitized by 



Google 



cercle IINL: Pour juBtiier cette dernière «sertîoD, il Mffîra ^e jcàmlre 4leiix à 
ddQx tes podato H , N , 2, Y, oà ud méiae plaa horizontal reaeoDire ke diverses 
lignes dont nous venons de parler; et, à Taide des irianglee rectaii^es MVD, 
NVD., qui sotft évidemment égaux , on déaaontreca quedes (riangM reetaogleB ZVM , 
ZVN le sont pareiljeident; d'où r;on eoiicltira q«eZM.=:.ZN^ et «firaînsî les dafax 
poMOS JM et N ee trouvent bôcn à la même distance de Tax^ ÛZ. Il lésalte de là qa'il 
SEiate Bar rèyperbodDïde deux systèoies de droites , 

A, A,, A3,... et B,B,,B3,,,, 

doat le premier se compose des positions succesisives que prend U génératrice AD^ 
et le deuxième des diverse^ positions occupées par BD. D'aille«iurs9 puisque toutes 
ces droites sont deux à deux dans des plana verticaux , tels que MDN, il s'ensuit 
qùeioutes les géwârairkes des deux systèmes se pn^elient, sur le cercle de gorge ^ sm^- 
voisi ides Hmgenïes à cetêe circottférenee» 

iU% Par chaque point R de la surface il passe deux de ces droites; car les|^ 
nératrices AD et BD viendront passer, à deux époques différentes de leur révokn 
tidUi par ce point R; et elles y occuperont deux positions nécessaireniieat*distinctes 
RA,, RB,, puisque ia première sera sitoée à gauche, et la seconde à droite du plaD 
méridien ZOR. 11 suit de Ik que le j>lan tangent en R sera déterminé (n"" 143) fM 
Fensemble des deux droites RA, et RB,, puisque ces lignes se trouvent sur la snr- 
fkce 9 et qu'elles sont elles-mêmes leurs propres tangentes. Mais il importe beaucoiqpf 
d'observer que le plan A,RB,, quoique renfi^mant .la droite RB^ toiU entière, itf? 
sera pas êangent éom vk aiUre point de eetie ligne; car en D,^ par exemple^, le (>laa 
tangent sera A,D,Bj or ce dernier oe peqt colneider ^veo A.RB., parce que les 
deux génératrices A3R et A,D, appartiennent^u taêtoe système, etdès iors ne sau- 
raient être Gonteuiues dans uo mâine:plan, «oocaLme nous ' allons le démonte^. 

t{l3. (J^iVjr. 47* ) t>c^^ drmtesAD et A^D^, qm appartienaewL au même système de 
génératrices^ ne se trouvent jamais 4anévn même plan. En effet. Cas droiteaétaat pro<- 
jetées horizontalement sur les tan^nles DT et D,.T qui se coupent en T, ne pour- 
raiaat avoir de communs que les points qui sojM situés sur la verticale TS; «or ceMb 
verticale ira évidemsnent renoonirer A,D,en Sau-^dessus du cer^ de ^orge» ^ Afil 
auntessaus en S\ parce que les parties inférieurâs de ces deux j^étératrioes du 
même système* sont inclinées l'une et Tauitre à gauche de .lenrs môridiMs reapeo* 
tifeZOD^ et ZOD» et que le point T est entre oes méridiens. Doiïc, i*' jes droites 
AD et A, D, ne sauraieipkt se renconteer; :2''diés. m semt ipas non iplus^araAIèk»^ 
car leurs jM*(^eotioas horizoAtales se coupent en T ; ainsi* îl r^ste démontré ifoe 
deux géuératrices du système A ne se trpaveot jamais dans a«. méwie pls«J* 

A la vérité, les |)rqjectioii&. horizontales de deux de ces droites se troiivero»l|)a- 
aailàles, ^uattdtw ooimpatiena^^les qui passant jpar ins extréiiiités .d'un méfoe 
diao^^du oeiicl^ ^.^mrffii mm^ dws A'«ap§0^^i'nœd0 cea^génâral^oes Mnà 
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înclinée à droite, et l'autre à gauche du plan méridien mené par ce diamètre, de 
sorte qu'elles seront loin d'être parallèles entre elles; et d'ailleurs il est bi^n évident 
qu'alors elles ne pourront pas non plus se couper. 

On démontrera d'une manière toute semblable que les droites B, B,, B,;... du 
second système ne sont jamais den;g. à deux dans un même plan. 

1^. Chaque droite du système A coupe (sans changer de position) toutes les droites. 
B, B,, B3,... de l'autre système. Cela est évident pour AD et DB qui sont dans le 
fiiême plan vertical ; mais comparons AD avec une droite quelconque B,D, de 
l'autre système. Ces deux lignes sont encore projetées sur les tangentes au cercle 
de gorge DT et D^T, et puisque celles-ci se coupent en T, la verticale TS' ira né- 
cessairement rencontrer les droites en question AD et B,D/, mais celte rencontre 
aura lieu pour phacune d'elles au-dessous du cercle de gorge, attendu que DA est 
inclinée à gauche du méridien ZOD, et D,B^ à droite du méridien ZOD„ tandis 
que le point T se trouve entre deux. D'ailleurs, d'après la forme de la méridienne, 
il est évident qu'une droite comme TS', qui est parallèle à l'axe OZ, ne peut percer 
la surface qu'eii deux points, dont un seul S' sera sur la nappe inférieure au cercle 
de gorge; par conséquent, ce point unique devra coïncider avec ceux où la verti- 
cale TS' a déjà rencontré les génératrices DA et D,B, qui sont sur cette nappe; 
donc ces génératrices se coupent effectivement au point S'. 

11 faut seulement observer que quand on comparera deux droites appartenant 
l'une au système A, l'autre au système B, et passant par les extrémités d'un même 
diamètre du cerclé de gorge, ces droites auront leë projections parallèles, et elles 
seront elles-mêmes dans l'espace parallèles tune à C autre; de sorte que leur ren- 
contre n'aura plus lieu qu'à une distance infinie, mais du moins ces deux généra- 
trices seront encore dans un même plan. 

On démontrera d^une manière analogue que chaque génératrice du système B 
coupe , sans changer de position, toutes les génératrices du système A , ou du moins 
se trouve dans un même plan avec chacune d'elles. 

iA5. On désigne sous le nom général de surface gauche, toute surface engen- 
drée par une droite qui se meut de teHe sorte que ses positions consécutives ne se trouvent 
pas deux à deux dans un même plan. Or, en considérant l'hyperboloïde actuel, soit 
comme le Heu des diverses positions A, A^, A,,... que prend la génératrice AD dans 
son mouveniiént de révolution autour de OZ, soit comme le lieu des diverses droites 
B, B^, B^,... de l'autre système, on voit (n* 143) qu'il satisfera à la définition pré- 
cédente; par conséquent l'hyperboloïde de révolution à une nappe appartient à 
celte classe générale de surfaces que l'on nomme gauches j et dont nous nous occu- 
perons d'une manière spéciale au livre VII. 

146. (%. 47.) Si par le centre de l'hyperboloïde, on mène, parallèlement 
aux génératrices DA et DB, deux droites Oa et O*, celles-ci formeront des tingles 
égaux avec la verticale OS^^ et par. conséquent eltes décriront, en tournant autour 
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de OZ, UD seul et même cône droit dont toutes les arêtes seront respectivement 
parallèles aux générairices'K^ k^^ k^^... et B, B^^B,,... de Thyperbololde: Ce sera 
]ec6ne asymptotique de cette dernière surface; car, pour le déduire de celle*ci, il 
suffit évidemment de poser 

OD=3=o, dans «'a;'— «' = «'y 

qui représentai! (n^* itiQ) le méridien de Thyper^oloide : or, par cette bypotbès«^ 
on odbtient pour le méridien du cône droit, a:=±:c<a: j c'est-à-dire deux droites qui 
SKHDt bien les asymplotes.de Fhyperbole précédante.- , 

il&7. D'ailleurs, lorsque Ton fait varier la distance d, sans changer tx ou TincH* 
niôson de la génératrice AD, on obtient successivement divers hyperbploïdes qui 
ont; pour. méridiens des coupbes semblables; car les axes de l'hyperbole sont d et ai, 
et leur rapport est «, quantité indépendante de ia distance $. 11 résulte de là que 
tous ces hyperboloïdes sont des surfaces semblables et concentriques ; et comnie 
cette similitude doit s'étendre aussi au cône asymptotique pour lequel i est nulle, 
on pourra affirmer que , quand un même plan coupera Thyperboloïde et le . cône 
asymptotique, les sections faites ainsi dans ces deux surfaces seront des courlms 
semblables et concentriques (^)* Celte reimarque n^ous serp utile plus tard. 

1&8. Après avoir fait connattre la nature et les principales propriétés de i'by* 
perboiloïde engendré par la révolution d'une droite, occupons-nous maintenaut de 
la représentation exacte de cette surface au moyen de deux plans de projection. 
Nous regarderons toujours l'axe fixe comme vertical , et alors ses projections seront 
et i'O'Z' (Jig. 46) ; quant à la droile mobile, prenons-la dans une situation quel- 
conque ou elle sera projetée suivant ADB et A-D'S; puis, construisons d'abord la 
méridienne de la surface, en cherchant les points dans lesquels le plan vertical OG 
est rencontré par les positions successives de la droite (AB, A'6). Or, déjà dans la 
situation actuelle, cette droile perce le plau OÇ au point (M, M'O^ lequel appar- 
tient à la courbe demandée, et celle-ci devra ïducfter ence point la projeciioû 
A' M" S. En effet, quoique dans l'espace la tangente de la méridienne et la droite 
(AB, A'S) soient très-distinctes l'une de l'autre, ces droites sont néanmoins situées 
toutes deux dans le plaa tangent de la surface au poini (M, M'') ; et comme ce plan 
çst nécessairement perpendiculaire (n* 129) au plan méridien OG , et par consé- 
quent au plan vertical de projection, il arrivera ici que A' 6 se confondra avec la 
projection verticale de la tangente, et qu!ainsi la droite k'& touchera elle-même la 
projection de la courbe méridienne en W. 

Ensuite, un, point quelconque (», «') de AB décrira, pendant le mouvement de 
révolution, nu arc de cercle projeté sur nN et sur l'horizontale n'N' : donc ce 
ppint (n, n^), quand il arrivera da^ns ieplan vertical OG, se trouvera projeté en 

(♦) Voye« YÀMfyie appliquée à la géométrie des trais dhnensicnsi obfap, IX. - 
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(N^ NO; Miisi'ce fiera là un nGQt^eau fMDini de la oowbe méridiaim 6^N'Af'6% el 
tous le6)RuUn«6 se conslroiront de Ja inéooe manière. En appliqua&toe proo^déii Tex- 
toémité (D, D') ^e ll^oîizoïilale (OD, O'D')^ qQi.'e8t.perf>endâGQlair^àia Ibis sur 
Taxe et sur la génératrice, et qui mesure leur plus courte 4islanoe> 4» obliewlra 
le point (F, F') de la méridienne le plus rapproché de Taxe, et c'est ce point qui, 
dans la révolution complète de la droite mobile, décrira le plus petit des parallèles 
delà surface, ou te ce¥^le degnrge projeté ici sur DFE et E'F. De ttémey te pM 
(A.^ A^) de la 'généralisée, décrivant ^cm cerde ÂL6 qui sera la trac» horiioÂtale 
de la surface , fournira un point (6 , G') de la mérkKenne : et quoiqae eelte coariie 
àm^ évidemnoent s^étendre d'une mamère ilirmilée, puisque là droite géaératAce 
a ^lle-mén)e une longueur indéfinie, Bëanmoins, pour «donner iune idée plus n^ile 
dé la siirfaoe, nous admeUrons que la droite mobile est terminée aux deux points 
(A, A') et (B, 6), également distants du point (D, D^) qui décrit le cercle de gorge; 
^Mfle que la ^riîo» de surface que nous coBSÎdérerom ici, sera terminéeà deux 
oercles égaux proje1)é6 borieontalctnent sur GAH, et verticalemeirt sur G' H' et 
Ù^W. Au reste, nous avons démontré (n**HW) que te méridien G' F' G'' était une 
iMpanchc d^hyperbole qui avait pour axe réel le «diamètre S/ F' du x)ercte «fe gcrge ; 
et Ton devra observer qu'ici , cmnmè ^nsiouie êurface de révointkm , le méridieB 
ptîDcipal &F'G'^ ^me préciséipent le eotiloiir apparent de la surface par rapport 
au plan vertical , puisque tous les plans tangents le long de ce méridien (uî sont 
perpendiculairos (n*" t29). Par une raison s(^Eni)lbifoIe^ le ooiitonr apparoqt de 
rhfperboloïde relati^iremeiit au plan horîeontal , eift le cercle de gorge DFE te long 
éuqnd'tous les plans tangents sotft évidemment verticaux. 

IW. (Fi^46,)ft>w compléter la représentation graphique de cet hyperbo- 
Idldd^ df après le mode de génération f)ar une ligne droite, il faut eonstraire un 
odntain nombne de positons de cette génératrice Tectiligne. Or, puisqu'elle doit 
rester à ime distance coastawle ^e Taxe (O, (VZ') , sa projection horieonlate sera 
toujours tangekite au cercle DFE^ menons donc à volonté la tangente A^O- B, , puîs 
projetons le pied A, sur la ligne de terre en A^^ ) ^^ ^^ P^^^ ^ contMt D, «ur W^ 
ghD'^; alors noos obtiendrons A'^D'^g^ pour la projection verticate de fa dreito 
qiH était firoj^ée borizontalement smvant A,B, : d'ailtenrs, 4*enttréniîté IS, tjui est 
sur le cercle supérieur G^H", devra évidefament se trenver projetée en 8,, ee qw 
offrira Boe vérification. Les autres positions de la génératrice se construîïiont d'ime 
manière analogue, et leurs pi^ojections Tertioales devront encore roa^fc^' l'hyper- 
bole méridienne, ainsi que nous l'avons démontré au nvméro précédent pour la 
pmmiène droite ADB; seulement, il* font observer que qaand onthefeira !a pro- 
jeotiott borizoïïtale parallèle à te ligne de terre i' comble KL, la prc^ectîon vertîcàte 
oofrespondante O'S sera t^symfpîote de l'byperbote, peîsqa'en efct mepareine 
génératrice ne rencontrera {>kis te plan naéridien OG <]4i'à nae ^listanoe itAm , 
sans cesser d'être, çn projection verlicate, taogeate à rhyperboJefliérJdîen«&. 
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190. .Poair obteoir des vémUsklsf phis syœétrkpNS, on a, dans répure «ctneHè^, 
érmé te cefde GAfl«ii cf«aiorze porrUès égales, ci tracé d abord les cordes; ABi, 
A,B,, A,B3^..*r d^ iMmièraà sonst-tradre oaméoie nombre d'ares partîela ; par là 
eea curées ^ cécaesaimuepitt égalas ^ se soni tr^ui^éca tangeutee à' im m^me ceroke 
EDFy ptti6' OB » a déduit lèa projections vertieales , eoamM nous Tavons dît au 
numéro précédent: iyarHeurs\ quoique ces copdda afaovtisBeni; deux; à deux anx 
m^es peints de division sur le cercla GAH, on distinguera atsémenl Les parties 
situées au^deœous dit cercle de goi^ d'avec les parties supérieares, puisque Ibs 
pieouèreB étant invisibles série plan horizontal > sont ici repiréseotéss par desti^ms 
pomMûM^ Qaamfc au^ plbn verticaL, les portions de g)énératrice& siioééa au cfelài dix 
f^m BiéridieD' GCMi^qulrenfâriDe le contOBr ap^pareni de la surface (n'' t!i8) par 
rappwtà ce pbua de projection , sont les soiles qnl daviennent invisibles et q^i. 
aient d^ étee ptmotmé€$. 

ft&l. Ottsait(B''iftt) que Thyperboloïde adii^t un antre syslëme de génératrices 
rectilignes, projetées également sur les tançâtes au cercle de gorge AB, A,B,«..., 
maïs qui ont dans Tespaee une posilîon inverse par rapport à la verticale. Par 
exemple, celle de ces nouvelles droites, qui serait projetée suivant BDA {*)^ amrait 
son pied en (B, B^) et sou extrémité supérienreen (A, a), tandis qu'elle couperait 
la droite ADB du premier système au point ( I>^ IV) ; ainsi elle auriHt pour pro* 
jéotBDn verticale B^D^^c, ligne qui a déjà reçu la projection' d'une droite LMG. du 
premier système» C'est pour éviter oette.coïneideDce qne nens n'avons pas vo«ili 
représenter, sur Tépure, les génératrices des deux syslèDoes à la fois; car antee- 
menl, les parties pleines des unes tombant sur les parties ponctuées desj autres, il 
B^aBrait plus été possible de distinguer les portions. visibles oiu invisibles dans 
chacun des systimes. An surplus, il sera toigours facile, même sur l'épitre aotuoUe, 
de retDonver- les droites du système B quand on en aura besoin , puisqu'il suffira 
dQ prendre tes portions pleines pour les parties ponctuées, et réeiproqueoieBft, 
comme nous venons de l'indiquer pour la droite BIM. un pourra aussi multiplier 
davantage tes généra Irices^ afin d'obtenir plus. d'^^^i dans le dessin^ ntfàs nous 
ayons cru devoir ici sacrifier quelque chose sous ce dernier rapport, afin d'oSrir 
plus de netteté dans la position dès points et des lignes remarquables qu'il fallait 
signaler à l'attention du lecteur. 

152. {Fig. 46. ) Du plan kmgetit à P hj^fêrMcAde. Soit R la projection horizoïK 
tale du point de contact, assignée par la question : pour obtenir l'autre projectioB, 
j^observe que par le point considéré sur la siii^laute, il passe une génératrice dta 
système A, laquelle est prejetée horizontalement suivant une tangente J^RA an 
tarde de gorge ^ et verticalemeni suivant P'(»; si donc je projette R ea R/ sor cdUls 



n Pour Indiquer pîus cTaîrement'Ia sftuatîon des diverses génératrîces,.m)us aurons touJom« soin 
dsciter, en premier Hms la toitrefiû Oâaigaera rexerémltÀtj^i^iirede la «soitadAnlLBinBpartenMié. 
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dérutère droite, j'aurai délenniné complétemeiii le point de conMct (R, R'). Vais 
ji y a une seconde solution; car, puisque je toux mener de R'utie autre tangente 
BRQ au cercle dei^oirge, laquelle représentera aussi une-génératrice du système A 
projetée verticalement suivant B'Q", je n^aurai qu'à projeter R en R'' sur cette der- 
nièi^ ligne, et j'obtiendrai un second point (R, R^) qui sera situé sur Thyper- 
boloïde, et qui aura pareillement sa projection horizontale en R. 

153. Gela posé, considérons le point (R, R^), et rappelons^nous (u*i{k2) qifii 
doit passer par ce point unique deux génératrices de l'Iiyperboloïde : l'une est la 
droite (PRA, FR'a) déjà employée et qui appartient au système A; Vautre appar- 
tient au système B et serait projetée sur (QRB^ (^R'S). Donc le plan tangent en 
(R , R^) devra renfermer ces deux droites, et par suite la trace horizontale de ce 
plan sera QPS. Pour déterminer l'autre trace SV', il suffira d'imaginer dans ce plan 
tangent et par le point (R,R'), une horizontale dont les projections seront RV 
parallèle à la trace QPS, etR^ Y' parallèle à la ligne de terre; puis, on construira 
le point (V, Y) où cette horizontale va percer le plan vertical. 

Quant au plan tangent relatif au point (R, R''), il se trouvera déterminé par les 
deux droites de systèmes opposés , qui se coupent en cet endroit : 

L'une est ( BRQ, B'R"Q") pour te système A » 

L'autre est (ARP, A'R^F') pour le système B, 

Ainsi la trace horizontale de ce plan sera là ligne AB, et la trace verticale s'ob- 
tiendrait, comme ci-dessus, par le seconr^d'une horizontale menée dans ce môme 
plan à partir du point (R, R"). 

i5&. Revenons au plan tangent PSV qui touche Fbyperi)oloïde au point (R, R^} 
(Jig* 46), et remarquons que sa trace horizontale PQ se trouve bien perpendicu- 
laire au plan méridien OR qui passerait par le point de contact, ainsi que cela doit 
arriver (n' 134) dans toute surface de révolution dont Taxe est vertical : niais ce 
plan tangent PSV n'est pas tangent à l'hyperboloïde dans tout autre point, tel que 
(T, T') delà droite (PRA, FR'a) qu'il renferme, puisque sa tracer horizontale PQ 
ne saurait être perpendiculaire au méridien OT. D'ailleurs, par ce point (T, T) 
de la droite (PRA, P'R'a) qui appartient au système A, il passe une génératrice 
(HTB,, H'T'6,)du système B, laquelle est évidemment située hors du plan dont 
nous parlons, puisque le pied de cette génératrice est en H hors de la direction 
dePQ. Par conséquent, le plan PSV ne satisfait pas, pour te point (T, T), à la 
définition du véritable contact, qui consiste à renfermer les tangentes à toutes les 
lignes situées sur la surface; tandis qu'au point (R, R^) ce plan contient non- 
seulement les deux génératrices qui s'y coupent, mais aussi la tangente du paral- 
lèle quî est précisément (RV, R'V), la tangente du méridien, et celle de toute 
autre courbe tracée par ce point sur l'hyperboloïde. 

Nous avions déjà prouvé celle propriété singulière du plan tangent à l'hyperbo- 
loïde gauche dans le n* 142 ; maid nous avons cm devoir insister sur cette cîr- 
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C!9iiiB|tai|iQ9 et .rappnyei* ici «par de, qottii9lleft caB^4^atieQ9 1 patoe . qu'il impottei da 
86 fprroer uiie idé^Jbian peUe de la position d'uD plan qui ^^akïùkuigent ém uti 
jf(nnl{K^ RO) elséçimt dms.iausles, auft^es points CfiumJkM.W^ h M^ qu^ 
cçupe ipi suivant les deux droites (PBA| P'R'a) et (QRB, Q'R'€). , 

, ftS^. Tons laç prol)lèiQes relatifs aux plaD& (angenU, q4ie nops ayonarésoiua 
dans ce livre, portaienUurjiJl^adurfapeQi^ff/tii^rifiua^, i^^ Noua 

n'eu aJoLUterons p^^. o^tena^t de . nouveaux exemfiies^ pour d'anArw genipç de 
surfaces,, parce que la méthode. se :rédiait daaa loua lea iCa$.À employer le procédé 
{général indiqué n*" 103 , et.qfie noua rencontrerons dana la sDite a^sez d'occaaiona 
de rappliquer; mais il resterait à traiter la question du {dan tan^^t, hraque h 
Ipomi de conUtoi n'est pas oêsigné.wr la surface. Nous Tayons fait tant de suite à 
regard des cylindres et das oôues, parce qu'ici la solution était trop simple- pouf 
la différer; quaot aux autres aurfaoes,. il n'en est pas de même» et Tpn a besoin 
quebiuefois de s'aider des méthodes relatives sm^ intèreectione de; suif faces; c'ea| 
pourquoi nous renverrons les problème dp ce genre à un des livres saivantsy . • 



LIVRE IIL 

DES SIIBFACB8 DÉy6IX)PPABLl^ ET DES ENVELOPP)^, 

CHAPITRE. ÇRilMllER. ' 

DES SCaMCBS IlfifBIX>^râBLB|l 

156». Une surface est dite développable , lorsque étant sppposée flçxible, mais 
inextensible, elle peut être étendue sur un plan, sans éprouver aucun chanaement dans sa 
sîiperjicie. Or oi^ sent bien que toute surface, par exemple une portion quelconque 
de sphère, ne jouit pas de celle propriété; c*est pourquoi il devra y avoir, dans le 
mode de génération d'une surface développable, quelque condilion particulière qui 
lui permette de subir cette transformation , et c'est ce que nous expliquerons bien* 
tôt; (i^" 175). Mais, avant de nous élever à ces généralités, il nous, parait utile d'exa,- 
miner d'abord deux genres particuliers de surfaces qui peuvent. ainsi être dévelop^ 
pées sur un plan : ce sont les cylindres et les cônes. D'ailleurs^ le gi9ment est veiKi 
d'introduire ici les considérations de la méthode inûnitésimale qui , bien entendue^ 
présentera toute la rigueur désirable, et offrira dans la suite le double avantage 
d*abrég|er les raisonnements, et de se prêter avec/^cilitéaax opérations .gra|>biquep 
de la Géométrie descriptive. 

157. La tangente d'une courbe étant la limite des positions que prend, une 
séc^Ute^ lorsque deux dé ses points de section, se rapprochent indéfini qient, on peut 

b* édU. iO 
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eODsiélérer la tangente oomne «m droite qm passe par deax points it^nimenî voi^ 
sins stir la courbe, ou qtii a iin ^émem de comnAin arec elle; par là on sotmttttie, 
il eti vrai, à lacoorbe proposée ^ tm polygone ioscrît dont les cÀtés et les angles 
extérieurs sont inâniment petits, et dont chaque côté piolongé remplace une tan^ 
gcnte; mais toute propriété qui, dans «n tel pol^fgone, sera traie indépendamment 
de la grandeur absolue de ses côtés et des angles compris , subsistera également 
lorsqu'on mmltiplierade phfs en plus ces petites cordes en les rapprochant de la 
courbe; par conséquent, cette proprîéte aura lieu pardllement quand on passefra 
ft la limite, c'est-à-dire quand on considérera la courbe en question eât ses vérita-* 
blës tangentes. 

158. D'ailleurs, nous avons démontré rigoureusement (n* 95) que, dans toute 
surface , les diverses courbes tracées par un même point avaient leurs tangentes en 
ce point situées dans uu pian unique; donc ce plan, que nous avons nommé tan* 
ffent, pourra être considéré comme ayant de commun avec la surface un élément 
superficiel formé par Teiisemble des éléments linéaires communs aux courbes et à 
leurs tangentes; ce sera Télément de contact, qui se trouvera en général infimment 
petit dans tous les sens, à moins que la surface ne soit d'un genre tel, que le plan tan- 
gent se trouve le même pour plusieurs points consécntifs. 

159. {Fig. 4B.} Dans un cylindre, par exemple, nous savons (n* 99) que le 
plan BAT est tangent tout le long d'une même. génératrice AMB; donc ici ce plan 
aura de commun avec la surface un élément superficiel ABB^A' indéfini en longueur, 
mais compris entre les deux génératrices infiniment voisines qui passent par les 
points A et A^ communs à la base kC et à sa tangente AT. On voit que nous dis-* 
tinguons ici , comme dans la note du n* 199, l'élément de la surface d'avec la géné-^ 
ratrice; et cela est essentiel : car, dans tes surfaces gauches, nous reconnaîtrons 
que cette dernière droite sera commune aussi à la surface et au plan tangent, tan- 
dis que l'élément superficiel indéfini en longueur ne se trouvera pas tout entier 
dans ce plan. 

De même, une surface conique qui est touchée par son plan tangent tout le long 
d*une génératrice (n* 100), aura de commun avec ce plan un élément superficiel 
indéfini eu longueur, mais compris entre deux génératrices infiniment voisines. 

160. (Fi^. 48.) Une surface cylindrique est toujours béyeloppable ; car 
imaginons qu^élIe a été coupée par un plan perpendiculaire à ses génératrices, 
suivant une courbe CA qui se nomme la section droite (*) ou section orthogonale du 
cyhndre , et que nous regarderons comme sa base , ou comme la directrice de la 



{*) Nous appeflerons souvent, pour abréger, cylindre droit, celui dans lequel on prendra pour base 
ou pour directrice la section droite ^ sans vouloir exprimer par là que cette «ectkm est un cercte, 
ftttquM û«i'noii& dirjoii6qiie<^'eaib«i cylindre de révoi«llon« Du rasta, cette dénamiiiaution nlndiqnera 
rien de particulier ^Jans la nature du cylindre, puisqu'on sent bien que toute surface cylindrique peut 
être ramenée à ce cas en la coupant, comme ici, par un plan perpendiculaire à ses génôratricea. 
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cbmtomobHdqxlia eogmdvé ceUe^sarfAoe :; pmà êoh^tàtaonBj pour on moiAénty à 
(ScAto coui^â un- polygDW inaevit GiA^ A'' (j!^. 49 )9 ce qui transfonnerû le eylkidra 
aAUa prisofte droU. Alors ooas poucroM faire toimar 1» laoe if^A"A*V mtow de 
l'jiréle B^A^ eommci chariuère, jodqu'à ce qu'dls vienoe: s& placor- dans le ptdA de 
lafoM.B'A'AR; ed par là le côté. A' A-', iraaBporté eikA^af\ se trouvera situé sur le 
proioDgement de AA', puisqu'ils continueront d'être tous les deux perpendîco-^ 
laÎFes à laréte A'B^ Ensuite, oa pourra faire tourner la ftice composée BAa^' 6'! au- 
tour d^ la charnière AB, jas<|u'à ce qu'elle arrive dans le pla» de la face suivante; 
etf eu coutinttèul aiasi^ oa awiènera toutes les faces du prieme à être situées dans 
un plan unique , à la suite les unes des autres , de sorte que la surface prismatique 
se trouvera déveUtjptpie ^ sans avoir changé de superfide. En outre , observons .bien 
^ue tous les o6tés du polygone GAA'A'^ formeront, après le développement, une 
seule et même ligne droite à laquelle toutes les arêtes du prisme eontinueront d'être 
perpendteidaineS) aiosi que nous Tavons prouvé pour les deux premiers o6tés AA' 
et A^A^^; et qu» la leugueur de cette droite sera égaie à la somiae dès côtés cb 
poiygoue primitif, tandb que \m diverses arêtes AB^ A'BV- auront conservé les 
lou^ueurs qu'elles avaient auparavant. 

IM. {Fig. 48. ) Or il est bien .évident que toutes ces eoneéqMUces seront ég»- 
l^amt vraies 9 quelle que^ soit la grandeur des angles et des cêtés du polygone que 
l'on a substitué à la. courbe; GAA^; par conséquent! elles amont lieu aussi dans ou 
cylindre qui est la limite des priâmes îoucrils^ on, si Tûh vent exprimer diffiéren»» 
ment la mâme idée^ dans un cylindre qui n^est autre chofiaqu:'u& prisme dont la 
baee aerdit xb& poUfgone infinUéemal. On peut doucafiirmBr : i^ que toute sorfaoe 
eyliodrîque eut éévdoppable; -2** qu'après cette, transfarmatieii, la sectim oriimgQ^ 
naU ou perpen(£tsalaiffe ausigémératidoeB , énAtnt une (Irokt^ dont la bxigueur égate 
le périmètre^ cette sectiou; i° que l0$ génémuiee$ tfesimi perpendUmkâre^ à cette 
(trçite^y eu conservant d^ailteurs leurs longueurs priautiveSt soii aiwlessue, soit au^ 
dessms de cette. iMae. 

162. (Fig. 49*) S'il existait sur le cylindre une courbe quelconque GMM', elle 
se trouverait remplacée, sur le prisme, par un polygone GMM'M^^ dont les côtés 
ne changevaient pas de hmgttsur^.loreqa'ils serafiaut entratsé» avec les faces db 
prisme, dans leurs manvementa ée retelion' autour dus aDÔtessiicctsaives; màia ce 
polygone chaugerait de forme ^ . puisque l'angle, intérieur MM'M'' (*) deviendrait 
MM' m"» Toutefois, comme dans ce développement le côtéM'M" tournera par un 
mouven^al dss réfvihitioa autour de ^ ckacmère B^M^, il sr'eosmi qttSi Tufigto 
B'M'M^ demeurara^ constant et égal-èiB'M'm'': il en seradie-mêne de l'augteBMM^^ 



(*) Le supplément de cet angle, savoir M'^M'r, lequel serait compris entre deux tangentes consé- 
cutives, se BomtAe angte de contingence^ et peut servir à apprécier la e^Htrtureù^ la ooarbe en eef 
eudMi, «oAmsfnawifèapttqusMiH bîQEitôl^(Q^ teS)^ 
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OU TMÂ qui restera invariable , et dont un côlé TMM' deviendra , à la limite , la tan- 
gente de la courbe que remplace actuellement le polygone GMM<. Si d'ailleurs on 
observe que toutes ces propriétés sont indépendantes de la petitesse plus ou moins 
grande des faces du prisme, et qu'ainsi elles doivent encore être vraies pour la 
limite de ce prisme, ou pour le cylindre de la/^. 48, on en déduira les consé- 
quences suivantes : 

I^ {Fig. 4B.) Quand on développe un cylindre sur lequel est tracée une courbe 
quelconque GM , cette ligne se change en une autre courbe que nous appellerons 
la transformée de la première , et dont les arcs ont la même longueur absolue que ceux 
de la courbe primitive. 

2\ Les portions de génératrices MA,M'A\..., comprises entre cette courbe et 
la section orthogonale GAA', restent de même grandeur ^ et toujours perpendiculaires 
à la droite suivant laquelle se transforme la base CAA^ 

S"*. Chaque tangente MT à la courbe primitive forme, -avec la génératrice MA, 
un angle qui demeure invariable; et d'ailleurs ce^/^ droite Mî se retrouve^ après le dé- 
veloppement, tangente à la transformée. Cette dernière assertion se justiûe en obser- 
vant que t sur le développement du prisme , la ligne MT ne cesse pas d'être le 
prolongement d'un o6té du polygone transformé. Nous verrons bientôt, dans plu- 
sieurs épures , la manière dont on fait usage de ces diverses propriétés pour exécuter 
graphiquement le développement d'un cylindre, et pour y construire les transfor- 
mées des courbes primiiivemeoEit. tracées sur ce corps. . 

163* Nous avons dit qu'une courbe quelconque GMM' tracée sur un cylindre t 
se changeait, après le développement de cette surface, en une antre ligne qui 
généralement était encore courbe ; cependant il y a des cas particuli^s où cette 
transformée peut être rectitigne^ et pour trouver plus facilement les conditions qui 
s'y rapportent, substituons encore au cyUndre et à la courbe le prisme droit et le 
polygone GMM' de la fig. ^g. Ak)rs, pour que le côté M'M'\ transporté en VHm\ 
se trouve sur le prolongement de MM\ il faut et il suffit évidemment que l'on ait 

_ angleWM'm' = A%'}IL = BMW; 

et puisque nous avons vu (n"* 162) que le premier de ces angles demeurait égal à 
Tangle primitif B'M^M^, la condition précédente revient à celle-ci : 

angleWMW = Bmi^', 

comme il en serait de même des autres côtés consécutifs comparés entre eux , on 
en conclut que tous les côtés du polygone GMM'M" doivent couper les arêtes du 
prisme sous un angle constant. Maintenant, si Ton transporte au cylindre ces rela- 
Uons qui devaient toujours avoir lieu sur le. prisme, quelque petites que fussent 
ces faces , et si Ton se rappelle ( n* 157 ) que les prolongements des côtés du poly- 
gone deviennent, à la limite, les tangentes de la courbe continM vers laquelle 
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converge ce polygone ^ on en déduira ce théorème: Pour qu'une courbe GtA, traeée 
sur un cylindre y devienne RBCTiLiciifi après leldéveloppement de cette surface^ Ufma et 
il suffit que toutes les tangentes de cette courbe fassent un angle constant avec les géné- 
ratrices du cylindre. Les courbes qui satisfont à cette dernière condition « se nom* 
ment des uÈLiaSy quelle que soit la base da cylindre sur lequel elles sont tracées : 
ainsi les hélices sont les seules courbes qui deviennent rectilignes, par le dévelop- 
pement de la surface cylindrique qui les contient. 

tttl. (Fig. 48.) Elles jouissent d'ailleurs de celte autre propriété bien remar- 
quable : Un arc quelconque d^héliee 6M est la ligne la plus courte que l'on puisse tracer 
sur le cylindre, entre ses extrémités G et M. En effet, si on lui compare une autre 
courbe comprise entre les points 6 et M, ce dernier arc ne deviendra pas réctiligne 
qu^nd on aura développé le cylindre ; donc alors il sera plus long que l'arc d'bé^ 
lice qui sera devenu une droite : mais nous avons vu (q° 162) que, dans ce déve*- 
loppement, les transformées conservaient la même longueur que les courbes primi- 
tives; donc aussi, avant le développement du cylindre, Tare d'hélice était plus 
court qne toute autre ligne passant par les points G et M. 

165. Il importe d'observer ici que toutes les courbes qui deviennent rectilignes 
après que le cylindre est développé, étaient primitivement gauches ou à double cour- 
bure, c'est-à-dire que trois tangentes infiniment voisines, ou trois éléments consé- 
cutifs, n'étaient pas dans un même plan. En effet, revenons au polygone de la 
fig. 49 9 et considérons-y trois côtés consécutifs, KM, HM^ TAIWi que nous suppo- 
sei*ons dirigés de manière à former, avec les arêtes du prisme, des angles égaux 
entre eux et désignés par a. Si ces trois côtés, pouvaient être dans un plan unique, 
il en serait certainement de même pour trois droites menées par un point quel- 
conque G, parallèlement à ses côtés : or ces trois parallèles, formant aussi chacune 
un même angle a avec Taréte GD, se trouveront situées sur la surface d'un cône 
droit dont GD sera Taxe, et l'on sent bien qu'une telle surfaee ne saurait avoir 
trois do ses génératrices dans an même plan, puisque alors trois points de la cir- 
conférence qui lui sert de base seraient en ligpe droite. Donc il est pareilienjent 
impossible que les trois côtés consécutifs KM, MM', M'M'^ se trouvent dans un 
même plan; et cette proposition ayant lieu quelle ^ue soit la (letitesse de ces côtés, 
demeure également vraie pour leurs prolongements, lorsque le polygone dégénère 
en une courbe continue; auquel cas ces prolongements sont les tangentes mêmes 
de cette courbe. Ainsi les hélices sont toujours des lignes à double courbure. 

166. Il fout seulement excepter de cette conclusion générale un cas unique, qni 
est celui où l'angle a se trouve droit; car alors le cône qui nous a servi tout à 
rheure à établir la proposition précédeute se néduit lui-même à a» plan. D'aiUeura^ 
rhélice particulière qui répond à l'hypothèse actuelle a = go% n'est autre chose 
évidemment que la section droite GAÂ'; et nous savons, en efiet (n* t6i), que 
cette section devient réctiligne après le développement du cylindre; mais du moins 
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MUS poovoM affîmer que, ée touêeslescowfées muitES traoées êêêp un eglmdre^ U n'y 
aqttô /te stCTiON û!iniO€M)i«Af.8 qmi demenne redUigme aptéê le éémhppemmt ée cette 
êutfaee. 

iS!J. (Fig* 49«) A Toocaftion des béliees (|ui, comme nom TaTong reoomiti, ne 
sont pas des courbes planes, nous ferons observer qae, daas toute courbe gauche^ 
teUe que GKM,. située d'une manière quèko&que dans l'espace, si trois éHéBomis 
voisins KM, MM', M'M'' ne sont pas dans un même plan, du moitts cetfee eoiOÊêàiioo. 
sera t&ujours remplie pour deux éléments consécutifs MM' et M' M''; ^ le plan MM'M'' 
se nomme le fdan oecidateur de la coui^ au point M. Pour le point K, au contraire, 
le plan œculateur serait KMM', et ainsi de siûie ; de sorte que les divers plans 
Mculateurs se coupei^t deux à deux suivant un éiémeot intermédiaire, et ils ne 
eoïoeident tous ensemble qu'autant qae la courbe est plane. D'ailleurs, pftr les 
considérations exposées plus haut, cela revient évidemment à définir le plan oscu^ 
taieur comme celui iftct passe par deux tcmgeniee infiniment w»fVt«t. 

168. Observons encore qu'une ligne courbe continue, plane ou non, n'a jamais 
qu'une tangente unique en un point donné ; mais elle admet évidemment une infr- 
Bité de normales, c'est-»-dire de droites perpendiculaires à la tangente, et m^aées 
par le point de oontaet de celle«*ci : or toutes ces normales forment nécessairement 
un plan perpendiculaire à la tangente, et que rou appelte le plan nermal de ta 
courbe au point en question. Cest précisément le contraire de ce qui arrive pour 
tine Burfoce, laquelle admet, en chacun de ses points, une infinité de tangentes 
formant le plan tangent, et une normale unique perpendiculaire à ce plan. 

4M. Uns SURFACC coNiQiuE EST ToviouRS DÉVBLOPPABLE. Sdus pssser îci par 
toutes les considérations intermédiaires que nous avons cru devoir employer pour 
le cylindre, regardons immédiatement la base du cône, quelle qu^eUe soit, comme 
1» polygone h^niiémnal CAAf A^ (fig. 5o), et ce cône lui-même comme une pyra- 
mide dnnt chaque fece S AA' sera un élément superficiel infiniment étroit, qui se 
trouvera comnotim (n* IS©^) à la surface et à son plan tangent le long de la généra- 
trice SA. Alors on pourra faire tourner la face SA' A'' autour de Tarête SA', jusqu'^à 
ce qu elle vieoAé se placer dans te plan de la face SA' A, et à la miie de celle-ci ; puis, 
faire tourner te système de ces deux faces autour de Taréte SA, et les aftien^ dans 
le plan de la face précédente. En continuant de la softe, on obtiendra un secteur 
polygonal (*) composé de toutes les feces de la pyramide, mises à côté les unes 
des autres dans un même plan, et dont par conséquent la superficie égalera Vaire 
de cette pyramide? d'ailleurs, ii est évident que dans cette transformation, les 
côtés et les angles des toces SA'A", SAA',... resteront invariables, ainsi que ceux 
des trîànglee quelconques SM'W^, SftB*',..., tandis que les angles AA'A^', SBI'M^ 

(♦) Ou plutôt, le système de deux secteurs opposés par le sommet, si Ton développe en même temps 
la pyramide supérieure SBB' B* qal rempiacô la deuxième nappe da cône. 
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chaaferidat dd (gra^dMr; et cMiitte cds diverses oirooiistaiiciM «est égalemieiit 
vraies quoUeque soitl» petitease deè faocs de la pyramide^ elles subMstdrotti doùç 
pareiltemeot pour la limite de ce corps, c'e8t»à-dîre pour ub cône siu* lequel les 
polygoDesGAA'A'^ et GMM'M^' deviendront des courbes continues, dontleâ twst^ 
gentes seront les prok>Bgements dès éléments A A^ et MM^ 

170. De là résokent ^ideroment les conséquences suivantes : i% Totae surface 
conique est dévetoppable^ et dans cette- transformation les génératrices y ou despor^ 
tiens quelconques de ces droites, ne changent pas de longueur. 

2\ La base du -oône., ou toute autre courbe tracée sur sa surface , devient une 
ligne dont la courbure n'est plus la même que celle de la eourbe |u*in)ilive^ et 
qu'on nomme la tfornsformée de la première ; mais les arcs de cette transformée cm^ 
servent la m^me/on^taeicr absolue que ceux de la courbe primitive* Si cette dernière 
avait d'abord tous ses points à une distance constante du scMumet^la transformée 
serait un arc de cercle décrit avec cette distance pour rayon. 

S*"* Cha<fue tangente do la couii»e primitive forme avec la génératrice du cône 
wê angle qui reste invariMe dans le déveleppement de cette surface ; et cette pre^ 
mière droite redevient tangente à la transformée. Nous verrons plus loin de quelle 
manière on emiploie cesjdtverses propriétés , pour exécuter graphiquement le déve« 
lopfiement d'urne suriace conique. 

171. PSoor qu'âne courbe GMM% tracée sur un cène, devienne rectilighe après 
le développement de la surface, il faut évidemment et il suffit que deux éléments 
eoàsécutife MM\ WW^ seîent dirigés de manière que 

angle SWW =SM'/; 

et comme les prolongements de ces éléments sont les tangentes de la courbe pri- 
mitive ,. cela revient à dire que deus^ êangentes consécutives de cette courbe doivent 
fonner des angles égaux avec la génératrice intermédiaire : mais ces angles iie sonl. 
plus constants p^ur toutes les tangentes, ainsi qu'il arrivait dans le cas du 
cylindre (n'^ifiS). 

172. (Fig. 5o. ) Toute courbe qui vérifiera la condition précédente, jouira 
aussi de la propriété d'être la ligne la plus couru que l'on puisse tracer entre deux 
de ses points, sur la surface conique; et cela par tes mômes raisons qui ont été 
données dans le n"" 16ft : mais cette courbe ne présentera pas la forme d'une spir 
raie qui s'élèverait de plus en plus vers le sommet S du cône. En effet, l'angle 
SMM' sera moindre queSM'Jid'S puisque ce dernier égalera SM'^, ainsi l'inclinaison 
SM t de cbaque tangente sur la génératrice correspondante étant d'abord un angle 
aigu qui va toujours en augmentant^ la distance SDA deviendra minimum lorsque 
cet angle sera droit, et alors on obtiendra le point de la courbe le plus rapproché 
du sommet S; puis au delà, cette courbe s'en éloignera de plus en plus, puisque 
Tangle SM t deviendra obtus, et continuera de croître. Ainsi , sur un cône de révo- 
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lution, par exemple , la ligne la plos courte entre deux points de la basé cirdilàiré 
n^edt pas Tare de ce cercle compris entre ces deux points; mais c'est une espèce tté 
courbe hyperbolique dont le sommet se trouve à égale distance des deux points ett 
question , et qui ^ après le développement du oAne, deviendrait une corde du cerclé 
dans lequel la base primitive serait tran^mée. Les deux rayons parallèles à cette 
corde étaient, sur le cône primitif» les génératrices o^j^mproi^ de la courbe ea 
question. 

173. Au contraire, une courbe qui , sur une surface conique quelconque, joui^ 
rait d'une propriété analogue à celle de rbélice (n^'ifid), c'est-à-dire dont duique 
tangente ferait un angle constant avec la génératrice^^^mfiX par le point de contai» 
prédenterait la forme d'une spirale qui s'approcherait indéfiniment du sommet, 
lequel serait à son égard un point asymptotique : puis , dans le développement^ cette 
courbe deviendrait évidemment une spirale logarithmique , car on sait que cetla 
dernière a la propriété de couper tous ses rayons vectairs sous un angle constant. 

Si cet angle était droit, la transformée serait un cercle ; et alors tous les rayons 
vecteurs étant égaux , la courbe primitive tracée sur le cône ne pourrait élve 
qu'une courbe spliériquey c'est-à-dire qui résulterait de l'interaeetion du cône pro* 
posé avec une sphère ayant pour centre le sommet. ( Voyez n* 319. ) 

17A. {Pig- 5i. ) Surfaces dévbloppablbs qqblconwbs. Généralisons mainteBant 
les oonsidérations que nous avons employées pour les cônes et les cylindres, et 
imaginons qu'une surface soit engendrée par une droite mobile dont les poriHoAi 
consécuiiv€$^ ou infiniment voisines , $e troui^eni deux à deux dans un méine pkm. 
Nous indiquerons bientôt (n'' 180) divers modes de satisfaire à cette condition; 
mais, pour l'instant, il nous suffira d'admettre qu'elle a été remplie d'une manière 
quelconque, et que ÂB^ A'fi', A^B'%..., sont des positions infiniment voisinesde 
la droite mobile. Alors, d'après la définition de la surface, les deux génératrices 
consécutives AB et A^B'- se couperont nécessairement (*) en un certain point M'] 
de même la génératrice A'B' sera rencontrée par A'^ W en un point M'' , et oelie^ 
le sera par la suivante en un point W\ etc« ; de sorte que oes intersections sucées* 
sives donneront lieu à un polygone MM^M'^M'''...; ou plutôt, puisqu'on suppose 
les génératrices infiniment rapprochées, cela formera une oowbe continue 
VMM' M" U à laquelle toutes ces droites seront évidemment tangentes, et qui se 
nomme F arête de rebroussement de la surface^ par une raison que nous explique- 
rons bientôt (n*178). 

175. {Fig. 5i.) Gela posé» je dis que la surfiloe engendrée d'après la loi pré*' 
cédente est déuetoppable. fin effet, pldftque les deux génératrices consécntives AMB 
et A^M'B' sont dans un même plan, elles comprennent entre elles une zone aftgu* 
*■■■ - 1 - ■ ... — - --. .-- , -^ . .. .. -. •■ - ■ • — ^-. - ■- . _- - • 

(*) Biles pourraient être parallèles; mais en considérant alors leur point de section comme situé 
à f infini^ an rotrouterà tci^iottMCû cas particttUer dans respèeé ^ 
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laire de la Barface , inÛDiment étroite, mais ind^Die en longueur, et qui e»tné« 
eessairement plane; car , pour les div^*6es courbes tracées sur la surface, les élé- 
ments linéaires AÂ% PF,*«. ayant deux points communs avec les droites AM 
et A'W, se trouvent tons dans le plan de ces deux génératrices. De même, les 
génératrices A' M' B' etA^'M^'B^'' comprennent un autre élément superficiel ^ qui est 
plan et dune langueur indéfinie; et ainsi des autres. Alors, si l'on fait tourner le 
premier élénient autour de la droite A' M' B' comme charnière, jusqu^à ce qu'il 
vienne dans le plan et à la suite du deuxième élément; puis, que Ton rabatte 
autour de A''B^ le système de ces deux éléments sur le plan du troisième, on 
finira, en continuant ainsi, par dérouler sur un plan unique toute la surface 
proposée, sans discontinuité et sans altérer sa superficie. D'ailleurs il est bien 
évident : i"" que par oette transformation on n'aura nulleonent changé les lon- 
gueurs des portions de génératrices MA, M'A%..., non plus que celles des arcs 
AA', A'A%...; a' que les angles MAA^ ou MAT, MA' A'' ouMA'T',... formés par 
les génératrices avec les tangentes d'une courbe quelconque AD tracée sur la sur- 
face, resteront stnssi invaricAles ; 3^ qu'au contraire les angle» de contingence tels 
que TA'T', ou leurs suppléments comme A A' A'', changeront de grandeur, et 
qu'ainsi la courbe AD aura pour transformée une ligne dont la courbure ne sera 
plus la même que priœîtivement , quoiqu'elle conserve le même périmètre. Par là, 
il demeure donc prouvé que toute surface qui satisfera à la condition du n"" 17^1^ 
aéra développable. ** 

176. Bécij^oquement, €ette comUthn est nécessaire; car, pour qu'une surface 
puisse élve étendue sur an plan sans déchirure ni duplicatnre, il ûiut évidemment 
qu'elle se compose d'éléments superficiels jplans, qui soient réunis seulement 
deux àdeux par des bords rectiligries indéfinis , afin qiie ces dfoites puissent servir 
de charnières pour faire tourner ces éléments superficiels, et les amener dans ua 
plan unique à la suite les uns des autres. Tatfidis que 4 si la droite intersection.de 
deux éléments teontigns était limitée par la rencontre d^tin trûssième élément, il 
eaiidterait exï cet endroit un angle trièdre ou polyèdre, dont les faces ne pourraient 
être étendues sur uo plan, sans laisser entré elles des interstices; et comme cette 
circonstance se répéterait pourdiaque point Où se réuniraient plus de deux éléments 
superficiels, il n'y aurait plus de continuité dans te développement de la surfice; 
et la: superficie mt serait altérée. Mais dès lors que les élémentl9 superficiels se 
coupent ainsi deux à deux suivant les droites indéfinies, on voit Uelïi que la surface 
sera le lîeii de génératrices rectil%nes a tuées deux à deux dans un même plan ^' et 
eonséquemment la condition énoncée au if 17/i est vraiment «^ssaire pour que 
la surface soit développable. 

t77. M résulte immédialement-deJà que U plan qui loucbe. une-^surface dévebp^ 
pable dan^ un point qqelconque P, est tangent touf le long de la génératrice AÇMB 
qui passe par cepoin(. Jln eifet, puisque (n* 476) toutes ies eôwbes AD, PX, 
6* édit. il 
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BCy... cmt leurs éléai6Dts linéaiiM AA\ PP', BB^... silnés dans le pfam dei doim 
droites infinifflent voisiaes ÂM'B, A^M'B% il s'ensuit que ce plan renferme toutes 
les tangentes en Â, P, B.,..., et par conséquent c'est bien un seul et môme plan 
ÂM' A' ou BAT y qui touche la surface développable tout le long de la génératriee 
ÂMB, Ainsi, dorénavant, quand on voudra construire le plan tangent relatif % un 
point Q donné sur une telle surface , il suffira de le faire passer pat la fénàratrw 
AQB et par la tangente AT à une courbe tracée sur cette surface par vm point 4fn0^ 
conque de AB. 

Celte proposition, que nous avions déjà démontrée ( n^» 99 , iOO) pour les cj^ 
lindres et pour les cônes, est doiac commune à toutes les surfaces déneloppaibltiB; 
et elle mérite d'autant plus d'attention , qu'elle ne se vérifiera pas dans les suffaces 
gauches 9 quoique celies-ci admettent pareillement des génératrices rectilignés. 
D'ailleurs , elle va nous servir bientôt à indiquer u« nouveau mode de génération 
des surfaces développablcs, en les regardant comme des enveloppes d'un plaà 
mobile (n'^ISâ). 

Observons aussi que le plan AM'A' ou BAT qui est tangent à la surface déve- 
loppable, coïncide précisément avec le plan osculaieur de l'arête de rebroussement 
VMU, puisque les deux génératrices AM' et A' M' sont tangentes à cette courbe. 

178. {Fig, 5i. ) Nous avons dit que la courbe VMU formée parles intersections 
successives des génératrices , se nommait f arête de rebroussement de la surface déve- 
loppable; et pour sentir la justesse de cette dénomination, il n'y a qu'à regarder 
chaque génératrice AB comme composée de deux parties MA et MB, l'une sîtnée 
au-dessous et l'autre au-dessus du point de contact M ; puis désigner sous le nom 
de nappe inférieure la portion de surface engendrée par les parties MA, M'A', 
M" A'',..,, tandis que les parties MB, M'B', M''B",.-. formeront la nappe sfÊpé^ 
rieure (*). Alors, si Ton veut passer d'une nappe à l'autre, en cheminant sur là 
surface d'une manière continue et dans uiie direction quelconque (excepté dans la 
direction d'une génératrice ) , on s'apercevra aisément que ce passage ne peut 
avoir lieu qu'en suivant une courbe SNa, qui présentera un point de rebroussement 
à l'endroit où felle rencontrera la ligne VMU. 

Comme cette circonstance est très-importante à remarquer, essayons de la rendre 
plus sensible, en projetant toute la figure sur un point horizontal quelconque; 
soient donc mu {fig. 5^) la base du cylindre vertical qui passe par la courbe VNU, 
et oft, û'6V*. {fig* 5i et Sa) les projections des génératrices, lesquelles seront né- 
cessairement tangentes à vnu. Il s'ensuit déjà qu'aucune de ces droites ne péné- 



(♦) Gâ9 parties de génératrice se prolongeraient indéfiniment; mais, pour rendre plus senoiëte la 
forme opposée des deux nappes, nous supposons ici que ces droites se terminent à deux plans hori- 
âontaux qui coupent la surface suivant les courbes AO et BC, dont la première tourne sa convexité, 
et la'seconâe sa ootcavité vers i^olMryatev. 
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trera drnis kf cyliodre vertical mu^ et qu'ainsi 1^ doasc nappes de la sorface dére* 
k>ppable restent en dehora de ce cylindre, sur lequel elles viennent s'appayer le 
long de la courbe YNU. D'ailleurs, si Ton regarde ce cylindre comme un corps 
sottde, et la génératrice projetée sûràb comme une droite inflexible qui roule, 
san9 glmer, sur ce cjrlindve en demeurant tangente à la courbe VNU , il est évident 
que cette droite mobile parcourra la surface dévek>ppable en question» Or dans 
ee moavement on aperçoit bien qu'un point quelconque 6 , fixement attaché à la 
partie supérieure mfr delà génératrice , ira d'abord en se rapprochant du cylindre ^ 
et viendra en Sf quarnd la génératrice se projettera sur a' 6', puis en n lorsqu'elle 
sera projetée sur a'' 6''. Mais, au delà de cette position, le point générateur se trou- 
vera aii^(/e#^ti« du point (le contacidé la génératrice, quand elle continuera de rouler 
sur le cylindre vertical ; de sorte que le point mobile commencera dès lors à s'é- 
earter de plus en plus de ce cylindre, et il viendra en a" pour la position a"'^'^, 
en a"" pour a""^"^,..». D'où Ton doit voir clairement que la courbe 6on a'' décrite 
parle pointe, se composera de deux branches qui offriront un rebroussement 
en n, et dont la première SS'n sera située sur la nappe supérieure de la surface, 
tandis que l'autre na'^sera sur la nappe inférieure. Nous étudierons en détail, au 
n* fi56, le cas particulier .où la courbe VNU est une hélice. 

170. En résumant tout ce qui précède, on trouve les conséquences suivantes : 
i\ Pour qu'une surface soit dévehppable ^ il faut et H suffit qu'elle soit engendrée pm 
une droite qui se meuve de manière que toujours deux positions consécutives se trouvent 
dans un même plan. C'est là une propriété caractéristique pour toutes les snr<- 
faces de cette classe , laquelle comprend évidemment les deux genres particuliers 
des cylindres et des cônes; puisque, dans le premier, les génératrices recti lignes 
sont toujours parallèles, et que dans le second elles se coupent toutes au même 
point. 

2*. Une surface dévetoppable admet toujours une ahéte de asBROussBimiiT formée 
par les intersections successives des génératrices; ces droites sont tangentes à l'arête 
de rebroussement , qui d'ailleurs divise la surface en deux nappes distinctes. Dam 
les surfaces coniques , l'arête de rebroussement se réduit à un point unique qui est 
)e sommet; et dans les cylindres, cette arête se trouve transportée tout entière 
à une distancer indéfinie. 

3\ Le plan tangent d'une surface développable est commun pour tous les points 
d'une même génératrice rectiJigne^ et il coïncide avec le plan osculateur de l'arête 
de rebroussement. 

4^ Dans le développement de la surface, les portions des génératrices f aussi bien 
que le^ arcs d^une courbe quelconque tracée sur la surface, ne changent pas de Ion-' 
gueur absolue; et les tangentes à cette courbe forment avec les génératrices des angles qui 
demeurent constants. Mais il n^en est pas ainsi des angles de contingence , compris 
entre deux de ces tangentes consécutives; et par ccHiséquent la courbe primitive a 
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«pour irans/oTDi^e une ligne dont la courbe n'est pins la naéme qu'auparavant (^}. 
180. {Fig. 5i.) Voyons maintenant de quelle manière on pourra remplir la 
condition qui a servi (n"* 17 U) à la définition des surfaces développables. Prenons 
deux courbes quelconques AD et BG fixes dans l'espace ; puis, assujettissons une 
droite mobile à glisser sur ces directrices ^ mais de mauière que ses positions con- 
sécutives se trouvent deux à deux dans un même plan. Après avoir choisi sur la 
première courbe un point quelconque A\ il ne faudra pas le joindre avec un point 
arbitraire de la deuxième, parce que rien n'assurerait que la droite ainsi tracée 
serâjit dans un même plan avec la position très-voisine qu'elle prendrait ensuite (^^); 
mais imaginons une surface conique qui ail pour sommet le point A' et pour base 
la courbe BC , et menons-lui un plan tangent qui passe (n"* 125) par la droite AT 
tongenie au point A' de la directiûce AD; alors, si l'on construit la droite A' B' 
suivant laquelle ce plan toucbera le cône auxiliaire, je dis que Â'B' sera la position 
que doit prendre la génératrice de la surface développable lorsqu'elle passe par le 
point A' de la direclrice ; et les autres positions A" B" , A''^ B'^' ,. .* s'obtiendront d'une 
manière semblable. Pour justifier cette construction, il suffit d'observer que, 
quaud la droite mobile passera de la position A'B' à une position infiniment voi* 
sine A'^B", elle pourra être censée glisser sur les tangentes A' A" T' et B'B^S'qui 
ix>ïncident avec les vraies directrices dans l'inlervalle des éléments A' A'' et B'B'' : 
or ces deux tangentes sont évidemment situées dans un plan unique, qui est le 
plan tangept que nous avons mené au cône auxiliaire; donc aussi les deux généra- 
trices A'B' et A ' B^' se trouveront dans ce même plan. 

. 181. (Fig. 5i.) Il suffirait même d'assigner une seule directrice pour déterminer 
complètement la surface développable, si l'on assujettissait la droite mobile à de- 
meurer conslammeni tangente à celle courbe. Soit, en effet, VNU une ligne quelconque, 
fixe dans l'espace , mais qu'il faut choisir à double courbure, si l'on ne veut pas 
retomber sur un simple plan. Construisons les tangentes AMB, A'M'B', A"M"B",.-- 
pour des points M, M^ W ^ extrêmement rapprochés sur la courbe ; ce seront là 
autant de positions de la droite mobile, et je dis que la surface, lieu de toutes ces 
positions, sera. d^i>e/oppa6/€i. Car les deux génératrices infiniment voisines AMB et 
A'M'B' ont de commun avec la courbe, l'une Télément MM', l'autre l'élément 
M'M"; donc ces génératrices se coupent au point M', et, par conséquent, elles 
sont bien situées dans un même plan. Un raisonnement semblable s'appliquerait aux 



(♦) On doit excepter néanmoins Tarête de rebroussement , pour laquelle les angles de contingence 
restent invariables, poisqu'ici ces angles sont formés par les génératrices entre elles, et que ces droites 
servent précisément de charnières pour exécuter le développement. Ainsi, par exemple, l'angle AM' A' 
demeure constant, aussi bien que son supplément MM'M^ 

(♦*) A moins qu'on ne voulût laisser immobile le point de la droite placé en A' et faire glisser seu- 
lement l'autre extrémité sur la courbe BC; mais par là on n'obtiendrait qu'une surface conique, genre 
trop particulier de surface développable pour que nous nous y arrêtions. 
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autres ^nératricas conséculivea : ainsi il est certain que \^ surface , lieU: de toutes 
oes (augeutesy est développable ; et dans le cas actuel, la courbe direclrice YNU 
est précisément Taréte de rebroussement , qui a toujours pour pians osmtaieurs les 
plans tangents (n'' 177) de la surface développable. 
Yoici encore quelques autres manières d'engendrer une surface développable. 

182. ( Fig. 53. ) Si , sur une surface donnée que nous désignerons simplement par 
S, on trace une courbe fixe et quelconque CND...; puis, que par des points très- 
voisins N, N', N\..., pris sur cette ligne, on jnèue à la surface des plans tangents 
P, P', P"v.., qui sont ici figurés seulement par les droites NP, N^P'...., ces plans 
se couperont consécutivement suivant les droites AM, A'M', A"M'V-v ^w* «^ ^row- 
veront deux à deux dans un même plan. En eflet , les deux pfemières résultant des 
intersections du plan P' avec le précédent P et avec le suivant P'^ sont évidem- 
ment situées rune et l'autre dans le plan P'; de même les droites A'M' et A'^^M" 
sont toutes deux dans le plan P'', et ainsi de suite. D'où il résulte que ces diverses 
intersections déterminent une série de faces planes et angulaires AMA', A'M'A'\ 
A'^M''A"V«-9 qwi approcheront de former une surface corttmue , et évidemment dé- 
veloppable, d'autant plus exactement, que les points de contact N, N^ N"^..\ 
seront plus voisins sur la courbe CD. Or, pour atteindre à celte limite ; il suffit 
d'imaginer que le plan P roule sur la surface S par un mouv^xtent continu, en 
lui demeurant perpélueiloment tangent le long de la courbe donnée CND; alors 
on dît que la surface développable en question est C enveloppe des positions que 
prend le plan mobile^ parce qu'en effet e//^ est touchée par ce plan dans chacune de 
ses positions, puisque celles-ci ne sont autre .chose que les prolongements des 
petits éléments superficiels AMA', A' M' A",... qui composent la surface. 

183. Ceci n'est point particulier à la surface qui nous occupe , et l'on peut dire 
généralement que tôuie surface développable est ^enveloppe des positions d'un plan mo- 
bile assujetti à se mouvoir suivant une loi déterminée. En effet, dans le cas général, 
nous avons vu (n* 177) que la surface était touchée tout le long de la génératrice 
AA (fig. 5i ), par un plan unique qui renfermait la génératrice infiniment voisine 
A'B', et qui, par suite, était le prolongement de l'élément superficiel AM'A'; de 
même, le plan tangent consécutif serait le prolongement de l'élément A^M^'A'', et 
ces deux plans se couperaient suivant la droite A'M'B'; de sorte que les diverses 
génératrices étant les intersections des plans tangents consécutifs, on peut obtenir 
ces droites ou bien engendrer la surface développable, en faisant mouvoir un. plan 
indéfini, de manière qu'il prenne successivement les positions AM'A', A'M"A'',.... 
Mais, dans chacune surface particulière, le mouvement du plan mobile devra être 
réglé par une loi déterminée^ c'est-à-dire par des conditions telles, que ce plan ne. 
puisse prendre qu'une position unique; pour chaque point de l'espace par lequel il 
passera. 

18ft. Ainsi , par exeipple^ on peut assujettir le plan mobile à rouler sur deux swt^. 
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fmeêfiMes^ en demeurant conslammeni tangent à ces deax surfaces, poanru toute- 
fois que ni Pime ni Tautre ne soient développables; car on doit sentir que la 
Mndition de toucher une surface de ce dernier genre, méiïie eu un point indéter- 
miné, équivaudrait à deux conditions distinctes, parce que le contact s^étendrait 
nécessairement tool le long d'une mâme génératrice (n"* 177). Cette restriction 
est a^Milogue à ce que nous avons dit pour les cylindres et les cônes dans les 
^ il» et V&. 

185. On pent a«8si exiger que le plan mobile soit constamment osculateur 
(n* tô7) à une courbe fixe, telle que la ligne VNU de la)îgr. 5i; c'est-à-dire qu'il 
passe toujours par deux éléments consécutifs de celte ligne-, qui alors deviendra 
évidemment Taréte de rebroussement de la surface développabte, formée par les 
intersections successives du plan mobile. 

.186. Enfin y on peut faire mouvoir ce plan de manière qu'il reste perpétuelle* 
ment normal {vt 168) h une courbe donnée VNU; car on reconnaîtra, comme au 
n* 182, que ses diverses positions se couperont consécutivement, suivant des 
droites qui se trouveront deux à deux dans un mémeplan , et formeront ainsi une 
surfoce développable. Cette surface se réduirait évidemment à un cylindre^ si la 
courbe donnée VNU était plane, puisque alors tous les plans normaux se coupe- 
raient SJuivant des. droites perpendiculaires au plan de YNU , et par conséquent 
parallèles entre elles. 

187. (Ftgr. 5i.) Examinons, maintenant, quelle condition doit remplir une 
eourbePP'X tracée sur une surface développable quelconque, pour qu'elle soit 
Ul ligne la plus courte entre deux de ses points P et X. Il faut et il suffit qu'elle 
devienne rectiligne après le développement de la surface ; car , dans cette opération ^ 
nous savons (n"* 179 , 4'') V^ chaque transformée conserve la même longueur que 
la courbe primiUve; et quand la surface est étendue sur un plan, il est bien cer* 
tam qu'une droite est la plus courte ligne entre deux de ses points : donc, etc. 

Or, pour que la courbe PP'X admette une transformée rectiligne, il est né* 
cessaire et suffisant que deux élément connécuiifi Ja$sent tmjmrs des angles égauoc 
avec tù génératrice intermédiaire , c'est-à-dire que l'on ait pan chaque point de hi 
courbe ,. la relation 

«n9/6MP'R = MP'P". 

Sd effet, comme ces deux angles resteront invariables de grandeur quand on fera 
toomer le premier autour du côté commun MP, il est évident que lorsquITs 
seront amenés dans le mémo plan, les deux éléments PP' et FF' se trouveront 
dans le prolongement l'un de l'autre, si la relation précédente est vérifiée. Telle 
.est donc la condition que doit remplir la courbe PX pour éf^ minimwn : mais il 
en résulte une autre propriété qui mérite d'éfre remarquéeu 

188. La courbe minimum PX a tou^ ses p'ans osculateurs nobmaux à ta surface 
dévetêppabie sur krquelle eUe est' trsrcée. P»ur le démontrer, j'bbserve qtke, d- après 
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la relation adoûse dans le nuoiéro précédent , les deux tangentes eonBécutives 
PP'R et P'FR^ font des angles égaux avec la géaéraUrice Â'M'; d'où il suii que 
ces tangentes sont deax arêtes d'un cône droit qui anrait pour axe la ligne Â'M'; 
et puisqu'elles sont infiniment vcNsines, on doit regarder le plan RP'R' comme 
tangent au cène dont il s'agit, le long de Taréte IiP\ Mais^ dans toute surface de 
révolution y le plan tangent (n"" 129) est perpendicnlaire au pian méridien qai 
passe par le point de ccmtact; donc ici le plan RP'R' est perpendiculaire sur le 
plan AM' A' qui contient Taxe du cône et Taréte de contact FR. Or le premier de 
ces plans n'est antre chose que le plan osculateur PP'P'' de la courbe proposée , 
et le second est précisément le pian tangent de la surface développable ; par coiv- 
séqoenty il est vr» de dire que chaque plan osculateur de la coiu*be minimum est 
normal à cette dernière surface. 

189. (Ft^. 53.) Cette propriété dont jouit la courbe minimum est d'autant plus 
remarc[Qable qu'elle se trouve également vérifiée , quelle que soit la surface sur 
laquelle est tracée une pareille courbe. Soit, en effet, CND la ligne la plus courte 
entre toutes celles qui, sur une surface quelconque S, réunissent les deux points 
C et D : si par tous les points N, N', N'^,... de cette courbe, nous menons des 
plans tangents à S, ils formeront, comme nous l'avons vu (n* 182), une surface 
développable S' circonscrite à S , et qui aura évidemment les mêmes plans tangents 
que cette dernière tout le long de la courbe minimum. Il suit de là que , dans la 
direction CND, chaque élément superficiel (infiniment petit en tout sens) de la 
surface S sera commun à la surface S^, et qu'ainsi la courbe CND, qui est sup- 
posée minimum sur la première, devra aussi se trouver minimum sur la seconde; 
mais, par cette dernière condition, la courbe CND aura ses plans osculateurs per- 
pendiculaires (n"" 188) aux plans tangents de la surface développable S' ; et comme 
ceux-ci sont les mêmes que les plans tangents de S, on est en droit de conclure 
que, sur une surface quelconque ^ la courbe minimum a tous ses plans ascutaleurs ifOR* 
MAOx à ceiie surface. 

CHAPITRE II. 

DES SURFACES ENVELOPPES. 

190. On appelle surface enveloppe^ ou simplement enveloppe^ le lieu des inter- 
sections coBsécùtiveft d'une autre surface mobile , qui varie de position et même 
de forme, d'après une loi déterminée. Ce lieu ayant , comme nous allons Je voir, 
la propriété de toucher le long d'une courbe , chacune des positions de la surfoce 
mobile est appelée avec raison l'enveloppe de toutes ces positions, tandis que ces 
dernières se nomment les enveloppées. D'ailleurs, par un motif que nous expli* 
qn^rons plus tard (n"" 203), on donne le nom de caraciéristique à l'intersection ile 
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deax enveloppées cODsécQlive», «t c'est le long de cette caractéfistjqne qu'a lieu 
le contact de Tenveloppe et de l'enveloppée. Ain&i, locsqu'an plan se meot snivant 
une certaine loi (n^* 182-186) , il a(hnet:pour enveloppe une surface dévdop- 
pable, lieu de ses intersections snccessives qui sont ici des droites, et voilà les câ^ 
ractéristiques ; tandis que les- enveloppées sont les diverses positions du plan mo^ 
bile 9 dont ohacnne touche Tenveloppe suivant une de ces caractéristiques. Mais 
pour mieux éclaircir ces notions générales.^ il £aut considérer des exemples moins 
particuliers, et où les enveloppées soient des surfaces courbes^ 

t9t» {Fxg. 55.) Imaginons une sphère, mobile, dont le centre parcourt la 
verticale 0Z« et dont le rayon OA varie suivant une certaine loi; de manière, par 
exemple, qu'il coïncide successivement avec les diverses ordoimées OA, CïA'; 
0"M'^... d'une courbe AA'X tracée dans le plan vertical de la figure. Alors deux 
sphèi^ infiniment voisines ,0 et (y, se couperont évidemment suivant un cercle 
horizontal projeté sur la corde BC ; de même la sphère (y coupera la troisième 0^ 
suivant le cercle B'C, et ainsi des autres. Or tous ces cercles ayant leurs centres 
sur ÔZ et leurs plans perpendiculaires è cette djoite, appartiendront (n* 78) à une 
surface de révolution qui toucheray en l'enveloppant, chacune des sphères mobiles. 
En efiet, les deux cercles infiniment voisins BG et B'C se trouvant à la fois ^r la 
surface de révolution et sur la sphère Q^, ces deux surfaces ont de comnrans tous 
les éléments superficiels situés sur la zone infiniment étroite BB'G'C : par consé^ 
quent elles ont l'une et l'autre les mêmes plans tangents, ou bien elles se touchent 
tout le long de cette zone. De mémOy la surface de révolution sera tangente à la 
sphère 0'^ le long de la zone B'B'^C^^G'; ainsi cette surface générale. est bien Veuve-- 
loppe de toutes les sphères qui sont les enveloppées , et le. contact avec chacune 
d'elles a lieu le long d'un des cercles BC, Ë'CV • ., qoi sont les earactérisiiques ou les 
intersections de deux enveloppées conséoutivee. 

192. Si l'on ne considère, pour un instant, que les grands cercles des sphères 
mobiles qui sont situés dans le plan vertical de la figure, on voit que leurs circon«> 
férences forment, en s'entre-coupant, une suite d'arcs BB', B'B'',... dont la ligne 
enveloppe donnera évidemment le méridien DBFF de la surface de révolution. La 
forme de ce méridien dépendra de la loi suivant laquelle varieront les rayons OA, 
0'AV>-; si, par exemple, tous ces rayons étaient conuants de grandeur, les ca- 
raclérisliques seraient toutes des grands cercles égaux entre eux , et le méridien 
une droite parallèle à OZ. Ainsi , lorsqu'une nphére constante de rayon a son centre 
en moHvemeni sur une droite y P enveloppe de l'espace qu'elle parcourt est tm cylindre 
de révolution. 

193. Lorsqu'au contraire le méridien DBF d'une surface de révolution est as- 
signé d'avance, il faut évidemment rendre chacune des enveloppées sphériques, 
tangente à ce méridien, en prenant les normales BO, B'O',... pour les rayons de 
ces différentes sphères ; ain$i , l'on peut dire généralement que ttmte surfiice de ré* 
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whtioh^^si Cen^elûppe de t^espace^ parcouru par um sphère înobile, ^i a pour ratjon 
variable ta portion de chaque normale comprise entre le méridien et l'axe. 

194; Les surfaces de révalQtion aflmeUent au^si pour enveloppée cine autre 
surface génératrice dont la forme très-simple en rend Remploi fort utile dans cer-- 
tains arts. Imaginons que par des points très*voisins M , M', M'',,,, {jifj, 55) pris 
sur le méridien FDY, on lui mène des tangentes MT, WT\ WVj et qu'on les fasse 
tourner en même temps que le méridien/ autour de Taxe YZ. Par là, ces tangente^ 
engendreront des cÀnes droits qui toucheroiit la spf face de réYX>ltttion chacun le 
long d'un parallèle; car la tangente MT ayant aTec ia méridienne Péléineot MM^ 
commun , tous les éléments superficiels situés sur la zone infiniment étroite MM'N^N 
seront communs au cône TMN et à la surface générale; donc ces deuK. surfaces sd 
trouveront tangentes Tune à l'autre tout le long de cette zone. D'ailledr&, deux 
cônes consécutifs, TMN et T^M'N', se couperont évidemment suivant le parallèle 
M'N' qui réunit les deux zones de contact; d'où il résulte que toute surface de 
révolution peut aussi être regardée' comme Venueloppe {*) de Peupace pareonru par 
m cane droit variable TMN, qui se meut de inanUre que s^n sommet reste sur Triage, 
pendant que sa génératrice reciiliffne demeure tangente à la méridienne. 

195. G^ost par ce mode de génération que les tourneurs exécutent des surfaces 
de révolution. En effet, lorsqu'ils présentent an solide animé d'une vitesse de rota** 
tion le tranchant rectiligne de leur ciseau , ils produisent sur ce cylindre un tronc 
de cône: qui est une des enveloppées de la snrfiace générale qu'ils veulent obtenir; 
puis, en variant convenablement l'Inclinaison de ciseau, ils engendrent une série 
de zones coniques qu'ils savent fondre ensuite les unes dans les autres, en inter- 
calant de nouvelles enveloppées, jusqu'à ce qu'ils arrivent à une surface qui soit 
sensiblement continue* 

C'est encore par le secours des enveloppes que les ferblantiers exécutent des sur- 
faces développables; car ils se servent d'une enclume cylindrique ou conique, 
pour plier peu à peu la feuille de fer-blanc le long d'une série de droites tracées 
dans son plan ; et celui-cî devient alors l'enveloppée mobile dont les petites zones 
élémentaires composent la surface générale , laquelle se trouve ainsi l'enveloppe de 
t(H]tes les positions qu'a prises le plan mobile de la feuillç de métal. 
. i96. Outre les enveloppées sphériques ou coniques qu';admettent les surfaces 
de révolution, ces dernières pourraient être encore produites par le mouvement 
d'un cylindre. En effet, si, par tous les points de la méridienne, on mène ded droites 
perpendiculaires à son plan, et que l'on fasse tourner ce cylindre autour de l'axe, 
l'enveloppe de toutes ces positions sera nécessairement la même surface de révrf- 



(*) U ne faut pas attacher h ce motâ'enveloppe l'idée d'une surface qui en.renfe^me d'autres dans 
son Intérieur. L'enveloppe peut être en dehors ou en dedans des emveloppées, et l'on veut seulement 
eiqpriiiier:qu'elle tottche chacune de celles^îl tout le long d'une courbe. 

5* édit. ' 12 ' 
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lutioi» qne proMrait )a rotation delà foéridienne ; car chaque arête de ce cyRnd^ 
mobile a évidemment, pour courbe enveloppe de toutes ses positions imïividtielles, 
le parailète de la surface qu'aurait décrit le point correspondant de la méridfenne. 

Avant de passer à une espèce très-générale de^ surfaces enveloppes, qui manifes-' 
tera une circonstance bien remarquable produite par les intersections (tes caracté- 
ristiques, étudions d'abord quelques propriétés des lignes enveloppes relativement 
aux courbes plane*. 

§97. DÉVELOPPÉES dès courbes phnes. {Fig. 56.) Soit ABX une courbe quel- 
conque tracée dans un plan; concevons-la diviséeen éléments égaux KB'=: WW 
zn B^'B*',.* • j ^> pur le milieu de ces éléments, menons les normales infiniment tdî- 
smes MC, WC\ WG'^... qui, par leurs intersections successives, fermeront une 
courbe CC'C'',.. à laquelle elles seront toutes tangentes. Cette courbe DCT, enve- 
loppe de toutes les normales à la ligne primitive ABX, se nonnne /à développée de 
celle-ci , tandis que la ligne ABX reçoit le nom de détehppante par rapport à la 
courl^e DCY; ces dénominations vont être justifiées par les relations suivantiBs. 

le point C où se coupeftt 1^9 deux normales MC et M'C, élevées sur les milieux 
des éléments égawx BB'et B'B", se trouve évidemment à égale distance des trois 
points R, 9, W; par conséquent C est le centre d-ùn cercle qui aurait, avec la 
courbe AX , deux éléments communs BB' et B'B^. Or, comme on ne saurait assujettir 
une circonférence à passer par plus de trois points , c'est donc là le cercle qui , 
parAEii tous les autres^ approche davantage de se confondre avec la courbe Aï 
cfens les environs de B ; aussi on l'appelle le cercle osculatenr de celte ligne pour le 
point B. Quant au rayon de ce cercle oscuîateur, ce serait à la rigueur une des 
trois lignes CBc= CB'=: CB"; mais on peut y substituer GM = CM', parce que ces 
diverses droites sont les rayons de deux cercles circonscrit et inscrit au même po- 
lygone BB^B^, et l'on sait qu'à Fa limite, ou pour les éléments infiniment petits, 
ces deux circonférences coïncident (*). D'où il résulte que le centre C et le rayon 
MC du cercle osculatenr ^ sont déterminés par la rencontre de deux normales infiniment 
voisines. 

iM. Cette droite MC s'appelle aussi le rayon de courbure de la ligne ABX pour 
le point M , parce que sa longueur, plus ou moins grande , indiquera une cour- 
bure plte ou moitié faible. En efet, si nous voulons acquérir une idée nette de la 
conriù^ure d* une ligne ABX , regardons-la comme un polygone que Ton aurait formé 



O Les lignes CM et CM' sont égales, attendu que les éléments Bfi' et B^B'' étanticl de même Um* 
gueur, les triangles rectangles GMB' et CM'B' seront égaux. D'ailleurs le premier de ces triangles donne 



CM = v/CB" — MB'» = CB' ( 1 - ^ ) « ; 



et, en développant, on volt que quand MB' sera infiniment petit, la difTérence enXre CM etCB' neiera 
qu'un infiniment petit du second ordre^ quantité qui doit être négligée, même vis-à-vis de MB'. 
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çi plîaat Bao^fisivemeiU; une droiieBVb'^M\...9iUiûiirdB» poÂBtsi B', b% b'\...; de 

eetto loapière», il eet évident qae k courbune an point B' £era exprimée par Técart 

que l'on aura mis entre les éléaeDlft.B'A" et B'B", c'est-à-dire par V angle de contift- 

^enœ TB'f 9 au |>kvtôt par l'arc e qui mesurerait <;el angle dans un cercle dont le 

w^&k serait l'unité. Or l'angle TB'T' égale l'angle MCM', et celui-ci comprend on 

arc de courbe MB' M' qui se confond avec le cercle oscalateur décrit du rayon MC; 

donc l'arc e, semblable à MB' M', et décrit avec un rayon égal à l'unité, aura pour 

valeur 

_ MB'M^ _BB'_rf^ 

'~ MC ~MC~ p' 

Maïs comme la courbe ABX est divisée en éléments tous égaux entre eux , la quan- 
tité ds sera constante ; et il résulte de la valeur précédente que la courbure^ indi- 
quée par £, variera d'un point à un autre de la ligne ABX, en raison inverse du 
rayon MC = p. {Voyez n* 653.) 

i»9. {Fig. 56.) Maintenant, si l'on plie un fil fiexible MCC'C'Y le long.de la 
développée , et qu'après avoir attaché fixement un des points de ce fil , par exem- 
ple Y, on donne à la partie rectiligne CM une loQgaear telle, que l'extrémité M 
aboutisse sur la développante ABX, cette extrémité parcourra exactement la ligne 
ABX, quand on déroulera successivement le fil en le tenant toujours tendu. En 
effet, lorsque le contact du fil avec la développée sera venu de C en C, la partie 
rectiligne du fil MC = M'C se sera accrue de CC, et elle aura alors pour longueur 
totale M'C + CC'=M'C'; mais, puisque cette dernière ligne (n* 197) est égale à 
M"C', il s'ensuit que l'extrémité mobile M aboutira précisément en M". Il en serait 
de même pour toutes les positions successives du fil, qui peut ainsi servir à décrire 
la développante, en le déroulant de dessus la développée; d'ailleurs, il résulte de là 
qn^un arc quelconque CC'C" de la développée^ est égal à la différence des deux rayons 
de courbure MC et M"C" qui aboutissent à ses extrémités. 

Observons, en outre, qu'une courbure déterminée ABX n'admet jamais qu'une 
développée unique; tandis qu'une même développée DCY correspond à une infinité 
de développantes 9 puisqu'en prenant sur le fil MCC'Y divers points M, m,,.... Us 
décriront des courbes différentes MM'M'^X, fnm'jii^a;,..*., qui seront autant de 
développantes de la même développée DCY. Toutes ces développantes auront évi- 
demment leurs normales communes, et se trouveront partout équidisianies dans la 
directioiV'de ces normales; mais elles différeront beaucoup les unes des autres, 
quant à Jeurs propriétés et à leurs équations* 

200. Pour citer quelques exemples fii0i{>les de la théorie des 4é¥do]^péeB, nous 
•dinons qtie fii la courbe ABX [fig. 56) «était une parabole du deuxième degré, m 
développée se composerait de deux branchée kidéfinies, telles foe DCY et DF, 
jdiacées l'une av^lessMs, l'autre aQ^dessoe de l'axie AD, et qvi viendraient s*y 
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réunir en formant an rebroussemeint au point D. Ce point est éloigné du Bommet A i 
(le la quantité AD= SAF= le demi-paramètre , et cette droite AD est aussi le 
rayon de courbure de la parabole pour le sommet A. 

Dans une ellipse A6DE {fig. 76) dont les demi-axes sont 0A=ia^OR=^b^ hi 
développée est une courbe aSie composée de quatre branches qui présentent autant 
de points de rebroussement, placés à des distances 

A« = Da=-, B6 = Ee = T- 
a b 

Ce sont là aussi les grandeurs des rayons de courbure pour les sommets A et B; 
car les deux branches «S et SS servent à décrire la demi-ellipse ABD , tandis que 
les deux autres as et e3 se rapportent à la portion inférieure AED. 

Dans un cercle, la développée se réduit à un point unique, qui est le centre, et 
le rayon de courbure est constamment égal au rayon même du cercle donné. 

201. Mais, pour obtenir des résultats plus intéressants dans les applications 
que nous allons faire aux surfaces enveloppes, nous admettrons ici que Ton s'est 
donné immédiatement une développée circulaire YDFE (fig. 54), et qu'on en a 
déduit la développante YO"0'OX, en déroulant un fil plié sur le cercle, et dont 
l'extrémité mobile aurait d'abord coïncidé avec le point Y. Pour tracer graphi- 
quement cette courbe , on divisera la circonférence en parties égales, douze par 
exemple; puis, en portant sur les tangentes FO, F'O', F"0",.-- des longueurs égales 
à i^rjY, n»'*- ^^ ^^*^® circonférence, on obtiendra (n* 199) les divers points 0, 
0', O",.- qu'il faudra réunir par un trait continu. Ce sera d'autant plus facile, 
qu'on pourra employer à cet effet de petits arcs de cercle décrits avec les rayons 
FO, F'O', F"0",...; car ces distances sont précisément (n°I97) les rayons des 
cercles osculateurs de la courbe XOY. 

Cette développante XOY sera une spirale indéfinie, ayant pour origine le point Y; 
et même on doit regarder la spirale Yo^'oa: symétrique delà précédente, comme 
étant une seconde branche de la même développante, et comme ne formant avec 
la première qu'une seule courbe dont toutes les parties sont décrites par le mouve* 
ment continu d'un point unique. En effet, si au lieu d'un fil plié sur la développée, 
on conçoit une droite inflexible et indéfinie ABFaé qui, demeurant tangente au 
cercle CY, roule, sans glisser^ sur sa circonférence, il est clair qu'un point 0, fixe 
sur cette droite, viendra successivement se placer, en 0', O'^ et Y; puis, si la rota- 
tion de la droite continue dans le même sens, ce point se trouvera dès lors en 
arrière du point de contact, et décrira sans discontinuité la branche Yox. D'ailleurs 
on doit apercevoir que cette manière de décrire une développante quelconque par 
la rotation d'une droite inflexible sur la développée,., équivaut à la génération 
indiquée n* 199; mais le mode actuel est plus général, et il devient même néces- 
saire quand la développée offre des points de rebroussement, conune dans l'ellipse, 
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la parabole,;.., puisque adtremeDt il faudrait changer souvent le point d'attaché 
du fil , pour )e transporter d'une branche sur Tautre. 

202. SURFACES CANAUX. (Fig. 54.) Cela posé, imaginons qu*une sphère 
d'un rqyon constant , représenté par 0A = OB , se meuve de manière que son centre 
suive la courbe horizontale XOYox; Tenveloppe de toutes les positions.de cette 
sphère mobile sera formée (n* 190) par les intersections des enveloppées consé- 
cutives; ainsi, examinons ce que sont ici ces intersections. Pour deux positions 
voisines et (V du centre mobile, les deux sphères égales se couperaient suivant 
un petit cercle , dont le plan serait évidemment perpendiculaire sur le milieu de la 
droite 0(y qui joint les centres ; pair conséquent ce petit cercle serait projeté sur 
le plaû de notre épure qui est horizontal , suivant une droite perpendiculaire à la 
corde 00', et passant par son milieu. Or, à mesure que le centre 0' se rapproche 
de 0, la corde 00' indéfiniment prolongée approche de plus en plus de la tangente 
à la courbe XOY, et elle coïncide avec celte tangente à la limite : donc, pour deux 
sphères infiniment voisines, la courbe d'intersection est un grand cercle projeté sur 
la normale AOB de la directrice XOY. Il suit de là que l'enveloppe peut être regar- 
dée comme engendrée par le grand cercle vertical AOB, dont le centre parcourrait 
la ligne XOY, tandis que son plan resterait normal à cette ligne ; ainsi , cette 
enveloppe présentera la forme d'un canal curviligne qui aura pour axe la courbe 
directrice XOY, et dont toutes les sections normales à cet axe seront des cercles 
d'un rayon constant. 

203. Ces c(Miséquences continueront évidemment d'avoir lieu quelle que soit 
la nature de la ligne XOY; c'est-à-dire que si Kon adopte successivement diverses 
courbes pour directrices du centre de la sphère mobile, on obtiendra des enve- 
loppes de foi*aies très-variées , mais dont chacune aura pour section normale un 
cercle du rayon OA. Ainsi, ce cercle devient une génératrice déforme invariable , 
commune à toutes les surfaces qui enveloppent r espace parcouru par ime sphère d'un 
rayon constant , et qui imprime à toute cette famille d'enveloppes , un caractère 
dislinctif et indépendant de la nature de la directrice XOY; c'est pourquoi Monge 
a donné le nom de caractéristique à ce grand cercle normal, et généralement il ap- 
pelle ainsi Tinfersection de deux enveloppées consécutives, dans chaque famille 
d'enveloppes engendrées par une même surface mobile, quelle que soit la loi du 
mouvement de cette dernière surface. 

204. Nous avons dit (n" 190} que l'enveloppe toucherait chacune des enve- 
loppées particulières précisément le long de la caractéristique , qui est ici le grand 
cercle vertical et mobile AOB. En effet, trois positions infiniment voisines S, S', S* 
de la sphère mobile, se couperont suivant deux cercles situés l'un et l'autre sur la 
^hèreS', et ils y comprendront une tone infiniment étroite, de largeur inégale, 
mais qui sera commune à S' et à l'enveloppe; de sorte que ces deux dernières 
surfaces ayant les mêmes éléments superficiels, ou les mêmes plans tangents tout 
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le IftBg ée feôtte zone., jse troavePQnt hitn .U»igêiQieB TiHie à Tauire dans odUe régîoa 
commune , qui d'ailleurs comprendta^ vers fion jntliea» la «véritobte carAotéristiq<iie 
iHi Jte grand cercle normal à la courbe XOY. Aiwi, il est vrai de dire ({ne le peatact 
aUeu.lelougide oeUe caractéristiqiie. 

â05. ^Maintenante camparons entre ellefi les direrses caractérîstifiies projetées 
iaiaar M}B^.A!&B\*.» {fig. 54), et^pouf faine mieux ressortir les circonstances 
MeeKdélicaAûsdeJlears ijaterseotieiiB» iinitonsle.procédéindii|aé vai«la4&ndu<n''îMMI 
pCMor décrive JUi développante : c'est-à-dire, ima^nons que le pkan vertical AOBF 
de lia ^cai^actérisUqiie .soit ir^eœihk et indéfiAiment prolongé 4 .pqis, Caiflons^Ie 
rouler, aans^Ug^rf «ur le cylindre i«(ertical FDYË auqael il danenrera tai^gent. 
Alars le cercle ÂÛB, eniirainé avec le plan «nobile, :parcourra nécesBainenent 
r^eoveloppe qui jîous occupe., puisque les conditions précédentes reviesuoent 
éitfidemmeat à dire que le centre de ce cercle se mouvra sur la développante XOY| 
tandis que son plan restera normal à cette courbe. D'ailleurs, tous les points de 
cette circonfér^Jioe mobile, projetés en B, &,.*•, A, décriront d'autres spirales BD, 
RL,«.M AA% qui seront autant de développantes du oerde FDY., et dont la pre- 
mière et la dernière forineroiit le contour apftarent de l'enveloppe* 

206. Cela posé, tant qoe» par la rotation du plan verlical AF sur le cylindre 
FOY, TeKtrémité B du diamètre du £;er/;ie mobile n'aura pas atteint la développée^ 
deux caractéristiques consécutives ne se couperont pas; car on sait (n"" 197} 
qu'une normale quelconque AT' à la courbe XOY, ne seraii rencontrée par la 
Didrmale infiniment voisine qu'au point F' situé sur la dévek){>pée, >et ce point se 
Irouve en dehors du diaoaètre A'B^ qui Umite la projection de la caractéristique. 
Mais, dès que le poiat B aura louché le cylindfe «ea D, les caractéristiques oonsé* 
cutives commencerjont à se couper: en effet, la normale GL9, par exiomplei rançon* 
trera la normale infiniment voisine au >point L situé sur ia développée; et ccmime 
jce point se trouve en dedans du dianaètre<}^=::AB, il en résulte que les deux 
caractéristiques projetées sur G^ et sur la normale infiniment voisine , se .couperont 
en deux points projetés en L^ et situés l'un au-dessus , l'autre au-dessous du pian 
horizontal de l'épure. Toutefois, pour justifier complètement cette assertion, il &ut 
<^|outer que ces deux caractéristiques sont placées (n"" 20&) sur une même position 
de la sphère mobile; autrement, les plans de ces deux cercles ^pourraient bien se 
couper suivant la verticale L, sans que leurs circonférraœs eussent des points 
communs* 

Il résulte de là qu'à partir de la position DI, les diverses caractéristiques circu- 
laires se trouveront partagées par leurs intersections oonsécutivest, chaouoe en 
deux segments projetés 

sur LG, MH, YP, VQ, UT, (N) 
et sur Lgj Mft, Yp, V^, U/. (n) 

Les éegments de la {H*emière série formeront une nappe que nous désirerons 
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par (N)^ et à la^peUe' appaiHmuéravt Iw earaetérisikiMS' lotalei Aft, Â'B^,.;.,' 
tandifr que les segment» de Kautre séito donMfont Heu k nue seconde neppe (it), 
qui eommenoeraf par être renfernée ism l'intérieur àe la première , mais qw 
bientôt en sortira pour s^étendre indéfiniment jusqu'au» caraetédsttques totates' 
afb\ aà>,.... En outre, Gwde«s nappe» de l'en^ieloppe ser féunironfr Tune' à Pairtre* 
le long d'une ligne à double courbure projeféé sur BLMYVUE , et; qaf> n'iefsl autre* 
chose que le eeroto vertical Aft*, dosble plaa serait pKé efceniionBité^surle cyKndre 
de la déf^lofipée. 

207. Obsenrvonkff d'ailleurs qm cette ligne à double coartiure DYE {fig^ 54) est' 
uoe Téritabts' ér<^/e de reèrotMement pour Fenveloppe totale. Car, en se rappelât* 
(n"" 205) qu'un point quelconque Z de la* earadérislique HK>bile, décfil^ les deux 
branches Z «S M et M y^ « d'une spirale dont le rebroussement est en M , on doit 
apercevoir que , quand le point mobile Z est en a ou en 6 , il se trouve encore sur 
la nappe (N) placée au delà des points d0 obntacf I> ou L ; mais dès que ce point est 
arrivé en y ou en d, il appartient à la nappe (n) placée en deçà des points de con- 
tact Y ou V; par conséquent, te passage^de ce point- mdWIe d'une nappe à l'autre a 
lieu précisément en M , et la forme de la spirale en cet endroit prouve bien que ce 
passage s'effectue par un véritable rebroussement. Comme on en dirait autant des 
autres points de la caractéristique AB^ il en &ut coiicttiEe qDe.la courbe projetée sur 
DMYE est une ligne de rebroussement pour les deux nappes de l'enveloppe. 

Une circonstance analogue se reproduirait dans toutes les enveloppes, quelle 
que* rât laf surface moinle qui lea engendberait ; c'est: pourquoi Mome a domié^ le 
nom général' d'tfn^l^ de refrnotiiaeBimt d'une enveloppe, à éà Ugttê formés parle»inier*^ 
sections coméemiw^ dBs diaerseB ewractériêiique» ; et neiiB en. avions déjàmcentré 
un exemple pemarquabli^ dans Ibb surfaces dénrdoppasblea où le& earaetéristiqaeB 
étaient des droites {rf tOO).. . 

208v Revenons à Tenveloppe particulière qui nouj& occupait, et observons que 
les segments de caipactéristiqueftL^, IVl/i,*.. qi» appatrtîennni à la nappe (») dei»< 
vent être ponctwés, parce qa'His sont invisibles commentant renCermés dansr Tinté- 
rieur de la nappe (N). Eh efifot^on a évidemment 

L6^=LM<Le+ eM; 

d'où, en retranchanU la partie commune Lev il résulte que 

6S<eM; 

pian^ eonaéquemt si Fou. vaaienaift sur le cercle AOBilea deo& powto projeta en. t et' 
qui appartiennent l'un au segment LG, l'autre au segment Mft, le premier vien- 
drait occuper une position z plus voisine du point Z et, par suite, du centre 0, q^ue 
ne l'est la position e" où viendrait se placée le deuxième ; donc lè point e' est plus 
élevé qwe s\ et, pan- conséquent, le segmeBtLfiipftâ» au-dfifl6iiSidur»egœ«ot MA- 
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On expliquera, par des considérations analogues , les divers modes de ponctuation 
employés dans Tépure; toutefois, nous ferons encore observer que les points R et p« 
Z et (,.., du cercle mobile ÂOB, se trouvant respectivement à la même hauteur, 
décriront des spirales qui se rencontreront deux à deux; de sorte que les deux 
nappes (N) et (n) de Tenveloppe se traverseront mutuellement suivant une ligne 
d'intersection projetée sur la droite YW. 

Les surfaces que nous avons examinées dans ce chapitre , et surtout la dernière 
que nous venons de discuter avec détail , parce qu^elle présentait par elle-raôme 
des circonstances intéressantes, suffiront, sans doute, pour donner au lecteur une 
idée assez complète des enveloppes et de leurs particularités; c*est pourquoi nous 
allons passer au problème important des intersections de surfaces. 



LIVRE IV. 

INTBI^Mn'IONS DE SURFACES. 



CHAPITRE PREMIER. 

PRINCIPBS GÉNÉEAUX. 

209. Pour donner une idée générale des procédés par lesquels on parvient à 
déterminer Tintersectiou de deux surfaces, supposons quMl s*agisse d'abord d'un 
cas très-simple , celui où une surface S serait coupée par vn plan horizontal donné P. 
Puisque la surface est censée connue et définie, on connatlra la forme de la gêné*- 
ratrice (n* 70) et la loi d'après laquelle elle varie; par conséquent, on pourra 
construire , sur les deux plans de projection, diverses positions de cette génératrice, 
aussi nombreuses et aussi rapprochées que l'on voudra. Désignons les projections 
de ces lignes par (6, G'), (G,, G'J, (G,, G'j),... ; puis, observons que le plan sé- 
cant P qui est perpendiculaire au plan vertical , coupe la ligne (G, G') en un point 
qui doit être projeté verticalement à la rencontre de G' avec la trace du plan P; 
par conséquent, si l'on ranrène ce point sur la ligne G au moyen d'une perpendi- 
culaire à la ligne déterre, on obtiendra la projection horizontale m d*un point de 
l'intersection de S avec P. En répétant la même opération pour chaque génératrice, 
on se procurera une série de points m, m,, m^^ m^,... ; et s'ils sont assez rappro- 
chés les uns des autres , ils pourront être aisément réunis par un traii continu (*) 

(*) Il faut de rhabltude, sans doute, pour réunir ainsi des points situés à certaines distances par 
une ligne qui n*ofn*e ni jarrets^ ni changements brusques de courbure ; mais on ne doit rien épargner 
pour se former rœil et la main par de nombreux exercices, et pour acquérir le sentiment de la con« 
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qai fera connaître , sur le. plan horizontal » la ceprfaç suivant laquelle la surkceS 
est coupée par le plan P« Quant ^ la projection verticale de cetfa même CQurba^ il 
est évident qu'elle se réduit^ dans le caa actuel, à la .iraoemôme du, pian sécant P. 

2iO. Considérons maintenant deux surfaces quelconques S et S' v ^^ P<Hir troiir 
ver leur intersection^ coupons-les par une série.de plans horizontaux: P^ P, , ?,,•«*• 
Chacun de ces plans auxiliaires, P par exemple, coupera la surface S suivant, une 
ligne f»9iN, m^..., et la surface S' suivant une autre ligne m^n'^mV-; ces (taux 
lignes se conatruiront comme nous Tavons dit au numéro précédent , et si elles se 
coupent elles-mêmes sur le plan horizontal en un ou plusieuns pointe M, N,..., ce 
seront là les projections horizontales de divers points, qui sont évidemment com- 
muns aux deux surfaces S et S', et qui dès lors a|>partienpent.à.Ieur interseotion* 
Quant aux projections verticales, on les déduira des premières, en ramenant sur 
la trace du plan auxiKaire P les points H, N,..., par des perpendiculaires à la 
ligne de terre. Maintenant, si Ton répète, des «opérations semblables pour les au- 
tres plans P,, P,,..., on obtiendra sur diàque plan de projection une suite de 
points M, M,, M,,..», N, N,, N,^«»., qu'il^faudra réunir par un trait continu, en 
distinguant toutefois ceux de ces points qui appartiennent à une môme branche 
de courbe d'avec ceux qui font partie d'une autre branche* Cette distinction est 
quelquefois assez délicate; mais on y parviendra en isuivaiit avec attention, et de 
proche en proche, les résultats fournis par les plans auxiliaires successifs. D'ailleurs, 
si Tune des surfaces S et S' avait deux nappes distinctes, comme il arrive dans un 
cône, il ne faudrait pas réunir des points qui seraient sur des nappes opposées 

2ii. La méthode que nous venons d'exposer est générale, et suffisante dans tous 
les cas pour obtenir Tintersection de deux surfaces quelconques S et S' ; mais au 
'■ ' ' » ■' ." ' . ■ ' . i ■ ■ — ... '1 

tiouité dans les courbes» atteiKlu que la construction des întersepUonB de surjCaces est un de» problèmes 
les plus utiles, soit comme moyen de recherche, soit dans les applications pratiques de la géométrie 
descriptive à la perspective, à la coupe des pierres, à la charpente, etc. Toutefois, nous ferons 
observer ici quMl n'est pas toujours avantageux de 'multiplier extrêmement les construotions auxi- 
liaires qyi déterminent les divers points m, m,, fn^, . . ., parce que les petites erreurs inséparables 
de toute opération manueUe, portant alors sur des points très-voisins, produisent des sinuosités ou 
d'autres défauts choquants qui n'eussent pas été sensibles sur de plus grandes distances. Il faut donc 
répartir ces constructions avec mesure, en consultant de bons modèles, et les multiplier davantage 
dans les pi^rties o& la courbe semble ofi&ir quelque forme sîngulièpe qui a besoin d*étre vérifiée. On 
doit aussi profiter des notions que Ton peut a^oir d'avance sur la nature de l'intersection chercha; 
ai, par exemple, on prévoit que la projection doit être une courbe du deuxième ou du quatrième 
degré, il ne devra y exister aucun arc qui puisse être coupé par une droite quelconque, en plus de 
deux on de qnatre points; et si le contraire arrivait, il faudrait refaire les constructions rdathres à 
ces parties pour les rectifier. La détermination des tangentes, que nous apiH*endr(ms à effeptuer, est 
encore un moyen de corriger la forme d'une courbe; parce que la connaissance d'une pareille droite 
fera aisément sentir si l'arc qui précède ou qui suit le point de tangence a besoin d'être élevé ou 
abaissé pour que le contact soit complet* Âu surplus, les préceptes généraux sur cette macère ne 
suffisent pas, et II faut réclamer encore» sur un certain nombre d'exemples bien choisis, les conseils 
d'uù praticien habUe. ..... 

6* édit. 13 
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surplus /^eo peut dounar aux plans séca^^fP^iP,.^..**, taUe dimiotioii' qse ron. 
voudra , poonvu que Tou sache con&trniirô çooiœodénient les coiifbea auxiliaire» 
tnm,... et jn!m\.... Aiosi, dans chaque; ;problèBM, il. sera avantageux de.clmsir les 
plans àéoauts de maiitère que les sections auxiliaires soient, £'il esL peasihle^ .des 
dvoiies ou des cetcU^j parce que de paveiJLes lignes se tracenA facilement au moyen 
dedeux données. Par exemple, s- il s'agiLde cyJiikdvest on prendra les plans P, P, ,.^.^ 
parallèles a;iix i^ératrices des deijx. surfaces à la fois; s'il est question de dstts 
c6neft, Ole feia passer tous les plans sécants» par la dr^Mte qui réunit les deixx som^ 
mets^ Quelquefois même on emploie, pour couper les surfaoee S et S'^ non pins des 
plan^ mais des surfaces courhes, telles que des sphères concentriqueSi qui peoTent 
fournir alors des cercles pour sections auxiliaires dans les denx surfaces proposées. 

212. Quand on a construit Les deux projeckicmB de rJnleraection diea^chée, cette 
courbe est certainement détei^minée; 0iai&âi eUe est plane, il faut en oulre^ pour 
manifester plus clairement sa forme» en exécuier le rabaitemeni sur un des plang 
de projection^ Lorsqu'une des deux sarfaces ^prapesées est déuelappaUe , on doit 
au6di effectuer le développement de celte feairface, et y construite ta trône/armée 
(uT i7&) de rintersection; car cette nouvelle CQorbe est nécessaire à oonnaJitre 
dans le& applications à la stéréotomie. Enfin, comcne la détermination des tangentes 
à une courbe est on moyen de dessiner avec plus^de précision le cours de cette 
ligne^ et que cette connaissance est d'ailleurs néoeseaire dans diwrs eae , il faudra 
s'exercer à iQ^tte rechercha, tant pour Tin temeclion primitive que pour son rabat*^ 
tement et pour sa transformée ;rimai& les tangentes à ces deux dernières oonrlleB se 
déduisaoït t^iijoirr» fiàpitement deJatangrate à la première, nous nous bomerons à 
donner ponr oollc - oi nne- méthode g é n é ral e» 

3l(3w Dâûgnona lee aouraces piroposées par S et S', et soit AIVIB leur ioteraection 
dont il faut trmver ia tangente (Jig, 57). 

Puisque cette courbe est située en môme temps sur les deux surfaces., sa tangente 
M>T po4H* ile .fM)int quelconque M^ doit se trouver à la fois (n^* 95)' dans le plan qui 
touche 4a surface S en M, et dans cehii qui touche S' nu même point; donc la ianr 
gente MT sera t intersection des plans tangents aux deux surfcwes. Par conséquent, il 
wffira 4e contraire ceg deux plans par le^ méthodes exposées précédemment, et de 
ehercfaer >la droite suivant laquelle ils se couperont .: on pourra même se borner à 
trouver tra seul point de c€flte intersection, puisque le point de contact M est déjà 
assigné par la q.uestion. 

Ijorsqa'uneden surfaces prio^posées, ^par exemple S', sera on plan*, ou bien quand! 
on saura que la courbe AMB est plane, quoique les deux surfaces dont elle est 
riqtersection soient courbes, la règle précédente se réduira évidemment à diercher 
rioter«ection du seul plan tangent de S avec le plan S', ou avec le plan de AMB. 

214, Autre méthode. Si l'on construit la normale MN de la surface, S .piaur le 
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point M, et la normale MN' de Ja surfece 6' pour le même point, il est évident que 
le plan NMN' conduit par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire à chacun 
des plans tangents, et par suite à leur intersection qui est MT. Ainsi , la tangente à 
Vintersectkm de deux wrfacÂ9 sM une droUe perpendiculaire au plan des deuxnonmalei 
à ces surfacessjce.plaa coïncitle dtailleurs av^c \epla» narmai ( n** 168) de la courbe 
AMB. 11 suffira donc de construire ces deux normales et \e plan qu'elles déter- 
minent; et, puis, de lui mener une piBrpendicalaire par le point donné M. GeUertné- 
thode (^) est fort précieuse^ i"" parce (}u'il y a des aorfaces où ,ta Aormale se déter- 
mine d'une manière beaucoup plus simple que le plan tangent^ et indépendammeot 
de celui-ci (n* 136) ; 2"" parce qu'il se rencontre quelquefois des points singuliers, 
pour lesquels les deux plans tangents se trouvent perpendiculaires à un même plan 
de projection ; alors le procédé du n° 213 ne donne plus de résultat déteraûué 
pour la tangente de lacourbe projetée sur ce plan, tandis que la méthode des de«^ 
normales peut encore slappliquer par suite de certaines relations qui, à la limite, 
ne deviennent pas indétenmtnées. Nous en va*rons des exemples dans plusieurs 
épures de Géométrie (n'' 306 et ft86) et dans la Coupe des pierres* 

^5. Lorsque les surfaces en question sont placées de telle sorte qu'elles se fou- 
eheni le long de la ligne qui leur est commune, cette intersection particulière 
prend le nom de ligne de contact , et l'une des surfaces est dite circonscrite à l'autre. 
On pourra toujours construire cette courbe par le procédé général du n"* 210^ mais 
on ne saura plus lui mener de tangente; car, d'après l'hypothèse actuelle, les 
deux plans tangente dont cette droite serait l'intersection se trouveront confondus 
l'un avec l'autre. La même in<]^terâtiiiAtton résulterait de la méthode des deux 
normales ; car ces droites coïncideront entre elles en même temps que les plans 
tangents, et le plan normal qu'elles devaient servir à fixer restera encore indé- 
terminé. Ainsi, pour les lignes de contact de deux surfaces, la géométrie ne fournit 
point de méthode grajihique propre à trouver leurs tangentes (**), à moins toutefois 
que la )igne.decontaet jie soit plane ; ear^ dans ce cas, la combinaison de son plan avec 
le plan langent commun aux deux surfaces, donnerait encore la tangente cherchée. 

l21fi. Après avoir exposé ces notions générales sur les intersections de surfaces, 
nous allons les éclaircîr en résolvant divers problèmes de ce genre, dans lesquds 
nous trouverons d'ailleurs l'occasion d^espliq«er eocore quelques particularités 
remarquables, tdles que la recherche des branches infinies et ceNe des asymptotes^ 
^ont:nous ne pourrions parler miaintenant que d'une manière vague et obscure. 

'" ' i n — Il I - | n i. m !■ ■ ^ .mmn^^m^m w mmi^mmmm^i^'f^ 

(*) Elle est due à M. j. Emet, qui en a falt.ltti-mème d» supplications intéressantes à diverses 
épures de Géométrie et de Coupe des pierres. 

{^) Cependant nous indiquerons, au n* »84, une méthode propre à atteindre ce but, mais trop 
490BipUguée^ pour être- vraiment utile dans'la pratique, et remarquable seulement sous le point de vue 
d e la t héo rie qu^eUe «ervii^a^^ compléter. 
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100 UYBB IV. — INTBBSBCTIOHS DE 8UBFAGBS. 

CHAPITRE IL 

DBS SBGTIONS PLANBS. 

* 

PROBLÈME I. Trouver i" C intersection (f un cylindre droit et dCun plan donnés; 
2* le rabattement de cette intersection et sa tangente; y le développement du cylindre^ 
et la transformée de tinter section avec sa tangente. 

217. {Fig. 58.) Nous avons déjà dit (n* 160) que par cylindre droit nous en- 
tendions un cylindre qui avait pour base ou pour directrice une courbe plane et 
perpendiculaire aux génératrices rectilignes de cette surface, sans exiger que celle 
base fftt un cercle; ainsi, tout en adoptant ici cette dernière forme pour exemple, 
nous raisonnerons d'une manière générale et applicable à toute autre courbe. D'ail- 
leurs, comme dans chaque problème il convient de choisir les plans de projection 
dans des directions propres à simplifier les opérations graphiques, nous adopterons 
le plan de la base ABDC pour pian horizontal , et nous choisirons le plan vertical 
perpendiculaire au plan sécant, lequel aura ainsi pour traces PQ et QR'. Quant au 
cylindre, il sera représenté par la courbe ABDC qui en est le contour apparent 
sur le plan horizontal ; et sur îe plan vertical, le contour apparent sera formé par 
les deux droites GG'et VV qui sont évidemment les traces de deux plans tangents 
perpendiculaires à ce plan de projection (n* 106). Nous supposerons déplus que 
le cylindre est terminé aux deux plans horizontaux GV et G' V. 

218. Cela posé, le plan PQR' coupera le cylindre vertical suivant une courbe 
qui, d'après la situation actuelle des plans de projection, se trouvera évidemment 
projetée suivant ABDC sur le plan horizontal, et sur le plan vertical suivant la por- 
tion A'D' de la trace du plan sécant. Ainsi, dans ce cas très-simple, les projections 
de l'intersection sont connues immédiatement^ et il n'y a pas lieu d'employer la mé- 
thode générale exposée au n* 210. 

219. Rabattement. Pour connaître la véritable forme de Tintersection , rabattons 
le plan qui la .contient autour de PQ, sur le plan horizontal; ou plutôt, afin d'ob- 
tenir un résultat disposé symétriquement, faisons tourner le plan PQR' autour de 
la droite (BC, B'), jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan horizontal. Par 
cette révolution, la trace verticale Q'R' deviendra l'horizontale ^'B', et un point 
quelconque de la courbe, pat exemple (M, M'), décrira un arc de cercle perpen- 
diculaire à Taxe, de rotation; donc cet arc sera projeté verticalement sur un arc 
égal M' m' décrit du centre B', et horizontalement sur la droite indéfinie MF pa- 
rallèle à la ligne de terrée Alors , puisque le point M' s'est transporté en m', si Tou 
projette ce dernier en m sur MF, on aura la position (m, m') que prend, après 
le rabattement, le point (M, M') de la courbe proposée. En opérant de même pour 
d'autres points, tels que A, D, E, F,... (*), on verra qu'ils se rabattent en o, rf, e^ 

(♦) Quoiqu'on puisse prendre ici ces points d'une manière arbitraire sur la base ABDC, il est bon. 
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/,...; et en réunissant ces derniers par un trait continu, la ligne amBdCna repré- 
sentera Tintersection cherchée dans ses véritables dimensions. 

220. Cette intersection est ici une ellipse , puisqu'en la comparant avec le cer* 
cle ABDC, on voit que pour les mêmes abscisses comptées sur la droite BC, les 
ordonnées perpendiculaires à cette ligne ont augmenté toutes dans le rapport con- 
stant de OÂ à B'A'; or on sait qu*une pareille modification change un cercle en 
une ellipse. D'ailleurs, comme il existait deux points M et N de la courbe primi- 
tive , qui avaient Tun et Taulre M' pour projection verticale, et que ces deux points 
se sont transportés sur une corde mn évidemment perpendiculaire à Oa, et dont 
le milieu est sur cette droite, il s'ensuit que la ligne aOd divise en deux parties 
égales et à angles droits une série de cordes parallèles dans la courbe rabattue; 
donc aOcf est un axe de VelHpse, et par conséquent BOC est le second axe. 

221. Cherchons maintenant la tangente de Tintersection pour un point queN 
conque (M, M'). D'après la règle générale (n* 213), cette droite devant être située 
à la fois dans le plan PQR' et dans le plan tangent du cylindre qui est le plan ver- 
tical MT, il en résulte immédiatement qu'elle a pour projection MT et M'Q. En- 
suite, si Ton veut retrouvçr cette tangente sur le rabattement de l'intersection, on 
observera que le pied (T, Q) de cetle droite décrit, comme nous l'avons expliqué 
pour (M, M'), un arc de cercle perpendiculaire à la charnière (BC, B'); de sorte 
que le pied de la tangente se transporte en r, et puisque le point de contact est venu 
en m, la tangente rabattue est donc (m. Cette droite devra toucher exactement la 
courbe am Bd. 

On peut encore observer que la tangente TMS de l'intersection primitive allait 
rencontrer la charnière en un point (S, B'), qui doit demeurer immobile pendant 
le mouventent de rotation; ainsi, il faudra que la droite im, déjà déterminée, aille 
passer par le point S. 

222. DéveloppemenL Nous avons vu (n** i6i) que, quand on développe un cy- 
lindre, la section droite qui est ici la base ABDC {jig. 58), devient rectiligne sans 
changer de longueur absolue; et que les arêtes lui demeurent perpendiculaires. 
Si donc, en supposant qu'on ouvre le cylindre le long de l'arête (DyW), on porte 
sur une droite indéfinie, des longoeurs (*) 

D'^E^' = DE, WY" = EF, F^B'' = FB , B'W = BM,..., 

et que par les points D", E", F",,., on élève des perpendiculaires égales à la hau- 



pour Topération ultérieure du dévetoppement, de les choisir tous de manière qu'ils divisent la circon- 
férence en parties égales. 

(♦; Observons ici que, quand la courbe ABDC est quelconque, il faut, pour rectifier les arcs DE, 
EF, . . • , les mesurer en employant une ouverture de compas qui représente une très-petite corde sen- 
siblement confondue avec Tare partiel qu'elle sous-tend; puis, reporter sur la droite indéfinie D'^D^ 
le môme nombre de fois cette ouverture de compas. Mais, quand il s*agit d'un dercle, comme dans 
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tearW du cylindre, oii <>b!ti«ndi*a , pour le (iéveloppement de celte surface, le 
rectangle D" VV^'D"'. Mamtenant, rapportOM-'y les points de rintersectîon ; et à 
cet effet, rappdtoQs^nous (n°'f42) que les portions de génératrices da c joindre, 
'Comprises' depuis la base jusqu'à cette courbe, doivent conserver après le dévelop- 
pement leurs longueurs 'primitives. Par conséquent, si nous portons sur les verti- 
cales du développement, des distances 

D"3=VD', E"e = KE', F\ = IFV..., 

et que nous réunissions par un trait continu leS' extrémités de ces hauteurs., nous 
obliendfX>D8 , pour ta- (ranêformée de Tintersection , la courbe de^S/x^e^. 

2123. Dans 1 exemple actuel, où la base du cylindre droit est un cercle, la trans- 
formée sera composée d*abord de deux parties évidemment symétriques ai et (kS\ 
car les deux arcs égaux AM et AN, qui répondent à deux points de la section pro- 
jetés en M', Tourniront sur te développement, des abscisses et des ordonnées res- 
pectivetment égales ; savoir : 

A'^M" = A^'N" et M'V = N%. 

Eu outre, chacune de ces parties, par exemple ad, se trouvera aussi composée de 
deux portions Sdc et €d égales, mms inversement placées par rapporta Thorizontale 
«èS : cela résulte de ce qu'à partir de 6, les points <f et fx, e etX, proviennent des 
poiats du cylindre F' etMVE' et U, qui se trouvent à des hauteors respectivement 
égales au-dessus et au-dessous du point B'. D'ailleurs, la transformée totale n'est 
.qu'une portion d'uneeourbe indéfinie (^) qui, d'après la relation existante entre 
ises coordonnées, adiaetune infinité de branches successives identiques avec i^oA. 
On peut même, parla géométrie, faire naître ces diverses branches, en imaginant 



l^temple actuel, il est beancotip plus cominode et surtout plus exact de prendre Immédiatement la 
dn>ite D"' D''' égale aux ^ du diamètre AD, puis de diviser cette droite en autant de parties égaies 
i^i'en contient la circonférence. Cela suppose d*ailleurs que les points de division do la base du oyUodre 
ont été choisis eux-mêmes à des distances égales, comme nous Tavons recommandé dans la note du 

(*) Cette courbe est une sinusoïde; car, si Ton appelle x Vabscisse boH^ntale et y Tordonnée 
verticale du point <p » comptées à partir du point 6 comme origine , puis que Ton désigne par x' = W V\ 
y' = F'U', les coordonnées du point analogue F par rapport à roriglneBV il est évident que Ton aura 
les relations 

j/'nry, a?'c=d!nBPî=r'sînB"P" = 8lnd:, fi=ax^^ 

en désignant par a la tangente trigonométrique de Tangle R'B'e/'. Donc, en éliminant les variables 
auxiliaires ^^.y\.il viendrapour réquatîenida la traD0foffmée< rapportéo^à Trerlgine 6, 

.yt=,a*s^<B\ nubien i^xs:aitein.^« 

II 

'W^oniyftittsmtfagt l-usage^ttidjrthiuef tes bliai»iJUn8^eercleidoiit leraiyny^st l-nnltéi etiâéslgnaot 
taïf iv^to'mroo te 0FUiKire>a«ttieK 
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que le plaa sur lequel on effiaatnô le déy^etoppâioeat du cyjiudna, av^t été roulé 
suc ce corps un nomlM'e. de fois iadéfi«i« ot en .réfugiant \^^ con^JtjrucIftQns anté- 
rieanes sur Is^praloageDieni de Jft dnotUi SH^^'D-^,.. 

221i. Goû&iiruksons jnainlônaot la jtaag0nle.4e la tnaa^foroiée d^c^d pour im pqiiU 
quelconque: fjL. Ni)ussavuna.(vQ'' %&% 3?}.qMe.celle droite, est la po&ilion q,ue prends 
après le développement du cylindre, la tangente (MI, M'Q) de la courbe primi- 
tive , et qu€i: d'ailleurs Tangte décente Langonte avec Taréte du cylindre demeure 
invariable. Il s'ensuit que le triangle reolangte formé par c^tte tangente., la verti- 
cale (M, M' H) et la sous-tangenie MT, reste aussi invariable de foi^me^ et ne fait q^ue 
tourner autour de cette vertioale pour s^api^liquer sur. le plaja du.de veloppemett; 
il. suffit donc /de nepr oduire ici ce Iri^i^gle d^tus ses véritobljes dimensions. Or» 
comme on a éé^k la hauteur |(a M'' =M^H^ «i Ton. prend WT é^fale à la. souâ* 
tangente MI, T hypoténuse VfA wra la direction: de la* langeote cherchée. 

On pourrait aussi employer un triangle roûtangia, opposé .par le sommet au pi:éc 
cèdent, et qui a pour côtés la verticale (M^ M'A') et ThoaisyMUale {JAS,,h!B'). Ce. 
triangle demearant enoone inivariable die forme, il suffîfva de prendre./x»;^ M[h' et 
de tirer Thorizontale a>£S^=::= Mg; alar^i^ en joignant lest peinte S'' et |ea^ on obtien* 
dra nue droite quiidevraselnouverle piotongQme»4 da V(i^ 

225. 11 est importani dô remarquer qu'aux, deus. pointa («Â,.A') el (D, D') de. Tin- 
terseotion di» cylindre avec te piaA PQR^ la tangonte à cette courir se trouvait 
parallèle à la traeë)PQ^ puisque le plan tangent djii cyliacke en A ou em D est lui* 
même parallèle à celte trace. U en résKjilte qu?en chacun de ees points » la tangent& 
ds la seotion formait un angle droit a^ec l'afôte d« cyUndiH».; et^ comme cet anglei 
doit deflitturec inyariabte (n' 162, 3"") dans te dévelop|iement de lasArface, il 
faudra qu'aux pQÎnlfi.(x, àf i' te tria«sforaiéd cayfm emon^, àangles firmU tes verii* 
eatesA''«,D''a,D"'a'. 

226. Observons enfin <pi'aui point € de la IraMfoanée il y. aura u«e wfiewion; 
c*ést-à-dire que si Ton coostprfisaib, comme ci-dessus, la tangente en ce poiol, caMi 
ligne traverserail la courJ:>e., en laissant Tare Sac au-dessus d'elle , et l*arc 53 au* 
desfiOUBw Néaamûtna^ il ne faut pas la regarder comme une sécaftiafcar, bien au 
contraire, elle a dans ce point singulier on contact plus intime-avec 1» eourbe qae 
celui d'une langenie ordinaire. En effet, d'après la symétrie que nous avons pronvé 
exister (n"" 223) entre les deux parttes gce et Si, si nous menions par le point 6 uuq 
droite quelconque qui rencontrât Tare inférieur en |ul, cette méiie ligft» ^ut)eraii 
nécessairement Tare supérieur dans un autre point (^ qui serait à la même distance 
que y. par rapport à 6; donc en faisant tpurner cette sécante autour du point 6, lea 
deux points ^ et «p. se rapprocheront simultanément de celui-ci, et lorsque /a vien- 
dra se confondre avec 6, au même iaBlant ^ oûïacideffa paceiUemeot.avec |. D'où 
Ton vt)rt que 1a position limite de cette sécante sera détenninée, non par la réunion 
de deux points de section, mais par celle de trqis points de ce jgpnre]^ et qu'ainsi 
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cette tangente particulière offrira tin contact du. second ordre j d'après lequel elle 
aura un élément con^muD avec Tare Sa, et aussi un élément oommun avec Tare 
gd.*D'ailleurs, ces deux arcs se trouveront évidemment de côtés opposés par rap- 
port à la tangente » à cause des mouvements contraires que prennent simultanément 
les deux posions delà sécante, lorsqu'elle tourne autour du point g; donc il y aura 
là une véritable inflexion (*). 

Pour éviter la confusion des lignes, nous avons construit cette tangente nit^u/tér^ 
pour le point analogue y y en prenant la sous-tangente C'^ô^' égale à G 6^ et en joi~ 
gnatnt les points y et 9''. 

^27. Le développement d^un cylindre est une opération nécessaire à employer 
dans certains arts. Si, par exemple, on voulait former en tôle ou en fer-blanc un 
tuyau cylindrique qui ddt se terminer à deux plans^ Tun perpendiculaire, l'autre 
incliné sur sa longueur, il faudrait tracei*, sur une feuille de métal encore plane^ la 
courbe J'ai, puis découper cette feuille le long de cette courbe, en enlevant la 
partie supérieure; alors on serait certain qu'en courbant le reste de la feuille de 
tôle au moyen d'une enclume cylindrique, le bord supérieur présenterait la forme 
d'une courbe plane, ayant Tinclinaisou voulue par la question. 

De même si, après avoir exéctité en bois ou en pierre un cylindre droit, on vou- 
lait le terminer par un plan incliné, il faudrait construire, sur un carton. flexible, 
lé développement de ce cylindre avec la transformée ifoci de la section dont il 
s'agit, puis découper ce carton le long de cette courbe , et le rouler ensuite sur le 
cylindre. Dans cet état, le bord du carton aurait repris la forme qui convient à la 
dection plane demandée, et Ton pourrait tracer celle-ci sur le solide^ en suivant 
avec un crayon le bord de ce carton enroulé ; de sorte que l'ouvrier, counaissant 
ainsi le contour de la partie du solide qu'il doit enlever, pourrait achever Touvrage 

(*) Au )ieu de ces ooasidératiOBS qui sont paxticuUères au oerele,. mais qui nous ont paru trô$-pro- 
peea à faire sentir aux élèves le caractère distiuctif de l'iLfl.xIon, on peut démontrer généralement 
que, dans tout cylindre coupé par un plan oblique, la transformée de la section offrira une inflexion 
au point situé sur là génératrice pour laquelle le plan tangent da cylindre se trouvera perpendiculaire 
au plan sécant. En eflTet [fig. 69 6is), soit tc le plan qui coupe le cylindre suivant la courbe KLMNPQ ; 
aoit YMT un plan tangent perpendiculaire à 3: ; il coupera ce dernier suivant une tangente VMNT qui 
sera évidemment la projection orthogonale, sur le plan 7:, des deux génératrices infiniment voisines 
YM et ZN. Or on sait (n- 42) que l'angle aigu ZNT est le minimum, et Tangle obtus ZNV le maximum 
de tous les angles que Toblique ZN forme avec les diverses droites tracées par son pied sur le plan ic ; 
donc, on aura foujours 

angle ZNT<ZNP et angle YMV > YML. . 

Par conséquent, lorsqu'on développera le cylindre sur le plan tangent YMT supposé immobile, Télé- 
ment NP de la courbe ira prendre une position NP' située au-dessous de la tangente MT, tandis que 
réléraent ML se ti*ansportera au-dessus, comme WL'. Ainsi la courbe transformée K.'L'MNP'Q' pré- 
sentera bien une inflexion au point M, on suivant rôlément'MN. 

. Qette remanie internante a été faite d'abord par M. Th^ Olivier; mais nous Ta^vons présentée ici 
sous une forme telle, que l'énoncé s'appliquera identiquement aux surfaces coniques et à toutes les 
surfaces développables, comme nous le vei^rons au n* 2155^1 
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avec toute la précision désirable. Nous rencontrerons des applications fréquentes 
de ce procédé dans la Coupe des {terres et dans la Charpente. 

228. Autre solution de Cin(er$ecîion d^un cgHnëre droit par tm plan {fig. 69). 
Il peut arriver que quelque circonstance de la question empêche de choisir le 

plan vertical de projection perpendiculaire au plan sécant; alors ce dernier aurait 
pour traces des droites quelconques PQ et QR', et le cylindre sersût toi^ours re- 
présenté par sa base ABDC^ et par les deux verticales UU^ \\\ qui forment son 
contour apparent sur les plans fixes. Dans ce cas^ suivons la méthode générale du 
n* 210, et coupons le cylindre et le plan donné PQR' par divers plans horizontaux^ 
tels que K'N'M'; ce dernier. aura pour section dans le plan donné une horizon- 
tale {ISJW, KM), et pour section dans le cylindre, une courbe projetée sur la base 
ABDC ; par conséquent, les points M et N qui sont communs à ces deux sections 
auxiliaires sur le plan horizontal, étant projetés sur K'M', fournkont deux points 
(M, M^) -et (N, N^) de Tintersection demandée. Les autres s'obtiendront d'une ma- 
nière toute semblable, en menant à volonté des parallèles à la ligne de terre, comme 
A L , Ë F ,.... I 

229. Mais il vaut mieux interpréter atitrement ces constructions, en disant que 
Ton mène à volonté des jJans auxilUdres qui soient verticaux et parallèles à la trace 
PQ, comme MNK. Alors ce plan vertical coupera le plan PQR' suivant Thorizon- 
taie (KM, K'M'), et le cylindre suivant deux génératrices projetées sur XN' et YM' ; 
donc larencontre de ces dernières avec la ligne K'M' fournira deux points (M, M') 
et (N, N') de Tintersectioii demandée. Celte marche ^offrira Tavantoge de pouvoir 
trouver directement certains points remarquables qu'il importe de consti uire, préfé- 
rablement à d'autres qui en> seraient même très- voisins. 

I^ Si l'on applique celte méthode à la recherche des points situés sur les arêtes 
(A, UU'), (D, VV), qui forment le contour apparent du cylindre sur le plan ver- 
tical, on obtiendra les points A' et ly qui séparant la partie visible de Tintersection 
cherchée, d'avec la partie invisible; et, dans ces points-là, la projection verticale 
A'B'D'C devra toucher les deux droites UU' et VV. En effet, la tangente de la courbe 
dans Tespace pour le point (A, A'), est oéoessairement située dans le plan tangent 
du cylindre le long de Taréte (A, UU'); mais ce plan est ici perpendiculaire au 
plan vertical, et par conséquent la tangente en question se trouve projetée sur sa 
trace UU', laquelle doit ainsi toucher la courbe A'B'D'C; car d'ailleurs nous avons 
démontré (n<» 102) qu'une courbe et sa tangente devaient se retrouver tangentes 
l'une à l'autre, quand on les projetait sur un même plan. 

3*. Le point le plus haut et le point le plus bas de la courbe, c'est-à-dire ceux 
où la tangente sera Iwrizontale , s'obtiendront en cherchant les arêtes B et C, pour 
lesquelles le plan tangent du cylindre se trouve parallèle à la trace PQ. En effet, 
si, après avoir conduit dans cette direction la tangente BI de la base ABDC, et avoir 
construit comme ci-dessus le point (B, B') de la section, on veut trouver la tan- 
6» édit. 14 
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le plan vertical BIT.qMi to^aebe te eyUndf^^w (H, B');<0r QeBdaa«i^l«sa.iiywipl»ie^ 
.trace9^{)0raU^?,iiU«e couperoat. »^€«9^r9m«Dt ^viapi.unebofWi^t^el^è' ^ 
la.t^P0eAto.au;poiqLB^ CeUe^ droite. devidnMkiSMmelifiH^ Aei& amvhe; etl'autre 
ijiiDÎte fl^nala taQ«;wte:«^;pat^t(C; C')i,ia«i e|elr4HlveI?a,pal^i^olenthMi80oli^ 

2^. ,Jm tmgeiiie euiim point qiïek&ixpie (M, &t^.).^ra doDinée par TiAtensoelkia 
loki pl^n.PQR' avec le plan iaog^t.du oyUndrer^. long. de f aré^. veHkjA)e«U ; i^rtoe 
(defiiierâ.poar tmce la droite MT qjai roacootra^PQ ^poiiàt %'y.deiBQviù'q^f^adW 
.chercher k^seiconde trace de ce pjantangept, qq ^t e^rtaîu que iT^ogliaitraoe 
.bi^rizontale deja ta^genledemandiée. £iès lors^ eia-proîi^nt oe|)Mat wnialii^ 
. 4^'to^rQ,. «Lie joigpaot avec le.poiptde çonU/^t^f qp QbUe«4ca TM 4tTJtl' pourilm 
îPiv?iecliQ08ide.Ia, iàngfinte. 

li^i. rLe ralHiU^m^nt de l/a courbe poun?ait.s'çff6ct(ttçr*ea.foMaot toni^i^rile plan 
PQR' a«ioar de-sa trace.PQ^ pour Rabattra sur {leipkmboti^^atiil; et'COQWQ, dm» 
€^. fflatuveltt^Qt de, révptutiofi , la jpoiat qaekyHK]«ie. (M , M'O ^ soitîraifr pasv da phm 
vertical FM perpendiculaire à la charnière PQ , il suffirait de chercher (n^ 17) .la 
dî$tw€e du'pgivit P^au.poipt (Mi ^^)j\9U\s.d^ p^ri^v^^ettfii dktaaee but VUk pro- 
Img^y.pour Qbtwir la posiUoDidu .point (My &!'} w.r4totAeiiBQDU U» autresipoûits 
PieidéteripÎBer^ieDt.d'ane maQière «^wtbi^bte* 

Vais il vaut mieux rabattre le^ plan PQR' art # le plan i vertical ^autiHir der sai hmce 

(^^, parce ;q4ijB cl]^iie horizontale telle, que (KM, K^H') eoneerverftaa granésur 

lahBokie'qui est KM» Ql deviendra parallèle alla positioa que «prentlca la'tr^ce PQ 

«iprès oe rabattemfent jPoar tnoayer cette pofiiiioo^j'ioiagin&quelaiiiroîle (BC^B(C) 

soit prolongée jusqu'aux piNote/Set R' oJLeHe.reaceatte les- deux tracMfdu plan 

rPQR^ y et j'obaecve que* cette droite» dont la vraie, grandeur est le rabaltement R' S'^ 

-{eUrpftrtie.d'tftn/tiiajagleTectaogle dontt les. deux .auines côtés sont. QS ^t QR'. 3i 

'donc, Avec ces tnois,câMs» on cQDstcuîtile.(rianj^ QR'f» la base Q^^^waile rabat- 

tendent de la trace QSP.: alors, en tirant diss parallèles à cetlie lign&Q«p, ebempre- 

jOent Iqs dîstoiiaes 

Pfr=:IB, Z'a = ZA, Z'/ = ZL, K'« = KN, K'ïii = KM,.-., 

on obtiendra une série de points qui,, réunis par un trait continu, fourniront la 
courbe bimedcfab pour la vraie grandeur de Tintersection: du c jlindre par le plan PQR'. 

Quant au rabattement de la tangente (MT, M'T'), il suffira.évideinmQnl de pren- 
dre la dislance Q^ égale à QT, et de joindre le point i avec m parla droite,^, 
laquelle devra se trouver tangente à la courbe bmd. 

232. Le développement de la surface s'effectuera, comme au n* 222, en portant 
sur une di;oite indéfinie des longueurs ^ale.s.apx„arfis de la base;ABPQ» çectifi^s 
au moyenne très-petites. cordes, sayoir^(yî^. 59 A).: 

iBa''=5:/BL, iU'M"-.=ç:LM^ :ArE":;^.^»fi, iE"W-^^ED,.^^i 
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fyp» le»' {U)idt9^d€^ division y o&él^va-a d^sord^ntiéeâ'^ales aiix^ poi^tiom'^ 
côfrespondairtes^dei» gtoérdrtrices^ ravoir : 

et>'\9ioonrbe'Skffk^(x&^ sera la) trùnÈfàrvi^iée^dè la' section ^Q'cyfj^fdre. 

LalafigeQt9<)e*=cellte'traDBfarmée aa- paiiA jtx est ce que devient la tangente pH* 
iBiliVe(MTi M'T-); m celte^d'étaûlJrivypôiénuôe d'un triangle rectangle qtrî a pcfûr 
base MT et peur hauteur W^ et dont- les angles demeurent invariables (n^ ^1% 
il D'y aura^^qu'à' peindre la 80os-taiigèrte'M'^'F' = MT, et tifer la droite T''^. Cette 
iifl^eile«ra*toïMdiôr la transforoiéeeD ii^ poinftqui eét ici assez près delHnflexim; cat 
cette circofietmee arrive eu e, afttendit que le poiut ('B^ B') eet évideinment^celui 
où le plan tangent du cylindre serait perpendiculaire au plan séôanfy ce qttiest'Ia- 
ceoditioft emeniîelte povr rinfierion, aiUBi que ^ nous Tavons' démontré dans la 
DMO^du^n^liaft; 

imOBLàMfi n. Ttùmfet'lespêiriirdè section' if \m plan quelconque Vd^W avec me' 
courbe dont les projections sont ABCDEF et A'B'C'D'E'F. 

2ftftw C» pvoUème rentre tout à fait dans le précédent;' car; si l'on imagmëMe 
cyiiifdre: Veitml qoi proj«Me la^ 0Q«rbe>doDnâe suivait ABCDEF {fig. 62) , et que' 
ronconetraise^ comme au n* 228, la projection verticale A''B*'G''D^E'' de Pinter* 
seotiooide^ce'cr^drà avec leplan PQR', il est^olahr^que les points chetThés devront^ 
satroDver'fivr cette intersection v et coittmeitewnt a^rssi sur la • courbe donuée, i! 
xPiY auraiqa'à examiner si œs deux courbes se rencontrent quelque part sur le plan 
verfeieal^ IciieUesonl^<trors points oommiAMs,!^^» ^9 ^^ que Ton projettera sur le 
ptÉQ boritOfitil ^;L, M^ N^ et ce eont \k aoftsi^ lés poitts'oà^le plan PQR' coupe là 
cMrberprQ|iMfe. Il e«l>vràï»qtt^l existe un qô«trièi»e;poiflt dé rencontre eut re* lès' 
ppcyeutiom-^vertiôaies; vAViè on reâO'ftiurtt'aiséifient qde ce p^itn* n'est pas-commtkif 
anx^^deim ooorbes, parce» qw' il tombe, pour P une; surlMrcGD; etpour rautre, swr* 

NbUH avwns* ponctué les ares de là courtre qui st>iït au-dé^ous dû plan, parce qiiè 
nM^reg^lr^moùlm'^VtxmîmeetHt^^ rÔeHèmènt; aUn de faire mieux ressortir la 
siioatîondêè diverses parties 'de laMigniî à d6uMe coufbtire -."nDlàlsil n'en est pas dé 
» même dans Tépure 59, où le ptansécâut se trouve <roirtilJhré avec une surface, et*^ 
où nous avonsrdû, suivant la convention-générale établie au rf 1Ù8, regarder ce 
plan comtïïe enleté, après^ avoir coupé le cjiîâdre. 

234f Dans le ' problème ptécédèfnt efdâTis des questions analogues, on doime 
qûehiuefdis à la' côlrrbe auxiliaire' A'^B^l^... le tfom de cdurl/e de recherche ou- 
cùtttbt^'etrettr; pStTce'que les constructions que nous avons employées peuvent être" 
pfésentéeysà«s*le point de vtre^irrvant. Si le point* inconnu , où la courbe propo^ 
8éb*pefce*te»pïàn'PCW, éiait-projeté eii'^B*, que je prends au hasard sur la projection 
herHi^olitalé'lMRCD... , H Tàudteif qtt'ennDlenadt par ce*picriiïi; considéré' comme ap- 



Digitized by VnOOÇlC 



108 UYBfi IV. — IMTBBSJSGTIONS 1>B SOBFAGa^ 

partenant au plan^ nne parallèle (BK» K'B^) à la trace PQ, cette droite allât passer 
par le point (B, B^ de la courbe; or cette parallèle me fournit B'^ au lieu de B' 
pour projection verticale du point B ; par conséquent , l'hypothèse d'où je suis 
parti est une erreur. En répétant un essai semblable sur le point C , je trouve une 
autre erreur en sens opposé, puisque j'obtiens une projection verticale G'^ située 
plus haut que G'; d'où je conclus que le véritable point cherché est entre B et G , 
et qu'en réitérant de pareils essais pour des positions intermédiaires, je finirais par 
tomber sur le point de section (M, M'). Mais, au lieu de chercher à obtenir immé- 
diatement ce point précis par des tâtonnements multipliés, il est plus commode de 
construire un certain nombre de points quelconques de la courbe (Terreur; puis, de 
les réunir par un trait continu dont la rencontre avec la courbe proposée fournira 
le point demandé (M , M' ). 

PROBLEME III. Ëtanl donné un cylindre oblique à base quelconque, trouver i* /e* 
projections de la section droite de ce cylindre; 2° le rabattement de celte section; 3^ le 
développement de la surface et la transformée de la courbe qui servait de base; avec les 
tangentes à ces diverses courbes. 

235. Soit ABGD (/^/6o) la directrice du cylindre que nous supposons plane, 
et dont nous adoptons le plan pour plan horizontal de projection ; soit d'ailleurs 
(EE^^, E'Ë'^^) la direction des génératrices. Alors, eu menant à la base les tangentes 
BB" et DD'' parallèles à EE", ce seront les traces de deux plans tangents verticaux^ 
et, par conséquent, ces droites formeront le contour apparent du cylindre sur le 
plan horizontal (n" 106); tandis que les tangentes EE' et FF, perpendiculaires à la 
ligne do terre, fourniront, pour le contour apparent sur le plan vertical , les géné^ 
ratrices E'E"' et F' F"', qui ne sont antre chose que les traces de deux plans tangents 
perpendiculaires au plan vertical. Nous supposons d'ailleurs que le cylindre est 
terminé, et fermé par deux plans horizontaux ET' et E'^'F"', ce qui rendra invisi- 
bles sur le plan horizontal les arêtes GC'^ FF'',..., et manifestera d'une manière 
plus sensible la situation de ces arêtes inférieures. Pour mieux accuser aussi la 
forme de la surface , nous regarderons toutes les arêtes que nous aurons besoin 
d'employer, non comme des lignes auxiliaires, mais comme des génératrices qui, 
marquées en traits pleins ou ponctués, feront discerner les parties supérieures ou 
antérieures d'avec les parties opposées de la surface. 

236. Cela posé, puisque la section droite ou section orthogonale d'un cylindre 
est la courbe tracée sur cette surface par un plan perpendiculaire aux génératrices, 
et que d'ailleurs toutes les sections parallèles faites dans un cylindre sont identi- 
ques, menons, par un point quelconque Q de la ligne de terre, les traces PQ et 
yR' respectivement perpendiculaires aux projections des génératrices, et cherchons 
l'intersection de la surface avec le plan PQR'. Pour obtenir cette intersection , nous 
couperons les deux surfaces par divers plans auxiliaires qui soient tous verticaux 
et parallèles aux arêtes du cylindre, parce qu'ainsi nous n*aurons à cOBabiner que 
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des sections reclilignes; d'ailleurs, afta de simplifier Topération ultérieure du déve-^ 
loppemenif il sera bon de conduire ces plans par des points de la base , qui soient 
deux à deux sur des cordes 6M, EL,«*. parallèles à la trace PQ. Toutes ces dispo- 
sitions étant admises , nous pouvons opérer de deux manières. 

237. Première méthode. Soient &KI et IV les traces d'un plan sécant vertical : 
elles rencontrent celles du plan PQR^ aux points K et T; par conséquent, Tinter- 
section de ces deux plans est la droite (GI, VK! ) ; mais , comme il importe de déter- 
miner cette^ ligne avec une grande exactitude, attendu que pour les autres plans 
auxiliaires il nous suffira évidemment de mener des parallèles à VK\ nous allons 
construire un troisième point de cette droite. Ghercboi^, par exemple, celui qui 
est projeté en S ; et pour cela , imaginons par ce point une borizontale parallèle à 
la trace PQ. Cette parallèle, qui sera nécessairement contenue dans le plan PQR^ 
aura pour projection borizontale SR , et elle ira percer le plan vertical en R', sur 
la trace donnée Q'R'; donc R'S', parallèle à la ligne de terre, sera sa projection 
verticale; et si Ton y rapporte le point S en S', ce dernier devra appartenir à la 
droite TK'S'. 

D'ailleurs le même plan auxiliaire GKI a dû couper le cylindre suivant deux 
arêtes dont les pieds sont en G et H , et qui , par suite, sont projetées verticalement 
sur G'G'" et H'H'"; par conséquent, la rencontre de ces deux droites avec la section 
K'S^ fournira deux points g^ et hf de la projection verticale de la courbe demandée. 
Ensuite, on les projettera sur GHK en g etli, qui seront deux points de la projection 
horizontale de la même courbe. 

Maintenant, considérons un autre plan sécant MJSV. Il coupe le plan PQR' sui- 
vant une droite dont la trace est (V, V) ; et sans chercher d'autres points, nous 
sommes certains que cette section est V'm' parallèle à K^S^; puis, comme ce plan 
MNV coupe aussi le cylindre suivant les deux arêtes M' M" et N'N'' qui rencçntiient 
la droite V m' en m' et n', ce sont là deux nouveaux points de la courbe cherchée, 
qu'il restera ensuite à projeter horizontalement sur MV en m et n. Le même pro- 
cédé, appliqué à d'autres plans sécants, fournira ainsi les deux projections ambncd 
et cdm'b'n'cf d' de la section orthogonale du cylindre. 

7âS. Deuxième méUîode. (Fig. 60.) Soit ACY un plan vertical parallèle aux 
arêtes du cylindre : il coupe cette surface suivant deux génératrices partant des 
points A et G, et le plan PQR^ suivant une droite qui part du point Y et se trouve 
perpendiculaire à ces génératrices. Donc , si Ton rabat ce plan sécant autour de 
AY, en portant la hauteur Y' Z' de Y en Z% la droite AZ'' et sa parallèle Ce'' seront 
les positions nouvelles des génératrices; tandis que la perpendiculaire Y c'^ a'', abais* 
sée sur ces lignes, fet*a connaître les rabattements a" et ^'^ de deux points de la 
courbe cherchée. Ensuite, pour un autre plan sécant MNV, il suffira de mener 
Mm" et Nn" parallèlement à AZ''; et la droite \m" parallèle à Ya\ fournira encore 
les rabattements m" et nf^ de deux nouveaux points de la section droUe du cylindre. 
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I^ttiitoiin^ , il id0VliNi<lPft superfllri dé» traœr les* pitojeelÎQtt» de* celtei oôfRto^ atleadu 
qdetleB rabattomenU ainsi obtenus soÉiFonb^ comoMioiv^vatie voir^fienFcoMlroNre/ 
lafumk jrr«tiidèurid&' oette:co«rbe, etipcmretSectiXiviUiikùêiapp&men^fdJtLtfjiiû^ 
ce qui est le bat princfpalida problèiM.a6tael)(^). 

NéaiMoimvsîprotftvetfl dédoii'e'de iàUes prcj^ctîonsde la^seotioD di^mie, il n'y 
a-^?à rapporter les pu>i0ts'a(^', c^\ m'', n'^... etfif,-c/n»< n>,*..-par dèfr'perpeiidicti* 
lafre&'tà' la oharMère \Ai¥ç tpuia, projpter'ces dernîdns' points en a\ -d^-m^ n\.. . sur 
le9prQjeotk)«s'verticates^<tes: génératrices correspondantes. 

MWi II- est dés fioinféêretnafquKàtes qo*îl fàtft constPittre pféférfift)letnen:t à* 
d*âftrtres<|iii en seraient' m^me lrès-voîsi«s , et Ton fera^bîen de commencer par là 
rexécn*Î0Bf ded'épnre. 

I*. Si l'on applique Tune des deux méthodes précédentes aux arêtes Bft'^ et DD'' 
(jfîjjr. 60) qui forment le. contour apparent sur lé plan horizontal, on trouvera les 
points^*', 6') et (c/; d'), dans lesquels la courbe devra ioutherXeè arêtes en question; 
mais seuèement en jïrûjectton Itorizontate: En efffet, quoique dans Tespace la tangente 
de cette courbe et Tarôte du cylindre soient très- distinctes Tune de l'autre, puiâ- 
qttMci'elles sont perpendiculaires, néanmoins ces droites se trotivairt situées toutes 
dè»x* dans le plan tangent qui est évidemment i?er£ira/ ponr le point (<>', //), if 
s'énswit'qu'èHès doivent coïncider* en projection horizontale; donc la tangentô se' 
trouve ici projetée sur BB'^, et par conséquent (tf* 102*) cette ligue doit toucher la* 
projection horizontale de la courbe. 

Observons, d'ailleurs, que les points 6 et d étant situés sur le contour apparent" 
dé la surface relativement au plan horizontal , ils formeront les limites qui séparent 
la branche visible frûd dô la branche invisible bcdf pour Tobservateur qui considère 
cette projection. 

2\ En appliquant aussi le procédé général a là recherche des points situés sur 
les arêtes E'^BT''* et FF*', qui forment le contour apparent sur le plan vertical , on 
obtiendra les points (c, c') et (/,/), dans lesquels la projection verticale de là 
courbe sera touchée' par ces droites. Ce contact résulte encore de ce que la tan- 
gente de la courbe dans l'espace et.l'àrête du cylindre sont toutes deux dans un 
plan tangent qui se trouve ici perpendiculaire au plan vertical; et par conséquent 
la projection- verticale de la tangente coïncide avec celle de l'arête dir cylindre. 
D'ailleurs, lés points le' et /seront ici les limites qui séparent la branche visible 



(♦JXîêtto méthode ingénient, qui BsttLueiàW.'Tfî.^aMer, revient à chôîsîr Id pTâû vertical de 
pri))id(rtfon«pv«Hèlo-BQiiapdleS'4(JoylfiidK, e(n9n6:«fllwxi6ftav«ilta8Q8:qttf dévMndi«iit;«éQ8ft)eâ'dÀn^ 
lea opératiOBB desur 941 etiM5i GependaBft, s'il .8'4igis«at d'obtenir nnteMectfonid'tdi^^ylinldCB' 
oblique par un plan quelconque non perpendiculaire aux génératrïces, il vaudrait mieux ^suivre la ^ 
premîère-métliodéj c'est pourquoi nou» Tarons conservée ici; aflh de montrer comment on devrait 
agiPidan tmipAtelioÉB:' 
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'€'a!my de la^ branche imiùblB:e)dhifiy pânr Vobs^vaiwn^uii.CQftMdèfeotonpco- 

3"". Pour obtenir le point le plus haut et le point le plus bas de la cour]i)e9.iC'Q$t- 
ià-dnra)oeii£ ou saiiiaijigdftlô esi'/idriMiiiâ/e^.iiifawtûbcrch^.dUb^^eu^ 
ABCD , .qiidte. que «elûl^saf ^oyaie y i tesi points . Ai .et ^ Ci oui kt km^ée'ÂeJcBi^raUè^e^ à 
Juitmceilioriztmiate ¥Q dàplan qui.co^pele-^yiindt^ : .àtorsiy ^«i( lIoD' coQstruit,()iar 
ils'procédéqgéoéraMe point (a»/a').da liiotôracteUan qui >86naT situé twr rrdnéteiAA,^ 
tjedis que k; tangente» en ce^pointiise'indtivena bori^cmtdJe.iKQiQQètf'^Ue ton^ote 
doîiiâtra ((i\2i3)>Vmterâectien«.thirptaa PQR'. avâo le^ptebn'toageiït le tongide V^i^éte 
AA'^ l'flaaââ^.par hyfxitbèsevld.tcace hpixzQnUiie Ad de oerdemiieriplaa-.est.p^raUèle 
:à'PQ;.dûDC(t3es deuxi plans ne peixfveat se. couper (que^sitiiva^ntuQe droite; .parallèle 
à'PQ,'C:estHà-direit(;n2o»(â/e* Ihen semt daBi^aerpouif râcète.CC^,qilifo«rQiDa,]4n 
point {cyC^) où la tangente de l'intersection sera encoi^ .horizoolale. Ce&;diwx 
points sont très-utiles.à déterminer, pour tracer la courbe avec facilité et exacti- 
tude, sur les plans de projection. 

2ft0. Maintenant, construisons la tangente de l'intereeetion powr »un ^oipt 
quelconque '(m, m'). Ce point se trorjve sur l'atête mM; et le plan tangcdt du 
cylindre'Ie long de cette génératrice ayant pour* trace horizotltale la langente ^ftlT 
de la base, si Ton prolonge cette droite Jusqu'à* ce qu'éllëcoupe PQ ef T, oe'«em<là 
un point de Tinterseclion du plan langent avec leplan de-te courbe, if)ter6«Btton 
qui n'est autre chose que la tangente chercbée (ii*'213). Donc, en joignant/teipokit 
de contact (m, m') (jui/ est déjà coanu ,, avec lei point T qjui se projette verticalenaent 
en T' sur la ligne de terre, on obtiendra Tm et T'm' pour les projections de la tan- 
gente demandée. 

•241. Rabaiterltenu Pour obtenir rintersectîon dans sa Téritable'fornffe, rabattons 
le plan PQR' sur le plan horizontal, en faisant tourner le premier autour dq^sa 
trace PQ; puis, cherchons ce que.devient.alors le^point quelconque (m, m') de la 
courbe. Ce point ne sortira pas du plan vertical mV perpendiculaire à la char- 
nière; et comme sa plus courte distance à cette droite est éVïdômment'tla Ik^e 
(mV, m'V), il n'y a qu'à évaluer, par le procédé général du n" 17, la véritable 
longueur de cette ligqe, puis la porter de V eu fx, et ce dernier point sera le rabat- 
tement de ( m, m'). Mais observons ici que , si l'an a.em ployé la méthode du n'* 238, 
on connaîtra immédiatement Ja vraie longueur cherohée, .car elle est -évidem- 
ment Vm''; de sorte qu'en décrivant avec cette droite pour rayon un arc de cercle, 
il ira couper )a li^ne YM au point demandé y^. Oe même , les arcs de eeràle décrits 
avec les rayons Ya" et Yc'' fourniront les points a et y; et par des opëra(ioiiô 
semblables, on obtiendra la courbe aXfxSv^fyJ pour le rabattement de la section 
droite du cylindre. 

«42: Lat^ngente ( niT, m'T) de' la courbe- primitive «yailt s«m pied^T^lilué sur 
la charjiièrePQjce^pômt restera 'iiomobile ^pendaut le mouvement ;de rotelion,}, et 
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comme le point de contact (m, m') s'est transporté en fx, il s'ensuit que Tfx est le 
rabattement de la tangente , ligne qui devra toucher exactement la courbe oXfxS... 
au point ii. 

2^3. Développement. Nous avons démontré (n"" 166) que, parmi toutes les 
courbes planes tracées sur un cylindre quelconque , la section orthogonale était la 
seule qui devint une ligne droite après le développement de la surface* Par consé- 
quent il ne suffisait pas ici de connaître la base ABCD du cylindre, pour être en 
état de le développer; mais il fallait nécessairement chercher la section droite 
(abcd^ ciydd')^ et même construire le rabattement «SyJ de cette courbe, afin de 
pouvoir mesurer chacun des arcs aX, Xfx,..., et de porter leurs longueurs rectifiées , 
à la suite les unes des autres, sur une même droite (*). Ainsi, en supposant qu'on 
ouvre le cylindre le long de Tarête A A'' {fig. 6o el 6i), on prendra sur une droite 
indéfinie xy les distances 

* puis, par tous les points de division, on élèvera des perpendiculaires indéfinies sur 
la droite xyf et ce seront là (n* 161 ) les positions des génératrices après le dévelop- 
pement. Ensuite, pour obtenir la courbe suivant laquelle se transforme, par celte 
opération , la base inférieure ABGD , il faudra porter sur ces perpendiculaires , les 
longueurs des diverses portions de génératrices comprises entre cette base et la 
section droite, lesquelles ont pour projections 

(Aa, AV), (L/,^L'/'), (Mm, M'm'),-., 

et qui peuvent être évaluées par le procédé général du n' 17. Mais ici encore la 
ibéthode du n* 238 ofiFrira un avantage sensible ; car elle fournira immédiatement 
pour ces longueurs les droites rabattues suivant 

A a", IA\ Mm\..., 

que Ton transportera sur le développement en ^ 

et la courbe A, L, M, B, C, D, A, qui passera par les extrémités de ces droites , sera 
la transformée de la base ALMBCDA. 

La transformée de la base supérieure s'obtiendrait généralement en portant , 
sur les perpendiculaires à XI/ et au-dessus de celte ligne, des distances égales aux 
portions de génératrices qui seraient comprises entre la section droite et la courbe 
A''L"M"B'',... ; mais ici où les deux bases sont parallèles, les longueurs des géné- 

(*) Nous avons déji dit que, pour rectifier un arc tel que «X, il faut employer une ouverture de 
compas qui soit contenue un certain nombre de fois sur cet arc, mais assez petite pour que la corde 
qu^elle représente se confonde sensiblement avec Tare partiel que sous-tendrait cette corde* 
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ratrices totales sont constantes ; de sorte qu'il suffira d'évaluer la grandeur d'une 
seule arête (AA", A'A''^) , laquelle est donnée par le rabaltement AA^ {fig. 60), 
puis de porter cette grandeur constante sur les diverses perpendiculaires à xy^ à 
partir des points A, , L, , M, ,.••• ^^ obtiendra ainsi , pour transformée de la base 
supérieure , une courbe A, L, M, C, A, identique avec A, L, M, C , A,. 

2^. Observons ici que quand la base ABCD du cylindre sera un cercle, comme 
dans notre épure, ou même une ellipse dont un des axes BD se trouvera perpen- 
diculaire aux génératrices , la section droite sera une ellipse dont les axes seront 
(6(/, fr'd')et(ac,a^c'). En effet, le plan qui serait mené par les deux arêtes BB'' et DIV' 
ayant alors, par hypothèse, sa trace horizontale BD parallèle à PQ, il devra couper 
le plan PQR' suivant une corde (M, ft'd') parallèle à PQ; par conséquent cette 
corde sera perpendiculaire sur les tangentes de la courbe aux points (6, 6') et (d, d'), 
puisque ces tangentes sont dans les plans verticaux BB^' et DD^ Ainsi, la corde 
horizontale (bd, b'd') est nécessairement un diamètre principal ^ ou un axe de Tellipse 
dans l'espace, et le second axe, qui est perpendiculaire au premier, est (o^, aV). 
Mais il faut observer que ces deux droites , en se projetant sur le plan vertical , 
ne restent pas perpendiculaires , et deviennent seulement diamètres conjugués de 
ciy d di ^ tandis qu'elles continuent d'être, en projection horizontale, les axes de la 
courbe abcd. 

D'après cette remarque , et si l'on a eu soin de prendre les points G et M , 
E et L,... deux à deux sur des droites parallèles à PQ, la section orthogonale 
rabattue suivant aSyd se trouvera divisée par les génératrices en arcs égaux et 
symétriquement placés quatre à quatre; de sorte que, pour rectifier cette courbe, 
il suffira de mesurer seulement Iw trois arcs aX, X;z et fji6, puis de porter ces lon- 
gueurs sur xy quatre fois de suite, mais en renversant l'ordre de ces arcs à chaque 
série. Les longueurs des portions de génératrices offriront aussi des relations ana- 
logues, qui permettront de n'employer que la première moitié de ces droites. 

245. ( FïgF. 60 et 61 . ) Pour obtenir la tangente de la transformée, qui n'est autre 
chose que ce que devient la tangente primitive TM de la base du cylindre, après le 
développement de cette surface, il faut se rappeler (n** 162) que, dans cette ooé- 
ration, le triangle projeté sur MmT reste invariable de forme. Or ce triangle est 
rectangle au point {m,m')\ l'un des côté^ projeté sur Mm est déjà rapporté sur le 
développement en ^^ M, ; le second côté Tm a pour longueur véritable Tfz qui est 
son rabattement : donc, si l'on prend sur xy la distance juijT,= fxT, et que 
l'oh mène l'hypoténuse T^M,, cette droite sera la tangente de la transformée au 
point M^. 

Puisque, d'après ce que nous venons de dire pour un point quelconque, l'angle 

T,M,|7.^ formé par une tangente et par l'arête correspondante demeure. le même 

avant et après le développement, il s'ensuitqu'aux points A, , C, , A3 , la transformée 

devra conper les génératrices à angles droits; car, sur le cylindre primitif, la tan- 

6' édil. 15 
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gante aux pûints A et'Crde la tosse ét^il évidammeoet y0iipfiDdioQl»r0;a»r la^gÔBé^ 
raftrice ^correCipOQdaate. 

V-infieanon aura lieu ^ dans la trai>fifoiij»ée, attK pQÎntfiB, et D,; car mêsl poiata 
GOPrespondaïUs B elD sur le cylindre prômitif , 4e plan tangent ne^rouvaU évident* 
ment perpendiculaire sur le plan déeant POB\ ee qui eflt k CQndilîon.cafaotérifr* 
tique , comme nous l'avons vu dans la note du ai'' AS6« 

PROBLÊME 1V« Ékmi dminés tm c6m ^dwk et un.plan^ tnomer^ i"* iesfrojwlimis 
4è leur mieriectian; dl" le rabattement de oèUe oêurke; 3"* le dévelgffemeniiiuoône^i 
tu transformée de C intersection , ain$i que lesAm^entet àices tHiters&s^Qourbes. 

2&6. ÇFig^ 63. ) Un o6ae droift étant une surface de Fé\toliiiian (engendrée par 
une droite qui rencontre Taxe, toute section penpendioulaire à oettedenûàre ligne 
sera (un cercle AGBD, que nous regarderoM comme la déredrtoefaii'la base du oône, 
et dont nous adopterons le plan pour plan boniaostal de prejeotion. Le sommet 
étant projeté en (Sy S'), lec(»ntourtappareotdu>c6Desur le plan «vertical 0sra formé 
(n*" 106) par Jes deux génératrices S'A^ 5'B', qui répondenl aux phtns tangents 
AA'&^BB'S^» perpendiottlaires a« plan verlxk^al; et si d'ailleurs on admets pour 
simplifier uh peu les opérations graphiques , que celui-ci a été choisi perpendi- 
culaire au plan sécant, ce dernier aura pour traces ^des lignes itellee que PQ et <}R^ 

2kl. Cela posé, coupons le plan PQR'etlecône par des plans auxiliaires qui 
passent tous par le sommée (S, S^) , >et qui soient en outreparaZ/^ie^'â la trace ■hari'- 
zonUile du plan PQR'« D'après ^lechohx de >nos données, chacun de ces plans aioci* 
iiaires aura pour traees uae droite S' F' menée par le point S' dans irae direction 
arbitraire, et une droite F'KF perpendiculaire à la ligne de terre. Gomme cette 
deraière trace reacontre la base ACBD du cône en deux points F et K , j'en con- 
clus qbe les génératrices SF et SK sont les sections de la surface par le plan auxi- 
liaire S'F'F ; mais celui-ci coupe le plan PQR' suivant une droite évidemment 
perpendiculaire au plan vertical, et projetée en (M',XNM)} dooc la rencontre de 
cette droite avec les deux génératrices Tournira, sur le plan horiisontaL, deux .points' 
M et N de la courbe demandée, lesquels seront d'ailleurs projetés ?rertiealement m M^ 

/En répétant ces constructions pour d'autres plansauxiliaires, on obtiendra des 
peinte de TinteFsection aussi multipliés qu'on le voudra ; mais , pour r-opératiim 
ultérieure 4u développement, il sera utile de faire passer les traces horizontales 
des plans ^auxiliaires par des points A,E,F,C,.,. qui divisant le cercle en aras 
égaux. Parm cas plans , -se trouveront les plans tangents AA^S' «et BSf3[^ doai 
ohacnn fonrniiîa un point unique (6, 6') ou (H, H') ; œ seront là deux ^mmar« 
de l'intersection , car on voit aisément que la droite ( GH, G'H') divise en deux 
parties égales et à angles droits toutes les cordes rparallèles à MN ; de sorte que 
cette droite est un aaie de la section conique. Cette courbe, qui^ dans ^exemple 
actuel, estxine ellipse, a pour projections GLMHN«t>G'H(. 

2Ui& ( Fig. 63 . ) [La iméthode précédente ne pourca ;pas servir à trouver les poiniB 
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* 
de rifiteraecttonwsîtaésy aurite éeox.aréteft SG etSD^ qui se projptteat verticalai&eqt 
foÎYaoi Taxe diL cône f pance qu'ici les sections auxiliaires bites dans oetta^ suih 
fece et dans, le plaa'PQft' se confôndraieuA toutes sur le plan horizontal avec la 
droite CSD. Maïs si noua menons par te pokit V un pkn ^cmt lèoruankUi^ il 
œnpera le cAneiamÀraût un.oercledu rayonrV3=sy, et le plan donnée siiLvaiil 
«ne droite' ( Vj CI>) ; par conséquent , la reneonire de cette ligne avec le cercle du 
rayon SV sur le plan.horiaaiiiaèAuimira lesdeux points deinandéfr I et J. 

Ce secondl procédé aurait pu aossi^élre employé pour troaven les autres. points 
de rintersectiondu cône avec, le plan P(^';.e( d'ailleurs, il peutaecvir à.vérifieo la> 
position des pointa pour Ie»]uela^ dans la première méthode^ la renoiuitLe^ de» arétaa 
et des droites se fait sous un angle trop aigu. 

2^« La tangente- en nn point quelconque (M, M') de la courbe sera donnée 
(n*213) par Tintersection du plan PQR' avec le pUp tangent au cône le long de 
l'aréle SMF. Or ce dernier a pour trace horizontale la tangente FT de la base ACBD;. 
ainsi le point T où se coupent les droites FT et PQ est un point de la tangente 
cherchée, et. même ce point en est la trace horizontale ; donc, enfin, cette tangente 
est la droite (TM,<3M'). 

250. Rabattement. Faisons tourner le plan PQR^ autour de sa trace QR\ pour 
le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, la droite (MNX , M^), évidem- 
ment perpendiculaire à la charnière, deiMuisera'à angle droit sur cet a&e de rota- 
tion, et prendra, la position Wm; dofnc^ en portant sur cette dernière ligne le& 
distances 

M'm = XM, M'ii = XN, 

oa obtiendra les points i/i.et.n pour le& rabattements de (M, M') et CN , N')r Tqu& 
les autres points se trouveront semblablement , et la vraie grandeur de la section. 
sera fflmihtu, 

Par suite des mêmes considér4itiûna, on verra aisément qfie le pied T de la taor 
g^nte TM se transporte: à une distance Q.(=^ûT,,sqr une perpendiculaire à la 
charnière QR^; ainai,, en jpigjuknt lea points. < elm^ on auvak droite tm qui devra 
ê$mher euim la oourbe r^b»ilm,glmh^ 

251. Développement. (Fig. 63. ) Nous savons (n* 170} qii'une surface coniqne 
quelconque est développable , et que , dans cette transformation ,. les génératrices 
<w des portions queleon^ufia de ces droitûi^> ne. chaAgent pa& de longueur. Donc» 
puisqv'iei, où te eène tfst droii , les arétMGompriBes depuis le sommet jusqu^à' ta 
base sont toutes égales , il est évident que les exjtrémités d'e ces droites se trouve- 
ront situées , aprèft le^déy^LjpiBement » sur une cicconférenca da cercle qui auxa 
pottr centre] lor sommet; dii&csèttev et on twyuiéffà.à S'M^ Ainsi,, choisissons suit' te 
plafn où Pou veut exécuter te développement, un* point arbitraire S''; et avec un 
rayon S'' A'' = S^ A', décrivons un cercle sur lequel nous prendrons un arc A"B''A'^ 
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qui soit égal en longueur absolue à la circonférence ÂCBDA, ce qui revient à dire 
que cet arc K"W A!" doit être une fraction de la circonférence totale, exprimée par 
le rapport de SA à S'A' ; puis, tirons le rayon S'' A''', et alors le secteur S" M'V'k"' 
représentera exactement la nappe inférieure du cône, développée sur le plan qne 
nous avons choisi. Quant à la nappe supérieure, nous en faisons abstraction ici, 
parce qu^elle n'est pas rencontrée par le plan PQR'; mais, dans un autre exemple 
(n*" 262) , nous verrons ce qu'il faut faire pour cette seconde nappe. 

252. Maintenant, pour obtenir la transformée de Tintersection (GLMH, G'H'), 
et en admettant que le cône a été ouvert le long de Taréte (SA, S' A' ), prenons sur 
la circonférence k"h"M'\ qui est elle-même la transformée de la base ACBD , des 
arcs (*) 

A''E'' = AE, E"F' = EF, F'C" = FC,..., 

puis tirons les rayons S'^E'', S''F'V- 9"^ lesquels il faudra porter des longueurs 
respectivement égales aux portions de génératrices, comprises entre le sommet et 
les divers points de la courbe (GMH, G' H'). Or, si l'on considère, par exemple, le 
point (M, M') situé sur la génératrice (SF, S'F'), et que l'on fasse tourner celte 
droite autour de l'axe, jusqu'à ce qu'elle devienne parallèle au plan vertical, il est 
évident qu'elle ira coïncider avec l'arête (SA, S'A'), tandis que le point M' restera 
sur une horizontale et se transportera en ^' : donc alors S'fx' sera la véritable 
longueur delà droite primitive (SM , S' M'). Ainsi, après avoir mené par tous les 
points L', M',... des horizontales , il faudra porter sur les payons du développement 
des distances 

S"G'^=S'G', Sa" = SX S''M"=SV/, S"F = S'V',..., 

et la courbeG"L"]VrrH"N"G'" sera la transformée de la section faite dans le cône 
par le plan donné PQR'. 

253. Cette transformée, considérée en elle-même, ne se terminerait pas brus- 
quement aux points G" et G'"; mais elle se prolongerait en offrant une infinité de 
branches égales à G"H"G'", lesquelles finiraient cependant par coïncider exacte- 
ment, si le rapport de l'apothème S'A' au rayon SA de la base était un nombre 
commensurable : c'est ce que montre clairement l'équation de cette courbe , où il 

(•) Ici II ne s'agit pas de rectifier précisément les arcs AE, EF, ... , mais de les changer en arcs 
d*un rayon différent et de mêmes longueurs absolues que les arcs primitifs. Or, si l^on emploie des 
ouvertures de compas propres à représenter des cordes sensiblement confondues avec les arcs par- 
tiels qu'elles sous-tendraient sur le cercle ACBD, puis que l'on reporte ces ouvertures de compas sur 
la circonférence A"B" A*', on approchera encore plus de la vérité que si on les portait sur une ligne 
droite; par conséquent, le procédé est le même que pour rectifier les arcs AE, EF, • . . . Toutefois, 
dans le cas actuel, on opérera avec plus d'exactitude et de facilité si, comme nous Tavons recom- 
mandé, on a eu soin de prendre les points A, E, F, • • . à égales distances sur la base circulaire, 
parce qu'alors il suffira de diviser l'arc total A"B" A"' en autant de parties égales qu'il y en avait sur 
le cercle ACBD. 
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entre nne fonction circalaire et périodique {*). Mais pour se rendre compte syn- 
thétiqaement de ces circonstances^ il n'y a qu'à imaginer qne le cône est enve* 
loppé par une sorface flexible, qui a fait an nombre indéfini de révolutions : alors, 
toutes ces nappes superposées ayant été coupées simultanément par le plan PQR', 
elles produiront, en se déroulant de dessus le cône , une infinité de branches iden- 
tiques qui se construiront graphiquement en continuant de porter sur la circon- 
férence A'^B'' A'^ et au delà du point A'^ des arcs égaux à A''E% E''F", F'^C'^. . . avec 
des rayons vecteurs égaux à ceux que Ton a déjà employés. 

25/i. Quant à la tangente au point M^' de la transformée , il faut se rappeler 
(n"* 170) que cette droite doit faire ici avec S^F'^ le môme angle que formait pri- 
mitivement la tangente (MT, M'Q) avec cette génératrice; et comme cela est vrai 
également de la tangente FT à la base » il s'ensuit que le triangle rectangle projeté 



(^) Pour obtenir cette équation en coordonnées polaires, représentons par R, /i, /, le rayon de la 
base, la hauteur et Tapothème du cône {fig. 63) ; soient d'ailleurs A; =r r Y la hauteur du point (r, S) 
où le plan PQR' coupe Taxe, et ci> Tangle de oe plan avec Thorizon : nommons enfin p la distance du 
sommet à un point quelconque (M, M') de la courbe, et « Tangie ASF, c*est-àr-dlre l'arc qui mesure 
cet angle dans un cercle dont le rayon est Tunité; d'où 11 résulte que l'arc AF = R «. Avec ces don- 
nées, il serait bien facile de former les équations du plan et de la droite (SF, S' F')» puis de trouver la 
distance du sommet à leur point de rencontre, distance que l'on égalerait à p; mais nous pouvons f 
arriver plus p«omptement de la manière suivante : 

Dans le triangle formé par Taxe du cône avec la génératrice (SF, S' F') , sur laquelle est situé le 
point (M, M') dont nous appellerons z la hauteur, on a évidemment 

a:a — 2::/:p; 

ensuite, dans le triangle S' F' Y qui est la projection verticale du précédent, et où la droite 

^' ^ = »^^^ = ^JIL i on trouvera aisément 
tangu) tangoi) - 

/k: A-^::Rcosa:^=^; 

tangu» 
alors si Ton élimine z entre es équations fournies par ces deux proportions, il viendra # 

p= <(ft-fc) . 

^ A — Rtangco.cosa 

Ce ré£ultat contient deux variables p et a dont la première eonserve la m6me grandeur sur le déve- 
loppement du cône; mais l'angle « est alors remplacé pa,i; l'angle G''S'^M''='0 qui correspond, dans 
le cercle du rayon f, à un arc A"F^ dont la longueur absolue égale celle de l'arc AF dans le cercle du 
rayon R; par conséquent on a la relation Ra=::/6, au moyen de laquelle on peut éliminer a de 
l'équation précédente qui devient enfin 

P- Zô" 

A — Rtangw.cos-s- 
Cette équation, que nous laissons à discuter par 1er lecteur, représentera toujours la transformée, soit 
que Tintersectlon primitive se trouve une ellipse, une parabole ou une hyperbole, en faisant attention 
que si b) varie pendant que k demeure constant, on aura pour ces trois genres 

Rtangu><A, ou =*A, ou >A. 
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sar MfT demeura iHvarieéte de fôrnoe quand le. cène se déveleippe* Or, Tuo des 
c6(éd de ce triangle est déjà rapporté s«r le dèveloppemeot en M'^'^; doue, si on 
loi élève ime perpendiculaire F'T'' = FT, et que Toa tire la- droite TU% celte 
ligne devra toucher te Iransformôe au point M\ 

If résulte ausei du principe que nous venmis de rappeler, qu^aux points 6^^ H^, 
G^^ la courbe doit couper à angle droit le rayon veeteur correspondant; car, aux 
points- primitife (G , G') eft (H , H') , la tangente de Pinteraectioase traiivaîtévidom* 
ment perpendiculaire sur la génératrice du cône. 

255. Du poinê (finflexim. Il arrive ordinairement , commeiici dans la jî^.. 63 , 
que la transformée CM^'H^'G"', après avoir tourné sa concavité vers le sommet S'', 
tourne ensuite sa convexité vers ce point , et dès^lors il doit y avoir une wfiexitm 
entre G'' et H'^ Il importe de pouvoir assigner Tendroit préeis où arrivera cette 
circonstance, et pour cela il faut se rappeler le lemrae suivant, qui est bien facile 
à démontrer : Lorsqu'une droite est oblique à un plan, l'angle qu'elle forme avec 
sa projection orthogonale sur ce plan , est le minimum de tous ceux qu'elle fait 
avec les diverses ligne» tracées par son pied dans ce même plan; et le maximum 
de tous ces angles est celui qu'elle forme avec le prolongement de sa- projection. 

Cela posé (jig. 6/^ bis) , soient PQR le plan sécant, et ABMDEF la section q^'îl 
trace dans un cane gmlcanque; je dis (fue la* transformée de. cette section présen- 
tera une inflexion au point situé sur la génératrice powr laquelle le pkmt tangent àVL 
cône se trouvera perpendiculaire au plan sécant. En effet, si nous abaissons la per- 
pendiculaire ST sur le plan PQR , et que nous menions la droite TMDP tangente 
à la courbe de section , le plan STflf sera bien tangent au cône, et perpendiculaire 
au plan sécant; d'ailleurs, les deux génératrices infiniment voisines SïTet'SD con- 
tenues dans ce plan tangent, auront évidemment la tangente TMPponr projection 
orthogonale sur le plan PQR. Or, d'après le lemme cité plus haut, on aura 

^ angle SMI < SMB et angle SDP > SDE; ^ 

donc, lorsqu'on développera le cône sur le plan tangent SMT supposé immobile, 
l'élément MB de la courbe ira prendre une position MB' située au-dessous de la 
tangente MT, tandis que Télément DE occupera une position IMS' 8Upéri>eure à DP. 
Par conséquent, la transformée A^È'MDE'F offrira bien une inflexion au point M*, 
M autour de la tangente TMDP.* 

Surface développable quelconque. Le théorème démoirtvé cî^essm prarnn cène, 
et pour un cylindre dans la note du n"" 2S96, est encore vrai pour toute surface 
développable coupée par un plan ; car la démonstration précédente n'exige ^nulle- 
ment que ,. dans \difig. 64 bis^ toutes les» génératrices aillent se couper au même 
point^ Sr^elie suppose senleaieot i^ye deux génératrices infinimenL voisines^ comme 
SM et SD, sont situées dms un méufr ptanrifafest Ir plan tangent de lasurface. 
Or, comme cette conditioniost tovjoii» remplie dans, les surfaces développables , 



Digitized by 



Google 



it s'ensuit que le ihéorème préoédent œtenoore vrai foxw iloulfis loi AurfMas 4a 
ee gewre. 

256. Pour appliquer fse théorème à foï^^. 68, Houe.abaî^seronf» dut&ommat 
( S , S' ) une perpendicuiaire (S' >/^ S X ) sur J^ tplao aéoani PQR'; vat .par Je fiied >. de 
cette droite, bous sièmëroiis à la base du côme la iaogeoAe Tf, qtii f3na connfiHre 
fei génératrice Sp sar laqueHe eera sitaé ie ptuat de la'«eatjoa où se, produira uae 
mflexiou dans la transformée. Il restera dose à trouver , «ur le dévelapperaeat du 
cône, la position que prendra ia généra trîee^pFOÎetée actuaUasowt Mir Sp; ca qui 
s'effectuera comme au n^ 252. 

Observons^ tontefoifi, que ei le ^d (A, X'^) de la perpeudiculaire abaiaséo^ur le 
plan sécant se trouvait en dedans de la ba^e ACBD, il i^^y aurait pl«s dlintlexion 
dans la transformée de la section; ce qui peut arriver pour aae oertaine inclijaai-' 
son du plan?QB^ 

257. Cas où la section conique est une hypsuoi^ (/$f«64)« Soient toujours AQBD 
ia base du cône droit, et A'&b\ B^S'a\ les anétesqui forment le contour apparent 
de cette surface sur le plan vertical : boqs tiendrons compte ici des deux nappes , 
en les supposant terminées à deux sections borisontales A'B', a^b\ qui se trouvent 
également distantes du sommet, et. qui ^ par conséquent, donnent lieu à deux, œr- 
clés projetés Tun et Tautre sur ACBD. Quant au plan séoant, dispaspo&-le dermar 
nière à couper les 4ieux nappes du cône; et en admettant toujours que le pian 
vertical a été choisi perpendiculaire au plan sécant, les traces de ce deinier seront 
H'QetQP. 

La construction de la courbe de section poserait sWectuer comme au n"" 2^7» 
fra moyen de plaas auxiliaires qui seraient menés parle sommet, perpendioulaire- 
ment au plan vtflical ; mais, à cause de la grande obliquité que présenteraient ici 
les sections rectilignes, il sera plus exax^t d'employer des plan^ horizontaux. Soit 
donc /x' y' un de ces plans; il coupole cône suivant un cercle projeté sur /x M y, 
et le plan donné PQB' suivant une droite (M', XNM); par conséquent, -les points 
M etNcommofisàces deux sections sur le plan borjaootal, appantieoaont à la 
courbe denaadée dont une dos branches est ainsi (PMGNI , OG^)..L*âuti^ braiiehe 
(BLfiKN, H'R^) se construira de même:; et Toq fera bien d'employer :uneiseotion 
y V= 1^//, laquelle fournira deux points (L, 1/ ) et (K^ U) projetés enoore^sur le 
joercle uMy. Nous ne répéterons pas ici ce que .nous avons dit daos.le .proftâàme 
préeédeot, anr les $mnmeu et la constructiofi de la taogftnte:; ;inais .nouSiallonB 
passer à une rechercfae particidîère:au cafe actueL 

256. Lorsqu'une courbe Admet' mae hmnche infinie^ et qu'on éloifoe de pins 
an plus le pointée contact d'one tangente,, cette droite varie-de^itoation, et ^œJ* 
quefois elle se Iranaporte towt eutièce à VixSm en mésm temps qiie )e point de 
contact, ainsi qdie oâla se présente dans la pavabole du aeeond^ degré; maïs, dam 
d'autres -cas , il arvive que cette tang^te variable nsate tMiJGMiis «a defà >d'ua0 
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eertaine limite y qu'elle n'atteindrait qu'autant que le point de contact serait à une 
distance infinie. Alors , cette limite des positions de la tangente se nomme une 
asymptote; et Ton énonce cette propriété d*une manière abrégée, on disant que 
F asymptote (^une courbe est la tangente pour un point de contact infiniment éloigné. 

259. (Fig. 64.) D'après cela, proposons-nous de construire les asymptotes de 
[a section faite dans le cône , par le plan PQR'. Le point de contact d'une tangente 
de cette espèce ^ devant être à une distance infinie , se trouvera nécessairement situé 
sur une génératrice parallèle au plan sécant; si donc on mène par le sommet, et 
parallèlement à PQR', un plan S' a' a qui coupe le cône suivant les droites S « et S6 , 
ces deux arêtes seront celles qui contiennent les points de contact des asymptotes. 
Considérons la première , et rappelons-nous que le plan qui touche 1er cône tout le 
long de la génératrice Sa, quelque prolongée qu'elle soit, a pour trace horizon* 
taie la tangente a9 de la base; donc, Tasymptote qni doit être (n" 213) l'inter- 
section de ce plan tangent avec le plan PQR', passera par le point où se ren- 
contrent leurs traces; et elle sera précisément la droite Sw parallèle à Sa, puisque 
ces deux plans sont l'un et l'autre parallèles à cette génératrice. 

On construira de même l'autre asymptote (pw, qui sera parallèle à l'arêleSg; 
et les deux asymptotes devront se couper en un point o , qui soit situé précisément 
au milieu de l'axe réel GH, c'est-à-dire au centre de la courbe. 

260. Si l'on appliquait la méthode précédente au cas d'une section parabolique j 
ce qui exigerait que le plan PQR' eût sa trace verticale parallèle à S' A\ on trouve- 
rait que les deux arêtes Sa S6 se confondraient avec SA; de sorte que cette 
dernière droite étant la seule génératrice du cône qui fût parallèle au plan sécant 
PQR', la section aurait bien encore une branche infinie , mais elle n'admettrait plus 
d'asymptote ; car le plan PQR' et le plan tangent le long de SA , qui devraient 
donner cette tangente par leur intersection , se trouveraient évidemment parallèles 
entre eux. 

26f. Rabattement. Cette opération s'effectuera comme dans le n° 25ft, en 
portant sur chaque droite M' m perpendiculaire à la trace verticale QR', des dis- 
tances M'm = XM, et M'w = XN. Quant aux asymptotes, on rapportera d'une 
manière semblable leurs pieds et 9 , en 6' et 9'; puis , on joindra ces derniers 
avec (ù" qui est le rabattement du centre (w, «')• 

262. Développement. {Fig. 6ft et 65.) D'après les principes rappelés au n* 251, 
il faudra décrire d'un point arbitraires", et'avec un rayon égal à l'apothème S'A', 
un cercle sur lequel on prendra un arc B'^A'' B'" qui soit à la circonférence totale 
dans le rapport de SA avec S'A'; et le secteur S"B"A"B'" représentera le dévelop- 
pement de la nappe inférieure du cône, en supposant qu'on ait ouvert cette surface 
le long de l'arête (BSA, B'S'a' ). Mais, comme la nappe supérieure se développe en 
même temps que la première, et par un mouvement contraire autour du sommet 
qui peut être censé immobile, celte seconde nappe aplanie viendra occuper un 
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secteur S' al'b"a!" égal au précédent, et dont les rayons extrêmes seront les prolon- 
gements de S"B'' et de S"B'^ Pour rendre plus sensible la distinction de ces deux 
secteurs, nous avons supposé ici que la nappe supérieure se terminait à un cercle 
aj>^a^ d'un rayon un peu moindre que S"B'', et nous avons ponctué les parties 
du secteur inférieur qui sont recouvertes par l'autre; cependant, pour effectuer les 
coDStructioDS dont nous allons parler, il faudra toujours opérer sur le cercle pri- 
mitif B" A" B'"fc''. 

Cela posé , sur le rayon S'' A" qui divise en deux parties égales le premier secteur, 
on prendra la distance S"G"= S' G', et le point G'' sera la position du sommet 
(G, G'). Ensuite, pour un point quelconque (M, M') de la courbe, on mènera 
la génératrice SMF dont la position S'^F", sur le développenient, s'obtiendra en 
prenant l'arc A"F'' = AF; et comme la véritable distance du sommet au point 
(M, M') est égale à S^' (n'252), si l'on prend une longueur S"M'' = S'/, le 
point M'' sera la position actuelle de (M, M' )• Les autres points se détermineront 
d'une manière semblable, et la transformée de la branche inférieure de la section 
conique sera F'M" G" N" F. 

Quant à Tautre branche, elle se trouvera divisée en deux parties séparées, puis- 
que le sommet (H, H') était placé sur la génératrice B'S'a' suivant laquelle on a 
ouvert le cône, et que cette arête s'est transportée en S" a" d'une part, et de l'autre 
en S" a!". On portera donc sur ces dernières droites deux dislances S'' H" et S'' H''' 
égales à S' H', et les points H^', H''' seront les positions actuelles du sommet H^ 
Ensuite, pour un point quelconque (L, U) de celte branche, on tirera la généra- 
trice SLC dont la position S" G", sur le développement , se trouvera en prenant 
l'arc a"C'' = AC; et sur le rayon S" G", il restera enfin à porter une longueur 
S''L"= S'X' qui est la véritable distance du sommet au point (L, L'). Par des opé- 
rations analogues, on trouvera que la section faite dans la nappe supérieure du 
cône, a pour transformées les deux branches .H" L"R'' et H^^K'^V, lesquelles 
doivent couper à angles droits les rayons extrêmes S'' a'' et S'' a'", 

263. {Fig. 64 et 65.) Cherchons maintenant à retrouver les asymptotes, et ob- 
servons bien que ces droites étant situées, non sur la surface même du cône, mais 
dans les plans tangents le long des génératrices Sa et S 6, elles conserveront leurs 
positions primitives par rapport à ces arêtes autour desquelles les plans tangents 
ne font que tourner, lorsqu'on développe la surface. Commençons donc par déter- 
miner ces arêtes sur le développement , en prenant les arcs A'' «'' = Aa, A"S"==: A6, 
et tirant les rayons S" a'' et S'^S" : ensuite, sur les tangentes aux points «" et &\ 
nous prendrons des distances <«''e" = «0, 6"ç ' = gç, et les droites e''0, <p"0, res- 
pectivement parallèles aux génératrices S" a'', S'' 6'', seront les positions actuelles 
des asymptotes primitives. 

. Le point où ces droites se coupent doit se trouver sîir le rayon S'' A'', à cause 

de la symétrie des constructions précédentes, à droite et à gauche de ce rayon; 

5* édit. le 
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matis il ne Faut pas oroîr^ que ce point est )e même que rinlerde(Aion cd des 
asymptotes primitives, car ces droites ont changé de position Tune par rapport à 
rentre. 

Néanmoins , les lignes 6'^ et cp^^O doivent se troaver asymptotes relativement anx 
diverses branches de la transformée. En effet, comme la forme de cette courbe 
doit toujours être la même, quel que soit le plan sur tequel on a développé te 
cône , nous pouvons concevoir que ce développement a été fait sur le plan tan- 
gent te long de Taréle Sa; alors Tasymptote Oœ, qui se troirvait dans ce plan, a 
dû rester immobile, aussi bien que réiémont infiniment éloigné qu'elle avait de 
commun avec l'hyperbole : donc cet élément est encoi^ commun à la droite 6''0 
et à la transformée; par conséquent, cette droite est bien une asymptote de la 
branche G''M"P^ et aussi de la branche H'" K"V^ 

26ù. Pûint (Cin/leaiofi. Dans la fig. 65, la branche de courbe H"L''R'^, qui com- 
Baence par tourner sa concavité vers Tasymptote , finira nécessairement par pré- 
senter sa convexité à cette espèce de tangente ; il doit donc y avoir un point d'in- 
flexion sur cette branche., et on l'obtiendra , comme au n* 256 , en menant un plan 
tangent au cône de lafig. 64 par la droite (S'T', SA), abaissé perpendiculairement 
sur le plan sécant PQR'. Mais, comme ici cette droite irait rencontrer trop loin la 
base inférieure du cône, prolongeons-la jusqu'au point (X'', ).), où elleva percer le 
plan de la base supérieure, et du point (V, X), menons à cette base la langenteXp, 
qui fera connaître (n* 255) la génératrice Sp, sur laquelle sera situé le point où 
l'inflexion se manifestera lors du développement. Toutefois , il faut bien observer 
que la génératrice projetée sur Sp appartient à la nappe supérieure; ainsi, la dis* 
tance Ap devra être portée sur la^gr. 65, non à partir de A'\ mais à partir de a'\ 
suivant l'arc a'^p''; et le rayon S"p'' contiendra le vrai point d'inflexion dont il ne 
reste plus qu*à trouver la distance au sommet du cône, ainsi <fu'on l'a fait pour 
(L, L') aun«262. 

PROBLÈME V. Trouver ^intersection (Tun cône quelconqce par un plan y le 
développement de la surfaee , et la transformée de V intersection. 

.265. Sans construire une épure que nous engageons le lecteur à tracer lui- 
même , désignons par B la base ou la trace horizontale du cône en question , et 
par P le plan sécant. Il n'y aura qu'à couper cette surface et le plan P par une suite 
de plans auxiliaires menés tous par le sommet^ et les choisir, si Pon veut , parallèles 
à latrace hori»mtale du plan sécant: ce qui s'exécutera en conduisant tous ces plans 
par une droite.parallèle à cette trace horizontale et tirée par le sommet du cône. 
Alors chacun de ces plans auxiliaires produira, dans les deux surfaces, des sections 
recrt%ne5 bien faciles à trouver, et dont les points de rencontre appartiendront à 
la courbe demandée. 

2*6. Des branches infinies. 11 importe de savoir reconnaître, à priori , si la sec- 
tion aura ou non quelque branche infinie; or, il est aisé de voir que la question 
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rayieut à savoir s'il es^iste, 8ur le cône donné, quelque génératrice qui soit paralr 
lèlt'a» plaa sécant P; car, si aucune des génératrices ne remplit cette condition ^ 
le plan P ne pourra rencontrer ces diverses droites qu'à des distances^ttie^, et dès 
lors la courbe d'intersection swa nécessairenient limitée dans tous les sens. On 
mènera doue par le sommet du cône uv plan P' qui soit parallèle à P, et on exa- 
minera si la. traça horizontale du plan P' reacoutre quelque part la base B du 
côna.Lorsque ces lignes n'auront aucun point commun , on pourra afiirmer qu'aut 
cune des génératrices du cône n'est parallèle au plan P, et qu'ainsi la section 
n'aura que des branches /erittéc«% Mais si la trace du plan F coupe la hase B en un 
ou plusieurs points, les diverses génératrices G, G',.*- qui aboutiront à ces points, 
se trouveront, évidemment parallèles au plan P, et dès lors elles n'iront la reiteon*' 
trer qu'à l'infini; par conséquent, la section admettra autant de brœiches infinies i 

Vasifmpiote de la braaclie correspondante à la génératrice G s'obtiendra en 
cherchant l'interseetioa du plan P avec le plan tangent mené suivant cette gêné* 
ratrice G, ainsi qu'on l'a vu au u"" 259. Si ce plan tangent coïncidait avec P', ce qui 
arrivera quand la trace horizontale de ce dernier se trouvera tangente à la base du 
cÔBâ^ alors la branche infinie serait dépourvue dUasifnxptoiei Mais comme la. trace 
horizontale du plau P' peut avoir avec la base.B plusieurs points communs» dant 
les uns seraieni des ^^ctio»^ véritables, et les autres des eon/oels, il'poiurra arriver 
que l'intersection totale du cône avec le plan présente à la fois des branches infi* 
nies douées d'asymptotes^ et des branches infinies qui en soient dépourvues. 

267. Quant au développement de la surface conique , il faudra partager la ba^ 
eu arcs assez petits pour être sensiblemrat confondus avec leurs cordes; alors, en 
mesurant une de ces cordes et les deux arêtes qui aboutissent à ses extréniités, (xv< 
pourra former avec ces trois droites et sur un plan quelconque, un triangle q^i 
représentera un élément superficiel du cône; puis, à la suite de <îe triangle, on con» 
struira de même l'élément adjacent qui aurait un côté commun avec le précédent ; 
et en continuant de la sorte, on obtiendra tous les éléments du cône étendus sur un 
p^Uy. ce qui donnera biem le développement de cette surface. 
^ Alla vérité cette marche exigera qu^ les opérations soient- faites avec beaucoup 
de soin,. parce qu'il faut ici con&truire uue suite de triangles où l'un des côtés %à 
extrêmement, petit par rapport ,auxv deux autres, et que les erreurs partielles peut 
ventt s'accumuler. Il serait plus» avaatagwx^, sans doute, de conjoattre d'avance sur 
le développement, une ligne droite ou circulaire sur laquelle il ne resterait plus 
qu!à prendre des arcs déterminés , poul^ fixer la position nouvelle des généra- 
triées^ ainsi que nous l'avons fait pour uu oyliodre quelconque au.n"" 2ftâ , et pour 
un cône de révolution au n"^ 251 ; mais ici où il s^agit .d'un cône quelconque,. il 
n'est, plus pofisible de se procurer, cet avantage inipprtant, parce qu'on ignore e»^ 
tièrement.la forme que prendra la base du cône ap^rèsnle déveioppemeut de teUe 
.surface; On pourrait, il. est vrai, obtenir une donnée équivalente ou. une «aciioti 
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orthogonale j en cherchant d'abord rintersection du cône proposé avec une sphère 
concentrique; mais cette méthode , que nous exposerons plus loin (n** 330 et 331), 
est elle-même sujette à des inconvénients encore plus graves. 

Quand une fois le développement du cône est effectué par une méthode ou par 
une autre ^ on y construit la transformée d'une section plane, ou celle de toute autre 
courbe, en portant sur les rayons du développement, des longueurs égales aux dis- 
tances du sommet aux divers points de cette courbe, comme nous l'avons vu dans 
le n'» 252. 

PROBLÈME VI. Construire (intersection (fun plan avec une surface de révolution 
{fig. 45). 

268. Prenons pour exemple le tore dont nous avons déjà parlé au n*» 138, et 
qui a pour méridien le cercle (A'B'C'B'', AC) tournant autour de la verticale 
(0, O'^Z') situé dans son plan; puis, cherchons l'intersection de cette surface avec 
le plan M'T'T qui lui est tangent au point (M', M) de la nappe intérieure^ car nous 
avons remarqué précédemment (n* 138) que les plans tangents à cette nappe 
devaient couper la surface. 

Employons ici des plans auxiliaires qui soient horizontaux, et soitF'K'N' la trace 
verticale d'un de ces plans. Il coupe le tore suivant deux cercles dont les rayons 
sont ON = rN' et OM =:rK', tandis que son intersection avec le plan M'f'T est 
la droite (F', Vf) perpendiculaire au plan vertical; donc les quatre points F, F'', 
fjfy où cette droite rencontre les deux cercles, appartiennent à la courbe de- 
mandée. Les autres points se trouveront d'une manière semblable*; mais quand on 
arrivera aux parallèles extrêmes D^B'' et D'B', on n'obtiendra, pour chacun, que 
deux points G et jr, ou H et /i; tandis qu'en opérant sur le pian horizontal Y'M'L', 
on trouvera trois points R, r et M, dont le dernier est celui où les branches de la 
courbe forment un noeud. D'après cela, l'intersection cherchée a pour projections 

MHREFGE''M/i«gc''M, et G' H', 

Nous avons ponctué les parties de celte courbe qui se trouvent au-dessous de 
l'équateur et du cercle de gorge, parce qu'elles sont invisibles sur le plan hori- 
zontal; et sur le même plan, Ja courbé doit toucher ces deux cercles aux points E, 
E", e", e, attendu que le plan tangent du tore est alors évidemment vertical, et 
qu'ainsi la tangente de la courbe et celle du parallèle, qui sont toutes deux dans ce 
plan , se confondent en projection horizontale. 

269. Cherchons la tangente de la courbe pour un point quelconque (F, F') ; et 
puisque cette droite doit être (n* 213) Tihlersection du plan M'T'T avec le plan 
tangent du tore au point (F, F'), construisons d'abord ce dernier. D'après la mé- 
thode générale exposée n'* 133 et 134, il faut ramener le point donné (F, F') 
sur le méridien principal en (N, N'), puis tirer la tangente N'P' dont le pied est 
évidemment P; ensuite , après avoir reporté ce point P en ir sur la trace du méri- 
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dien OF, on mènera , perpendicalairemenl à ce méridien , la droite itO qui sera la 
trace horizontale du plan langent au point (F, F') du tore. 11 serait bien facile de 
trouver la trace verticale de ce même plan : mais cela nous est inutile ici; car le 
point 9 où se coupent les droites ^rfi et T'T, appartient évidemment à Tintersection 
du plan tangent avec le plan M'T'T, ou bien à la tangente cherchée, laquelle est 
par conséquent la droite (9 F, T'F'). 

Get.la' méthode devient insuQisante pour obtenir la tangente do la section au 
point singulier (M, M'), parce qu'en cet endroit le plan de la courbe se confond 
avec le plan tangent du tore; mais nous apprendrons plus lard (n** 73ft) à effectuer 
celte recherche intéressante qui fournira les droites MX et Mi". 

270. Pour obtenir la courbe dans ses vraies dimensions, on rabattra le plan 
M'T'T autour de sa trace horizontale T'T, et un point quelconque tel que (F, F) 
restera sur une perpendiculaire à la charnière, en se transportant à une distance 
indiquée par T'F'. Il sera donc bien facile d'avoir le rabattement de la section, que 
nous n'avons pas exécuté ici, afin de laisser lire plus nettement les constructions 
principales (*). 

PROBLÈME VIL Intersection d'un plan avec un hyperboloîde de révolution à une 
nappe. 

271. Nous savons (n'* 140) que cette surface peut être engendrée par une hy- 
perbole qui tourne autour de son axe imaginaire, ou bien par la révolution d'une 
droite mobile autour d'une droite fixe, lesquelles ne sont pas dans un même plan. ' 
Si nous partions de la première définition, la méridienne serait connue, et nous 
rentrerions tout à fait dans le problème du n* 268 ; c'est pourquoi nous emploie- 
rons l'autre mode de génération, et nous représenterons la droite fixe par (0, 0'Z'), 
et la droite mobile par (AD, A'D') (fig. 68). Celle dernière ligne est supposée ici 
parallèle au plan vertical , mais il sera toujours bien facile de l-amener dans cette 
position (n'* 149), si d'abord on l'avait assignée dans loute autre. La plus courte 
distance des deux droites est l'horizontale (OD, D') qui décrit le cercle de gorge 
(XDY, X'Y'); et le pied (A, A') de la droite mobile parcourt le cercle AaB qui 
est la trace horizontale de la surface. Nous nous bornerons ici à ce petit nombre 
de données, pour fixer Thyperboloïde en question, sans exécuter la représentation 
graphique de celte surface sur le plan vertical ^ où le contour- apparent serait une 

n n est intéressant d'observer que si le plan TT M' tangent au tore était incliné de manière à 
passer par le centre (0, G'} » auquel cas il toucherait une seconde fois cette surface dans un point 
(m, m') symétrique de (M, M') , il arriverait que la section produite par un tel plan dans le tore se 
réduirait à deux cercles égaux et se croisant aux points de contact (M, M') et (m, m'). On vérifie 
cette proposition en formant Téquation de la section rapportée à des axes tracés dans son plan ; mali^ 
pour apercevoir aisément que cette équation du quatrième degré peut se décomposer en deux facteurs 
rationnels du second, il est nécessaire d'y introduire les coordonnées polaires. Cette propriété fort 
curieuse dont jouit le tore, a été reconnue et Indiquée par M. Ywn Villarceau dans les Comptes 
rendus de l'Institut^ le %% août i8&8. 
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hyperbole (n* Ihê) ; et pour laisser voirai» distinctement la courbe d^intersectton 
sur le plan horizontal ^ nous réduirons la surface à sa nappe inférieure, c'est-à- 
dire que nous supposerons la droite mobile terminée au point (D, jy). Enfin, nons 
rappellerons que la génératrice du second système (n'Iftl) serait (BD, B'D'); et 
qu'en transportant ces deux génératrices parallèlement à eltes^mémes, dans les 
positions (D'A'; Oa), (D'B', 06), elles produiraient alors par leur révolution 
autour de Taxe vertical, le cône asymptote (if 1/^) dont la base serait le cercle a6, 
et dont le sommet (0, D') coïncide avec le centre de Thyperboloïde qui n'est autre 
chose que le centre du cercle de gorge. 

272. Gela posé, soient PQ et QR' les traces du plan sécant donné, ce cfui sup* 
pose que Ton a choisi le plan vertical de projection perpendiculaire à celui-là ; 
mais, quand même la trace PQ serait oblique à la ligne de terre, tous les raison- 
nements qui vont suivre seraient entièrement identiques, et les constructions ana* 
logues. Pour obtenir Fintersection de œ plan PQR' avec l'hyperboloïde , j'emploie 
encore des plans auxiliaires horizontaux, tels que celui qui a pour trace verticale 
M'V. Ce plan rencontre la génératrice (AD, A'D') au point (V, V), et, par coneé^ 
quent, il coupe la surface de révolution suivant un cercle dont la projection hori- 
zontalo est la circonférence VMN décrite avec la distance OV pour rayon : mais ce 
même plan M' V coupe le plan donné PQR', suivant une droite (M', IMN) perpen- 
diculaire au plan vertical ; donc les points M et N communs à cette droite et au cercle 
précédent, sont deux points de la courbe demandée sur le plan horizontal; ils 
sont d'ailleurs, projetés verticalement l'un et l'autre en M'. En menant d'autres 
plûns auxiliaires parallèles à M'Y', on déterminera les divers points de l'intersection 
qui, selon Fincllnaison du plan PQR', peut être une ellipse, une parabole, une 
hyperbole, ou une variété de ces courbes. 

273. Des sommets. Si du point (0, R'), où le plan sécant rencontre l'axe ver- 
iioal de la surface, on abaisse une perpendiculaire (OP, R'Q) sur sa trace hori- 
zontale, cette perpendiculaire partagera évidemment toutes les cordes parallèliss 
à MN, en deux parties égales et à angles droits; donc elle sera nécessairemenl un 
Q9ie de la courbe, quel que soit le genre dé celle-ci; si donc cette courbe a des 
points situés sur cet axe, ce seront ies sommets y et il importe de les obtenir direc- 
tement. Pour cela, il faudrait faire tourner la génératrice (AD, A'D') jusqu'à œ 
qu'elle vînt rencontrer (OP, R'Q) en un certain poiut G; mais si, au contraire, 
nous laissons immobile la première de ces lignes, et que nous fassions tourner la 
dfoite'(OP,R'Q) autour de la verticale qu'eller coupe en (0,R'), die ira ren- 
contrer la génératrice (AD, A'iy) en un point que j'appellerai K, et qui se trou- 
vera évidemment sur le même parallèle où aurait été situé le sommet G, Or, il est 
fftcilô de construire le point K, qui est.rinteFSfôetiond&la droite (AD^ A'D-) avec 
le- cône engendré par la révolution de (OP, R'Q); car, après avoir décrit le cerde 
du rayon OP, base de ce cône auxiliaire y on conduira p^ar le sommet (Ot R') et 
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par la génératrice (AD, A'D') un plan dont on trouvera la trace horizoatale AC 
en menant par ce sommet une parallèle (R'C,=OC) à la génératrice; alors, cette 
trace AC coupant le cercle OP en deux points F etîE, fera connaître les deux arêtes 
OF et OE du cône auxiliaire qui sont rencontrées par la génératrice (AD, A^D'), 
et, par suite, on aura aussi leurs points de section K et L. Maintenant, pour re- 
venir de ces points aux véritables sommets G et Hiqui doivent être projetés sur OP, 
on décrira avec les rayons OK et OL, deux cercles qui rencontreront la droite OP 
aux points cherchés G et H. Il est vrai que chacun de ces cercles couperait OP en 
deux points; mais on distinguera aisément lequel est vraiment situé sur la ligne 
indéfinie (OP, R'Q), en traçant les projections verticales K'G' et L'H' de ces deux 
cercles. . . 

Il eât bon de commencer le tracé de l'épure par la construction des sommets^, 
parce qu'une fois ces points déterminés, on pourra mener les plans auxiliaires, 
tels que M'Y', à des distances convenables; et que d'ailleurs la recherche de ces 
sommets fera connaître le genre de la section, ainsi que nous allons Vexpliquer. 

274- Discussion. (Fig. 68. ) I^ Si la trace AC coupe la base du cône auxiliaire 
décrit par la droite (OP, R'Q), et fournît deux arêtes OF et OE qui rencontrent 
Tune et l'autre la génératrice AD, la section offrira éeux sommets situés sur 
(OP, R'^Q); et par conséquent cette courbe sera une ellipse ou une hype^^bole ayant 
cette droite pour axe réel. Ces deux cas se distingueront aisément l'un de rautre, 
en examinant si un plan quelconque M' V même entre les points (G, G') et (H, H') 
fournit, ou non, quelque point de la courbe. D'ailleurs, lorsque la section sera 
elliptique, on obtiendra le second axe«en faisant passer un plan horizontal par le 
milieu (&>, w ) de l'intervalle des deux sommets. 

2*. Si, des deux arêtes OF et OE, l'une est parallèle à la génératrice DA, on des 
sommets s'éloignera à une dislance infinie; et la section sera une parabole qui aura 
toujours pour axe la droite indéfinie (OP, R'Q). 

3^ Loi'sque la trace AC se trouvera tangente au eercle du rayon OP, les deux 
arêtes OF et OE se confondront en une seule droite; et le point où elle coupera la 
génératrice AD, étant rapporté sur OP, donnera le sommet unique de la section 
qui se réduit alors au système de deux droites. Cette assertion pourrait être justifiée en 
remarquant qu'une hyperbole dont les deux sommets se réunissent, se réduit à ses 
asymptotes : mais d'aîlïedrs, si l'on prend la peine de construire l'épure relative à 
l'hypothèse actuelle, on reconnaîtra que le plan AC mené par le sommet du cône 
tmxiliairey devient alors tangent à ce cône, .aussi bien que PQR'; de sorte qae ces 
deux plans, qui coïncideraient si l'on faisait tourner Tuii des deux autour de U 
verticale 0, doivent produire dans l'hyperboloïde de révolution des sections ideû»- 
tiques. Or, le plan AC contenant déjà une génératrice DA, ne peut couper de noH- 
veau la surface du second deg?é que suivant une autre section rectiligne^ projetée 
également sur une tangente au cercle de gorge (n* tftl); donc aussi le plan PQR' 
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produira dans Thyperboloïde une section composée de deux droites analognes aux 
précédentes y et qui se couperont au point trouvé pour sommet tiniqne sur la droite 
(OP, R'Q). D'ailleurs en ce point, le plan PQR' sera tangent (n'* ift2) à Thyperbo- 
loïde. 

Dans le cas très-particulier où la droite suivant laquelle se réunissent les deux 
arêtes OF et OE, se trouverait parallèle à DA, le plan PQR' couperait Thyperbo- 
loïde suivant deux génératrices parallèles entre elles, et il ne serait plus tangent à 
la surface que dans un point infiniment éloigné. 

4^ Enfin, si la trace AC ne rencontre pas du tout le cercle du jayou OP, il n'y 
aura aucun sommet réel sur (OP, R'Q), et la section sera alors une hyperbole 
dont cette droite sera Taxe imaginaire. Dans ce cas, la. courbe se construira tou- 
JQurs comme au n** 272 ; mais pour trouver le centre , et par suite l'axe réel , il 
faudra recourir aux asymptotes dont nous parlerons tout à l'heure : ou bien, ce 
qui est plus simple, on prendra le milieu a>' de l'intervalle des deux points / et r/ 
où le plan PQR' coupe les arêtes D'B' et D'A' du cône asymptote» Celte dernière 
règle est fondée sur ce que cette surface et l'hypérboloïde, étant semblables et con- 
centriques , doivent être coupés par le plan PQR' suivant deux courbes qui auront 
tin centre commun ( n"" I{|7 )• Or, pour la section faite dans le cône asymptote, on a 
vu (n'' 247) que les deux sommets étaient projetés sur le plan vertical , en y' et r/; 
par conséquent le milieu o' de la distance y'»', est à la fois le centre de la section 
conique et celui de la section faite daus l'byperboloïde. II restera donc à projeter 
ce point en o), sur la ligne OP que l'on sait être un axe de la courbe; et le plan 
horizontal conduit par ce point fera trouver les deux sommets réels par la méthode 
du ïf 272. 

275. ( Fig. 68. ) Pour obtenir la tangente en ua point quelconque M de la section 
produite par le plan PQR', il faut chercher l'intersection de ce plan avec celui qui 
touche l'hyperboloïde en M.^ Or ce dernier est déterminé (n^ .i!i2) par les deux 
génératrices rectilignes qui passent par ce point , et nous savons que leurs projec- 
tions horizontales s'obtiennent ( n"" iftl ) en menant au cercle de gprge les tangentes 
a, M 3, et 6M3; par conséquent les deux points a, et 6, où ces génératrices cou- 
peront le carde OA qui est la trace horizontale de l'hyperboloïde, appartiendront 
nécessairement à la trace du plan tangent cherché; donc cette trace sera la droite 
a,6T qui, par sa rencontre avec PQ, fournira le pied T dé la tangente TM qu'il 
s'agissait de construire. 

A la vérité , les tangentes au cercle dégorge menées par le point M , couperont 
Je cercle OA en quatre points : mais d'abord , ou ne devra combiner ensemble que 
ceux qui se trouveront tous deux en deçà , ou tous denx au delà des points de 
<)ontact d et d, par rapport à M ; car les deux génératrices que l'on cherche doivent 
se couper en M , et conséquemment (n** Ift3) elles ne sauraient appartenir au même 
système, ce qui arriverait évidemment pour les droites a,d, et «df aussi bira que 
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pour €d et 6,d,« Ainsi rincertitode qui pourra rester, consistera à savoir si Ton doit 
cooobiDer les deax droites a,d, et 6dy ou bien les deax droites ai et 6,d,; mais 
poar ces dernières qui ont leurs extrémités inférieures en a et €, , le point de sec* 
tîon projeté en M se trouverait évidemment au-dessus du cercle de gorge , tandis 
que le point (M, M') que nous considérons ici, est sur la nappe inférieure de l'hy* 
perboloïde; donc il faut encore rejeter ce deuxième couple de génératrices , qui 
devrait au contraire être seul conservé, dans une épure où le point considéré M se 
trouverait placé sur la nappe supérieure de la surface. 

276. Babatiement. Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR\ pour 
le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, rhorizontaie (M^IMN) res- 
tera perpendiculaire à la charnière , et deviendra Wmn , droite sur laquelle on 
portera des distances M'm = IM, M'n = IN; ce qui fournira évidemment deux 
points m| n, de la courbe rabattue. Les autres points s'obtiendront d'une manière 
semblable t aussi bien que la tangente dont le pied T se transportera en l, et qili 
Reviendra itti. 

i^ surfaœ actuelle étant gauche ^ comme nous l'avons démontré au n"* i&5 , elle 
ne saurait satisfaire à la condition essentielle du n*" 179 , et il n'y a pas lieu de 
chercher son dévebppement. Observons enfin que toutes les opérations précédentes 
s'effectueraient d'une manière entièrement analogue , si le plan sécant PQR' était 
oblique au plan vertical de projection, et quand même la génératrice (ÂD, A'iy) 
serait assignée dans une position quelconque; aussi nous engageons le lecteur à 
Su'exercer sur de pareilles données. 

277. DES BRANCHES INFINIES. {Fig. 68.) Il est très-important de savoir 
reconnaître à priori si la section de l'hyperbololde par un plan quelconque PQR', 
présentera ou non des branches infinies. A cet effet, il faudra mener par le centre 
(0,iy) du cercle de gorge, une droite (Oa, D'A') parallèle à la génératrice 
(DA, D'A'), et tracer la circonférence ab que décrit le pied (a, A') de cette paral- 
lèle, quand elle tourne autour de l'axe vertical pour engendrer le cane asymptote; 
et comme on sait (n*" 11^6) que toutes les arêtes de ce cône sont respectivement 
parallèles aux diverses génératrices del'hyperboloïde, il n'y aura qu'à conduire 
par le sommet (0, D') un plan ir parallèle à PQR', et voir si ce plan tt contient 
quelque arête de cette surface conique. 

1% Lorsque la trace horizontale du plan tt neTencontrera pas le cercle a6, base 
du cône asymptote, il n'y aura aucune arête de ce cône, et conséquemment aucune 
génératrice de l'hyperboloïde, qui soit parallèle au plan donné PQR'; donc aucun 
point de la section faite par ce dernier plan ne pourra être situé à l'infini , et dès 
lors celte section sera fermée et elliptique. 

:à\ Quand le plan n coupera la base a6 du cône asymptote en deux points, il 
existera sur ce cône deux arét#s, et sur l'hyperboloïde deux couples de génératffôes, 
qui seront parallèles au plan PQR' : donc la section faite par ce dernier dans Fhy- 

6' édit. é7 
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perboTôïder, offrira deyixbranehiss fnfinfes eV^fat^n&hyffetêtfli^. D^s#Ké«i%,chacert'<tet 
ces deux couples de géûératHces, compbsédedeaît (lp<yitfe8'pa**All**èS$ dété^nufùem. 
uû plan qm se trmiviera bien /aTï^^nf à f h-yperbbWîito (n* 188) dette» te» pokifidWi 
rettconlpe hî«'ftirtt«iît éîoigdé de ces lignes; ce set^' d«frt« l'toteMettiiii d€f «^phau 
tangent asymptotique par le plfttr donné POR', qm IbiarttWfl YèÊêgrhptoié'dldU^htsàiûm 
c6Tirespondante. Ceci' s- éclaircira par 1- exemple* êSx tf 2f78. 

3K Enfin, si le plan it ne fait qne tbiTfher lA base dta'côtte'asyittptMe, il« n'fmim 
plus sur ce cône qu'une seule arête , et sur rhyperboloïde* qtt*«ir êênl coupftg do- 
géflératrices , qui» soient parallèles au pian donné PQR^; dotio- )a* seetMQi n'offrira 
qy^une branche irffinve' e! sera une jmrabole. D'ailleurs- elle n'edlttetira plos d^a^mp- 
tote, parce- que le ptan t«iwgentf conduit' par ces detnc génératrice*- se t^otovèirai M^ 
TÈé)ûd» p«ra#èle" an plan- PQW^^ comme' nous le verrons cteifetneo* au* if '2Mfc 

278\ (Figr, Ggf.) Appliquons ces règles an 'cas dé Vépnte^ôg, e^ùla géaifiralrice 
(ADB, A^D'A") est prolongée autant an^dfessus qn^au-desaous du cercle* dé gorge 
(XDY, X'Y'}, afin de limiter la surface aux deux cercles égaux A^B' et A''B^, 
projetés horizontatemend snr AZB6. La génératrfoe dn* second syMème serait 
(BDA, B'D'B^) ; et ces deux génératrices, transportées parallèlement josqu*antctentre 
(O, D^), détermineraient te côrie asymptote q\n a pour base l\er cerel^dn rayon On. 
D*aillenrd, comme dans Tépnre précédente, nous ne nous attacherons pas à eflfec- 
tuer la représentation gi-aphique* de f hyperboloïde snr le plan verl*eaV, où il n'y 
aur« que dés lignes isolées qni' seront! tontes visiWes : ce- sera seulement snr le 
plan horizontal que nous exprimerons la forme de la sorfat» , en distinguant pair 
des ponctuations diverses, les parties visibles et' lés parties cachées. Qo^f an^plan 
sécant, nons^sotnmes convenns (n^'lOB) qo^il serait? regardé comme'enlëfé ^ après- 
avoir conpé l!a surfece , ef qtf il n'en resterait' qne* les traces PQ et' QR'. 

€ela posé, si nonsr menons paff le sommfet(0, D') dn' cône' asymptotes utiplàû^ 
D'E'P parallèle à PQH', on voit qn'il coupe le' cercle' Otf en deux points B ofc^ P, 
et le c6ne asymptote snivant deux arêttes projetées* sur OP et OE, Donc, en* nn con^ 
sidérant d'aboni qne la première 0P, et* lui menant denx pWaMMed icc, eS\ qui 
soient tangentes au* cercle de gorge*, ce seront th deux génératrices de Phyperbo- 
Idftte^i n'iront rencontrer le plan PQR* qu'à l'infini et qui annonceront Teixi^ 
tence d une branche indéfiniment prolongée. PèW obtenir l'asymptotte, j'ôfttervtt- 
qne le pten tangent de Thyperboloïdè dans ce point infiniment éloi^é', devant 
contenif (n* 15#) les deux génératrices ad et 6e qui se^coupent etr ce pointf; anra 
poor tvace horizontale la dtoite» aÇ; et comme ce plan doit fbntniVpar son infer- 
section avec le plan PQR' Tasymptot» denwtfdée, cette ligne se «ronvera évidém^- 
ment parallèle à ai. Si donc, par le point S oiiPsë conpenf les trates' PQ et- aJ, dfif- 
mène la droite^ 9» pwallèléàtxaP, ce sera^ Fasymptote qii^W rfagîMftit de'eanrtmire. 

VJ9: On- pourra répéter dtes constrwilîonffsemblâMes^pwir lia* seconde- branche- 
infinie q^î est indiquée pari^aulHftanête 0B dtt côtfftasympléter tMàn m dbit aper- 
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Ofveicjquft, ito^p rrOpérati<3gft,précédeptQ, te jilanv^aS qui touchait rhyj>erboloïde. à 
lAAe di^lfiiioe Âo&niç. ftur ^ .g^ératriçe dœ, était loi-méipe iangent au cane iia^mfioie 
,i^»jWftiMîi-arél»,OF. S»,^ ^(^i^ œ.pl^a .reoferme le diamètre ^Ôe d^ C€ircte.de^goi;gç, 
.âl>aoM^ii^iiwaAt4.l!î3«ôle Q£',;;4<HiC s^-tcace paâsera. par Je poiut F. et sej;a éyidçD»- 
KiefilijpfMrp^odiQuJiaîrei^i rayo^ .QF. .D'après ci^lexQmarque, il suffira, d^ memer au 
oercte'fla wypn OE.» Jé^ tang^atç^ç qm»jj)ar.sa rencontre avecPQ, fpurjoira le 
poiQtrf ^r l^uol *Qsx da.v.ra. Urer l'^sjnyUQte.^^Cf) «parallèlement à Ofl. Cette seconde 
4iayni^pt(94^ d^vr^a poqper Ja premâère ^en ,wi.poiut.&) qui soit situé sur la droite OP, 
puisque celle-ci (n*" 273) est toujours uu axe de la courbe. 

.SM. Si Tqp tVQiUila,it n^enoiployer gfi'^uue seule des .deux génératrices a^., &o, qui 
vont aboutir au pwvt 4q A)outaol.4e/l'^sy4ïiptoJle,9 on jpaurxaj^s'a.ppuyier sur «ce que 
4a.aurifoQe étdot de cévoUdUan, le planMqgent doit être |>erpendiculaii*e au })lan 
«ér«jUQ» qdi.ps^seipar le .poiAt dQxp^tactX-P*' ^9 )• Or ici ce point est à une dis- 
Uuceinfiuio 9iir aii 4opp \& jadéridiw correspoudant est le plan vertical OF paral- 
lèle à $ii i ainsi le plan tadugent cherché aurait pour trace horizontale une droite 
p^pendieulaÎTe à OF et menée du poinlr ra , ce qui ferait J;)ien retrouver la ligne aS 
déjà obtenue autrement. 

2Sil. Si le plw.B'F'Fjuené jwie, sommet .du çÀne .asymptote,, parallèlement 
à PQR\ touchait ce cône suivant une arâte unique, c'est-à-dire s'il avait la position 
&\W'J> t on Noii bà&a (lU"" 2fi9.) qu'il 6er,ait Jlui-mé^e toxig^fîjt à î' byperholoïde dans 
le fNQÀB^t^inâoimentféloigoé situé aur Ja géoératrjipe. (3£> , &J>')\ or, puisque ce jplan 
tM^^ot se -trouveraiit ainsi parallèle à PQR!, leur intecs^ction ser^ait ti^ansportée 
Mixi entière à rii)fiai;.4e sorte que la cour^ .d'iuleriSpclioA présenterait bien 
ooœne umbranake infink^ mais, qui n'emrmipJius (t]a»yny)tm'^ 

.282. (Fig. .69.)iMaittteBaot, <effeclu^«i0 hJkg^eé delà QWïik>e suivs^ut laqueMe 
èeiidanfPQR^ .miipe rby^pedcboloîkle , et çj^terchaus d>bQr4 les sommeis silués sur 
riïa»'.(>OP^ U!Q). Nous.avons vu (n*» {173) qu'il fottait iirer la droite (R'C'rtOC) 
fMiraMèle àUigteérMpioe (AJ)» il'D'J,reit,joiAdr>e<les,pQin(s C et:A,i j^ais om^me la 
lnioe€A'Ae ^reuoontre fms.icilq ceroledu rayon ÛPt on d(^t en conclure qu'il n'y 
a aucun sommet réel sur l'axe en question, et que la seclion est we hyperbole 
'dânt la ligûe.(QP, JMQ)^iVaûçe imoginaire. Alorôje€fcer,chele,cfitt(re en pccâetant 
:1e jMoâet de PMcontre tù 4es deux ^isyn^totas sur la ligne A^Q ^en (a'i ou bien 
;(«*»85<i^4^.,) ^ pmndsJe imlie» i»' tde 4'intervalle des deux ppiiats /;ietV où le 
Jpbn n(|>W-.omptf leS'âowx arâtea «&trét»es4A(QÔfte. asymptote ; .pni^ , eu faisaxU une 
4ee(mi Jfkorizeulale ipar w poii^t((o^ 6ui^a»t U méthode 4u n' f272^ j'obtiens les 
féBxm^omm^irétk G. et H.rC;Qtte.mâme/faétiiode appliquée À d^autrés ptLans J^ori- 
'J»nta«fiC,i€ll8.q«e»M'V''et^V''W'^, iqu'ilriier,afewa»de choisir demawère àiournir.des 
MJDfeioM âgftlfis.dawrleft detox. Aappe^^ IJ^atriMiMer d^^n/MyBWXrPpipAsJVl ^t i^^^iaot, v, 
té^M oantnfa^olieitebée ;-WiQ«toeyic«lle Jig|ie>devfa,évJi^Hpm9i>t passer par. li^a.ppînts 
!l«et:&Qè le Q^rjsle J»:8Sf est }i«injfm«rb^.|^r ■l*.4raicejPQ.d« plan «éçant^ ^^\ Ji^en 
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que par les points ( Z, Z^) et (U, 1') où ce même plan coupe le cerclé supérieur A^B^^. 

Enfin , coùime le cercle de gorge X' Y' est rencontré par le plan PQR' en deux 
points projetés verticalement sur L', on en conclura leurs projections hôrizônttries 
L et E , dans lesquelles ce cercle et Fhyperbole devront se toucher sur le plan hori- 
zontal. En effet y quoique les tangentes de ces courbes dans l'espace soie&t très- 
distinctes Tune de l'autre , elles se trouvent toutes deux dans le plan tangent de 
rhyperboloïde qui, pour chaque point du cercle de gorge, est évidemment twii- 
cal; d'où il résulte que les projections horizontales de ces deux tangentes se con- 
fondront nécessairement. 

Quant à la construction de la tangente à la section , pour un point quelconque 
(M , M') , elle s'effectuerait par les mêmes moyens qu*au n* 275. ' 

283. Rabattement. On effectuera cette opération comme dans Tépure précédente, 
en faisant tourner le plan PQR' autour de sa trace verticale QR', et en portant mv 
des perpendiculaires à cette charnière, des distances M'm = IM, M'n= IN,.... 

Quant aux asymptotes, on rabattra d'abord de la même manière le centre (w, (J) 
en (ù"\ puis, en rapportant les points 9 et 9 en tf et 8", on obtiendra ç"«'' et 8" 6)" 
pour les asymptotes de la courbe rabattue. 

PROBLÈME VIII. Intersection (Tune droite mec un hyperbàknde de révolution à 
une nappe. 

284. (Fîjr. G&.) Nous plaçons ici ce problème, parce qu'il n'est qu'une exten- 
sion de celui que nous avons résolu au n"* 273 , pour une droite qui rencontrùit 
raxede la surface; et nous allons ramènera ce cas particulier la question actuelle, 
où la droite proposée aura une position quelconque. Soient donc(0, O'Z') l'axe 
de rhyperboloïde, (ADB, A'D'B') la génératrice rectiligne , et (PQ, FQ') la droite 
dont il s'agit de trouver les points d'intersection avec la surface. Nous la suppo- 
sons ici amenée, par une rotation autour de Taxe, dans une situation parallèle au 
pka vertical : mais cette opération préliminaire est toujours fort aisée à effectuer 
(n"-449); et comme d'ailleurs elle laissera le point d'intersection avec la surface, 
sur le même parallèle où il était situé d'abord, il sera bien facile de retrouver ce 
point dans la position primitive. 

285. Cela posé, si le plan vertical PQ rencontre te cercle de gorge décrit avec le 
rayon OD, il coupera la surface donnée que je désigne par H,, suivant une hyper- 
bote dont l'axe réel sera (XY, X'Y') et qui aura pour une de ses asymptotes la 
droite (A'B', PQ). Il serait donc facile, d'après ces données, de construire cette 
courbe sur le plan vertical , et sa rencontre avec FQ' ferait alors connaître les 
points demandés ; mais nous nous proposons d'arriver à ce résultat par des con- 
structions directes et qui n'emploient que la Hgne droite et le cercle. Pour cela, 
imaginons que Thyperbole dont nous venons de parler et qui contient les points 
cherchés, tourne autour de la verticale w f elle produira ainsi un second hyper- 
boloïde à une nappe H, dont le-cerete^de gerge sera (X3Y, X'Y^, et qui aura 
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pour génératrice rectiligne la droite («6, A'B')^ alors la question primitive se ré- 
duira évideioment à trouver les points d'intersection de ce nouvel hyperboloïde H, 
avec la droite (PQ, P'Q')qpi rcjucontre son a^^e (w., O'Z'); et, par conséquent, 
nous scmimês ramenés au problème du n' 273. 

On décrira donc avec le rayon a» F un cercle qui sera la base d'un cône auxi- 
iiaJr^ ayant pour sommet le point (a)9R'); puis^ en menant la droite (RX^ (oC) 
parallèle à la génératrice, on déterminera la trace a G d'un plan qui coupera ce 
o6iie suivant les arêtes <»£ et cdF. Ces dernières lignes vont rencontrer la généra- 
trice aux points (L, L') et K, K'), que Ton ramènera sur la droite proposée en 
(M'^ M) et (N', N); et^ces dernier^ points seront ceux où la droite (PQ , P'Q') perce 
le second hyperboloïde H, et aussi le premier H,. 

286. Si la projection horizontale PQ de la droite proposée se trouvait tangente 
au cercU de gorge décrit avec le rayon OD, le plan vertical PQ couperait éyi46m- 
ment rhyperboloïde primitif H, suivant deux droites projetées sur A'B' et sur la 
droite symétrique de cette dernière; dès lors, la rencontre de ces deux droites 
avec P'Q' fournirait immédiatement les points cherchés. 

287; Enfin, supposons, comme danslajfi^. 67, que la droite proposée (PQ, P'Q^) 
se projette en dehors du cercle de gçrge OD. Dans ce cas, le plan vertical PQ cou- 
perait encore la surface primitiver H, suivant une hyperbole, mais son axe réel 
serait dirigé suivant la vertical^ R; de sorte qu'en faisant tourner cette courbe 
autour de cette verticale, on obtiendrait un hyperboloïde à deux nappes^ et le 
problème ne serait plus aussi simple. C'est pourquoi je renverse la question pri- 
mitive, et je me propose de trouver les points d'intersection de la droite (A&,. 
A'B') , avec ThyperboloïjJe H3 que décrirait (PQ, P'Q') en tournant autouir delà 
verticale 0, parce que ces nouveaux points de section seront évidemmwt à la 
même hauteur que les premiers. 

Or, dans ce second hyperboloïde H, , le cercle de gorge qui a pour rayon (OR, R^J 
est nécessairement coupé par le plan vertical AB, et la question rentra tant à fait 
dans le cas du n* 285: ainsi, après avoir décrit le cercle de gorge (XpY, X'Y') 
d*un troisième hyperboloïde H^ qui aurait pour génératrice la droite («p, P'R^» 
on trouvera, comme ci-dessué, les points (^, M') et (y, N'), où cette dernière ligne 
serait rencontrée par (AB, A'B') tournant autour de la verticale D; puis, il reste- 
rait à transporter ces deux points sur (AB, A' B'), en les laissant à la ménoie hau- 
teur. Mais les derniers points ainsi obtenus devraient ensuite, pour le problème 
primitif, être ramenés sur (PQ , FQO en les laissant encore dans les mêmes plans 
horizontaux; par conséquent, l'opération se réduite transporter immédiatement 
les points (/i, M^ et (v, N') en (M, M') et (N, N') , qui seront les points de ren- 
contre de la droite (PQ, FQ' ) aveçrle premier hyperboloïde H^ décrit par la révo- 
lution de(AB, A'B') autour de la verticale 0. 
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' ÎNTBRSECTIOKS DE DEUX 80RFACBS OOUftBBS. 

t( . . . • , 

"WS. {Fig. 70.) Soient AfiGKH ia^l)a8eiOu la ira0e4iorjaûnUle.fda pramef oj^i- 
Hndre, et (AZ., k^-V) une denses «|éiiéP8tpiee8;80feiit>VLIVlYl«t;(Yi;, ^'v') lesiteMPM^ 
ana^gties po«f le deifixièine oytirtdre : on en xlâduiceaieémeAi (ci° âD9) teiC^Q^bfMr 
appêfeot (liB chacune de ces surfaces s«u* le i^ian iiorîÉoatiiLet &fir;le*ptan/yj9rUA»l; 
f>w8 y potir^)btenjr leur interoedion , il ffaudra empioyei* <te« p/ii^^ jiécmts qui isoi^it 
parallèles à ia fois aux génératrices de Cwin et de l'auire cjfiinéie^ 0. qui ipradoÀiAHt 
amei, »âans €es deux^orfaoïBs, des «boIîqds évidenMneat jeoUU^qs. A cç|ii$ffet, 
menoas par tm pokit quetoonque de i>réte (AZ, A'Z^) «netdcoite (2U, Z^R^) .pa^ 
iraltèle^ux géaératpîoes du deaaième cylindre , et. cooaimboas la traite Jippizaa- 
-tale RA du plan qoi ^passerait par ces deiuc «Inoites:; ^alorç nom» t|i'a.U£pq8 plus btm^m 
que de tirer diverses paraHèies kAA, >p<»9r étreoeriaÎBS que ce sont là4ea Iff ces d^ 
\pAan8 «propres à couper les deuoc cyiindi^ssoivant desrgéaécatrtQ^a redUign^. 

^9. ComidérOÉe le plao^^cant RA : U ooùpe le proiaier c^Undre^^uivant 4eux 
•arttes projetées «iir Aaa et Gcy, et :le «seoendicylindreieiuivant desarôles projetéas 
sur U et Q(/; ^par coméqnent, ces quatre dDoites q.ui sont daiis an mâroe plan, 
foornlrottt par *la rencontre de leurs projeotitNis qaaitie paùrtsyo, aj^c^y, ^f^J^i- 
tenante la ipi^j(MStioiirhori2ontflte de >rittlerse£>tm^ d6a.deui^ cyii4idi:è».iKQsaite, si 
F'on'proietle'sur la Mgoe^e terre^ss pieds A, €, L, Q, de ces arènes., on eacoi^* 
dura leurs projections verticales qui foiirniiront aussi par leurs rencontres ma- 
tuelles, ia^.poittts.o', <*', c/, •/, de la eourbc d'intersection projetée eur le fiian ver- 
tical; d'ailleurs il faudra, comme vérification, que cas «points a et a'^ aet/x\... se 
tronveat daiix à 'deux sur .dos droites, perpendtciilaires è ia ligne de terre. 

Qn ;a<sira de marne pour d'autres plans séûants parallèles à RAj msàs il est hon 
de commencer répare* par détominer les points jwntn-qmMes doifU Jioxis alloos 
parler, parce que ceaKtlà sont essentiels à oonstruiire, et qu'on poo^nta ea^uite 
>pn)p(»rtioRner le nombre des plans sécants intermédiaires, auK^ômtorvalies qui fos- 
tenon tieniveiles pdints déjà obtenue* 

'490. PmMs sur ies plans iimiies. Si l'on trre'[>arallèleiBeiit à SAdesdi^^xiles.MKB, 
<}fi[y 'dQUt okacMne soit icmgente û l'vne des bases ^*eia même tenais sécurdc ipgr 
-fkKppoft ^à i*^4intne^9e y oeS' droitestseront ies traces \Stt tdeicx ^Itms HtwiBs entre i&t" 
qfaels se trou(ve?e«it compHs tans ies paînls qoi<sonX connn«ns »aiiK doux Boifairafi; 
aarr,tan ^eboirsiie OM'iimileB, onvoH Ibîen ({cie les p{ansisécaa46:pai*allùlas.à >RAiio 
-pourraient ipbisuii)upari.<|n'(un:8enl destdoQx cylindres. D'^iillcuos.» ta l'rOn applique 
au plan MNB la méthode générale exposée aunumopo précéUent, An obUendra 
deux points (S, S') et (6, b') dans Ifîsqu^^es génératrices (Mm, M' m') et (Nm, N'«'^ 
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se trouveroni tamjemdeê à lacamtbB é^iàiersetùiM dèds res^Béa.;ïei^/pao: siutte^ Qâ 
Gontddt ddvrs» êo v^rifter mt tesânot* pftifi^ de pnojiâclîbf», comaie oniile'TpM daob 
ilMre éptxt^ En' efltet^ la droite (M^gf M^C^) est évidemment Aam le plaiï qttî Umr 
cheraît le cylindre LMN au point (6, 6') ; mais elle est aussi dans le plan séoanl 
AtBS qur, par faypoèbèse, se treurrer tangent m e^indpe^ ABC lelongi de^'aréCe' AS : 
don» celte droite (M&j W&) est'l!iiiter9€k;tMm des pians tànfifestor a«ai dAux aucfaoed 
d«M te point (g V 6^} « et conséqpemment (n° 213:) elle esl bien tangientsi à k^ courhe 
suivant laquelle se coupent ces.dddt surfaces. 

On ponvora dè.iBénm qsè Ifarête (N^^ Wb-) eal tansento àr la\eourbd dUÉtler- 
sttticnnaru point (6, fr') ; et, pÉweîUainsnty lepla» linailfa 6HI fouraj>ra deux points 
{ffr^) tft {kyti) dans Joequeta: la courbe^sera •tonofaée par les arêtes (G^^ey) et 

291. Fotnta «Mr /er> cmiours appwfents^. On fera passer des plans sécants paral- 
l^es'à RÂy par Ites poîatS'i^ K, X^ Y C^)» où abentissenfr le» arétoeqni fonaent le 
OMtonr appafrent de < chaque cyKndreBur le plan>horiiieiitol; puis y par lamétliode 
générale' danr 289^ on obtienfdra leapoillls (a, el), («^ J)^ (it, ir')^ (?f ?-)* {^y ^0^ 
daii&» lesquels: la côuiiie touahem^ maie 'Seulement sur le ptan' horinmtBd ^i les^arâtes 
cormsinDdantes. Bn eflfety aa point {^o, d^) pair exemf^lé^} la* tangente de ib oou^e 
dans Tespaoe^dl distincte de<lagénératiii€e(A«, AV) : mai^ ces- boites sont con^ 
tenir^» tontes deux dans le plan tangent le long de {Aoty A'tx!)^ etcoiBBiè'ioi' ce 
plan, esti néoessairemenfr wrifor/v il en vésulte qne^la projection horiaontate de cette 
génératrice coïncidera avec celle delà tangente; par conséquent) elle' devra- tou- 
dKrla' projection de la courbe sur leplanihoriMotai; tandis qn^iln-en sèrapaede 
mteie anr le fdanivetrtiori; 

Obaentone, d'aillenrsytqne ce sera tottjonre^datis qtt€Aqties-<im9'de8hpoinM «dontp 
nous vMonede parier que 8e>fera' le paseaige^de la partie vieible àla i^tie ia^isible 
de la comte d'intersection, considérée' en» projection- horizontale^ Au surplus , 
nous donnerons bientôt une règle générale pour distinguer ces parties les unes d^ 
Mtrefi^ 

202i. Ùe mène; «par les pieds Y, U^ T, 6, des arôtea^qui formant! le: contoui' 
apfKBtusflt de chaque oylindre sur le plan verâeal, on mène de^plafts séf^Qt^ paraU 
\èi\mk RA, oû obtiendraïd^s poinistel^ que; (&, cO>^^^'1^4"^ k' cdiirba K^n^ 
(à»^&^ mis 8«fuleiMnt mr lepUmt^enioêUy 1er arélee oorrespotidbtites telk» «le! 
(V$, W)* Bndffety dette g^éralrroe et la tadgantonfeTia eonrbeasA point (ie^ lO.' 
sttHt tentes ^deUQD dans le plan tangent le l«ngda'(y8vVV.);'0nce fian étant ici 
perp^dicntaire aui ptan* verti^I ^ les projediona verlicoder de ces^ denX' droites se 
ccftiftindant néOGMaimfôiily. tandis: qnlit D'eB'«lM.pai dbiméoie deileuptf projeotionS' 

(♦) Ici où le point K se trouve hor? des plans limites, il est inntfle dé mener un plan sécafltTfmrcer 
pWht ^ 
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horizôhtalôs- Oaant à rareté \Gg,&^)j élte'toWhe, fl^sf vieyt^ fo-Mâitlé «iiirl* 
deux p^ns de projection à la fois ; mais cela tient à ce que, éànts la figuto aotuelle, 
cette génératrice se trouve à la fois sûr le contour apparent et ^ns^le plan 
^ limite GHI. ..... j . ^ ... 

Enfin , ce sera aussi dans quelques-uns des points dont n(nss venons dé pai^er, 
que se fera le passage de là partie visible de la courbe â \à' pâHie'tîivisifole sur le 
plan vertical , parties qui ne sont pas lés tnémes que pour la projection horiton- 
tale, puisque le point de vue est différent (tf t66); » . . • 

293^.' La tangente en un point quelconque '{%, l') dé la courbe d* intersection , sera 
fournie par l'intersection des deux: plans qui touchent les dylindres le long dés 
arêtes T< et St : or les traces horizontales de ces plans sont les droites to et S^ 
tangentes aux bases dans les points T et S; donc le point 9 où se coupent ^èes déttk 
droites , appartient à la tangente demandée j laquelle est par conséquent 9 1. i 

Lorsque le point 9 où vont se rencontrer les traces des deux plans tangents, se 
trouvera trop éloigné, comme cela arrive dans notre épure, ob pourra y suppléer 
de la manière suivante. Le plan sécant MNB parallèle aux généràtilces dés deux 
cylindres à la fois, doit couper le plan tangent S 6 suivant u6e dw)ite/xc«) parallèle 
à S^ et le plan tangent T9 suivant une autre droite Xco parallèle à Ti; donc le 
point o où se rencontrent les lignes' X&> et >a), est Kéèessâiremènt commun afux 
deux plans tangents, et conséqùemment c'cstun point de la tabgénte cherchée icdd. 

Nous n'avons parlé jusqu'ici que de la projection horizontale de la tangente?, 
parce que le point (^ i^) que nous avons choisi pour plus de clarté, se troatàiit 
placé sur le contour apparent relatif au'plah vertical , la tangente est projetée smr 
ce même plan, suivant Tarêle TV; mais, dans un autre das, il suffira de projéfer 
sur la ligne de terre le pied 6 de la tangente , et de le joindre avec r'; ou bien ,*' on 
construira aisément les projections verticales des deux droites auxiliaires 'kfù et imù 
qui , par leur rencontre, fourniront. un point &> dé la tangente projetée ëur le plan 
vertical. 

29&. Remarque L {Fig. 70.) Pour distinguer sur la cbur1)e d%tersection dés 
deux cylindres, les parties visibles d*aVéc les parties invisibles en projection bori- 
zontale , il faut observer que si le cylindre ABK existait seul dans Tépnre ,* les arêtes 
qui aboutissent sur Tare ÀBK seraient toutes visibles , tandis qtre celles qtd tom« 
bent sur Tare ÂHK ne Je seraient paé : de même, si le cylindre XMT subsistait 
seul , les arêtes visibles seraient celleà qui aboutisseini siur Tairô KYT, tandis qâB 
toutes les autres ne seraient pas vues. Mais lorsque les deux cylindres existeront 
simultanément^, il pourra arriver qu'nhe arête vîdblé sur le premier se trouvé ca- 
chée en partie par le second ; toutefois si cette arête vient à rencontrer une géné- 
ratrice aussi visible sur ce dernier cylindre, alors elle redeviendra visible en C0t 
endroit. D'un autre côté, lorsqu'un point se trouvera sur une arête qùî serait invi- 
sible, en ne cohsîdérant que le cylindre auqueleTle appartient, il est (évident qu^â 
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jto fort^rWMH cepoiiidameiirara iirrisiblç, q^itsid l€k84aQiL cylMr^ existeront 
k la fois ; pac çoM^aent » nous poui^vuia {>osec les depx règles siiivantes : 
! Un pemi de la pi^be tfintêruçlkm $em ^laispLat lorsqu'il $era fourni par la ren^ 
eatUre de bkux JoiAras tisiblis Fume et FauLre^ sur chaque cylindre considéré isolév^enU 

Un point de FinUr^sedion «^ra I9vi8|I9ue, quand il proviendra de la rencontre de 
4euxarêmw»t Htn^^ on moins ^ sera wyiaiJNua sut. le cylindre auquel elle ajpparûenU 
. Le loctear fera aisément Tapplication de ces règles à la projection horizontale 
de Tintersection de denx cylindn^e^ puisque nous avon^ indiqué plus haut queUep 
:ét4ient les acétes visiUes wx cjiiaque surface ooqsidérée isolément; et^par là^il. se 
rendra compte des parliez plmes ou ponctuées que présente uQtre épure. Quant ^ 
la projection verticale, )es règles précédentes s'appliqueront également, pourvu 
qn'on se rappelle que , relativement à cette projection, les seules arêtes visibles suf 
le premier cylindre considéré isolément , sont celles qui aboutissent sur Tare TAG, 
et que les arêtes visibles du deuxième cylindre aboutissent toutes sur Vdivc VMU. 
, 295. Suuseva II. {Fig^jQ.) ta rencontre des deux cylindres peut avoir lieu 
per arrackefi^nt ou par pinéiratium. U y a arrachement , lorsque les traces MNB et 
GHI des deux plans. limites sont, comme ^aw Tépure actuelle, tangentes Tune à 
la base APKS, et l'autre à la base XMY, parce. qu'alors, sur chaque cylindre, il 
existe des génératrices qui ne contiennent aucun point de Fintersection , et qu'ainsi 
ees deux corps ne font que s'arracher mutuellement une partie de leur surface , 
tandis que les. portions correspondantes. aux arcs MON et HKG, conservent )eur 
iiMégrité dans toute leur longueur* En outre , il importe d'observer que , dans ce 
cas , toutes les parties, de Tintersection formeront une branche unique et non intet^ 
rompue^ qu'un point mobile, pourra parcourir d'un mouvement continu, sans 
cesser d'être spr les deux cylindres. à la fois. 

Au eoptraire» quand les traces. GUI et CAO des deux plans limites seront tan- 
gentes à la même base^ comme dans la)!^. 70 6i^^ alors il y aura pénétration^ parce 
que toutes les génératrices du cylindre XOY entreront dans 1 autre corps , et y trace- 
ront sur ]ia nappe oen^pondante à l'^rc AH, une première bronche fermée;, puis, 
elle^ sortiront .du cylindre par. me seconde branche aussi fermée, et située sur la 
Aappe.jGG.. D'ailleurs ces dew courbes d entrée et de sortie seront totalement dis- 
jfinctes, et n'auront aucune partie commune par où un point mobile puisse passer 
de l'une à l'autre S|aoe interruption; puisqu'elles se trouveront sé4)arées, sur le 
grand, cylindre 9 par les naj^pes ABC et HEG où il n'existe aucuu point de l'ipter^ 
action. 

Pour mettre sous les yeux du lecteur la réunion des formes les plus remarqua* 
blés que peut 9ffrirla rencontre de deux cylindres , nous avons construit sur la 
fig^Ji : V rintersectiQH du.^cylindr(B vertical. (XY, X'X''Y"Y') avec un cylindre 
oblique dont la base est le cercle ( AB , A'B') ; il y a ici pénétration et deux branches 
s^rées, pance que les plans limites pqr et PQR sont tangents à la môme base ; 

6* édit. 18 
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2^ Fifitersedioa iki uiake^ oylnriro vertioal awe im loyliidie oèlifw a^pnil? pokt 
base (CDy G!0^^ «t 1^ tnpove im uqe ooiirbQ à aœuâ, ifiww^ttt xtes^dMit 
pèRf)S)1iinitesipip ebST » trouva tavgâni «us deax teieft à te <OiB ; B*" r k i iww sKan 
î« pMBÎer eylflulra X¥ i»\QeG4e^eylîadm«bIkf«e'«fai M«H(ipMri]Mse('EI^, E<f^^^ 
et H y a ici amtwhemem parep que» lea^ deaxplaAS ttwt«B7iqf9'4it filC 88Dfttafl|g[tiAs à 
des bMBB'diffiérente&* Dq< re^te, la ^oofiedmietîoade ce» omifcefi n^a f9s^h&»àmf^my 
pHoa<)iony d'après ia mélhode générale exfioeée aux n"*' ^SS^ --^ 3M ; «on» forons 
«euiment obserter que^ si deux géoératrities. apparteiiaiitaœi'ooiitoiirs appaveuM; 
oomme (X»X'X^)et CFG, FG'^), se trouvaient dans un îfiâaieplaii', la Goai4« 
pitésentfBPaît en x' w point d'arrêt^ ek Tniie des braMhi» Mvgit tangoalto à ta ver^ 
«k»^>X'JL^ et rmlre à lBigénépa«rke F^ 

StM. SfiiuAQVfi HI. Dans, tons les cas, rinterseetien at^aurat |^as ée^ êranàhe tn^ 
fii/Ue\j si les d^oflc i»ases soat des cêurhes fetmée$. En effieit^ pour lyn'il ^esdetftt noè 
branche qui s'étendtC indéfiniment» il faudrait qe'il ae tronrâSsartm^S'cyKndrea 
«le génératrice pnraMèle À nne- génératrioe de F auti^ ; vais alors ^ d'apfîè& !«- 4ia^ 
tape de ces surfaces , toMes les génépatrioes seraient parallèles entre eiies dans fefc 
deux corps, et Tiatersection n'aurn« plus lien; on bien, ellese^n^doiraîtètim ou 
plusieun droUe^ correspondant; aux penit& dé rencontre de» éenx bases, genre de 
ligne qiiii n'exige aneune diseuasîpn. 

Qnand les denx bases, ou Tuiie d'entre elles, seront des cootrbes indéfinies, il 
«lifira d'examiner k position des plans limites (n^'.IMO) parrapppvtà ees bases; 
poar reconnaître si quelqn'^un des plans sécants itttesmédfaîres peut aUer couper 
l^ne des bases à »ne distance infinie. 

PROBLÈME U. Intêrsecti&n de dieux cdm;s à bases qtseieomivm. 

297. ( Fig. 72. ) Soient (S, S') le sommet do-premier cône, eH Âftla eearbe^qni 
Ini sert de base* sur le plan horizontal : soient (T, T') etDB litô données analeg^ies 
pour le'deaoLième cène ; alors , en menant ^ux bases <ies tangentes perpendicnlairea 
à la ligne déterre , eu obtiendra les droites S'A' et S^B^ T'^ et T'E'^ pour les con^ 
teum apparents de ees deux smrfiacesr sua? le plan Tertiort. Qtmt am :plm lioriflO«Ml> 
il' n'j^ a d'autres linûtes que les traces ÂBet DE;: oar ici les 9eiBBiel»se treu^anï 
projetés au <!edaM3 des bases ^ il est impossible de mener à cm coarlies Aes tangoiMott 
partant des points S et T (n"" 11%) , ce qui serait nécensaife peur obtenir de^ filanà 
tangents vetAomx. Nous ferons d'ailleurs abstraction des nappes mpéHemms^àm 
dieux eônes, afin de ne pas rendre invisible, sur te. plan horâpntai, -la braMlke 
d'intersection qui proviendra des nappes inférieures, et qui doit fixer spécinloÉiiNft 
notre attemtîonâ 

298. Pour obtenir l'intorseetion de ces deux eônes, no«B*eiiiploi8reQai'di<fW6 
flms sécamis conduits tms. suivant ta. dmiêe (ST,.S'T') qnijalMsUs^émÊaisammeUi; CM 
de tels plans ne prodnironi diansles deux •ux^&ce&.qae des smtimmfwiUifme^h^Um 
à construire , et d'ailleurs leurs traces i^wizontales devront évidemment 
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toutes p«r te pomt R- Gomidérons donc celur de oe& planis qui a pour trace la 
drdila.qttalaoo«|ii0 1UF(3H : il ce«p6 le oÔoB T «sivwt drax ^néralricas projetées 
MT T£ et TG,'et.le.e6B6 S swvattt ddOK gtoératrices prq^eté^ 9iir*5i «ft Sff; 'or, 
eatta 4eg>ièi>ft droite a w KBWi tr attt les préceptes aux paînts K et M, -il s^eMiiit qae 
ceB^deuK^paials apptrtîewmot à^ia pfOjectîoQ homoatalede rintersection dematidée: 
Nou&^A^UgdfMfliiei'les peinte de eeetioaqmBeraîeiitroapnis par ParêteSI, attendu 
qjie; cette ^drràe.ne'va eoQper les génératricâs TF et T€r qu'aa delà du Bommet X^ 
9t vuBi^yar oonaéqaMt, ees poioto appartieodraieai à la braiiche d'intersectioii 
sîtaéeMr U^mi^^^ufémuMes y dont nouB Bocamea coDvenusdefaim abstractioiu 
' fOnaiavUii plan: wrtîcal, il a«£ra de projeter sur la lîgoede terre les pieds F, 6# 
Hi 'd^ géoératrieeB que boqb venons de oombinery et leHars projeetions verticalas 
T'f \ T'G^ S^H^, founirMil; par leurs renooiitres tes points K^ et M' dé la courbe 
d'înteffMotioa projetée<adr 00 plan ; d'ailleorB, en eait que ces derniers points de^ 
TffontiétiieTbéBiavec K et M' par la eondition de se trouver deux à deux sur une 
oiéiae perfiendicokliKe àla lîgoe de tepre; ce qui povrrait aussi servnr à déduire 
eeiiJE««là des autres^ en n'employanè que la seule génératrice S^H' sur le plan ver^ 
tMml» On opérera d'une manière tonte saoablabte, pour d^autres droites partant da 
point :R : maie nons recommandons •de-oommeneer le traoé de Tépure, par la re- 
obeircbe des divers pointe retnarquables dont nous allons parler; parce que eaux-<î 
sont essentiels à construire /et qu'une fois leur position fixée, il sera facile de pro* 
peitionaec ie MMVibiie dtt plans séennls intermédiaires, a«iL ihtervalles qui reste- 
rawienCce tes poâbls déjà obtenus.. 

»•• Puim mr Us plans Hmiêes. (Fig. 72.)* •» traœ R de^laf ligne (ST, S'T) 
n'eat pas ptoeée en dedans des deox bases, on pourra mener de ce point deux 
dioîtes RPQ^ RU¥ dont cbaoune soit à la ibis M^geiM à S'tme ées bauselt téoan^ 
l^r ^r^ippaifi AVauêrt: aiûffd cas dioites seront/les traoea'des^pkanB sécants Hmites; 
car on voit bien que tout plan mené par les deux sommets, et qui se trouverait 
bsn» à^ Tespaea angulaire YRQ^ ne rencontrerait .phe qu'un seul des cônes, et, 
cMMéquemcaenfc,. ne pèurratt renfenaer autun point de leur intersection. D'aiK 
iâors^^si l'on apipUque nn plan Umôte RPQ le mode général de construction indî^ 
que au anméro préRt^Mlent, on obéiMdra fe point (L, L^ dans lequel la giénératfieo 
(SLÛ,«S'L(Û') 86 tlKMtVera Umg€niê à la muréfe d!iniersetA(M dans l'espace , et ce 
eontactdevra se vérifier sur les deux plans es projeetion^ comme on te voit dans notre 
épiw..En.e&t, te génératrice (SQ^S'O") est contenue dm» le plan Kmile RQ qui, 
par brypothèse, se tvoivre taisant an cône T;6flitvant rajréte TLP,.eb; par suite, 
4ansr^ie peint. ÇK^'h maie eetta. généisàtrico (SQ, S'Q") se tvouve anssi évidem- 
aMni^daw^jo.pUm >qni.ioiicbnrai( te e6ne 8 àci<point (L, L'); donis^ elle est rinlw- 
Mctîon âsa «pltms^tangentB'meaés aux doux anrJaces par le point (iL, L'), ét^ par 
€oaâé(|ii«n( ^nf* Q^O) rOHe^est «biisn tangéitte à le naourbe suivant loqcteile se coupent 
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: On fM*Dav4ra de même que Jie plan lifoile RUY fournit uo fomi (N, N'), dme 
lequel la courba i3$t touchée par Taréle (£Y, S'Y') sur les deux pUtosdeprqjectioir. 

3Q^ IWnu $w le» caniours toppareniê. On fera passer des plans séeaals p«r les 
pointe B, S, D, où aboutissent les arôles^ui forment le conlcnr apparent de ohaqua 
surfaœ, et par la . méthode générale du n' 208^ on obtâeftdra les pointa (S, 6^), 
ib^b')^ (e, t), iif if)f dans lesquels la courbe touchera^ mais seulement ticr (e plaa 
vertàûfdr les arêtes correspondantes. En eSfoi, au point (€^ 6^) p«r>ex6iDple, la ta»!- 
geote de la courbe dans l'espace est très«dJstîocte de la géqératriee (SByS'B') x 
mais ces droites sont toutes deux dans le plan S^B^B tangent le long de cette gêné*» 
ratrice;, et comme ce plan est évidemment perpendiculaire au plan vertieal, il eu 
résulte que la tangente et la génératrioe dont nous parions se confonénoat en pro« 
jection vertioale; par conséquent^ il faudra que la droite S' Bf touche la conrbe sur 
le plan vertical» tandis que SB sera loin d'être tangente a la projection horizontale. 

Obserwns, d'ailleurs, que. ce sera toujours dans quelques-uns des points dont 
DOW venons de^tpanler qu-aura lieu le passage de la partie tAMte* à la partie invi^ 
ûble de la oourbe d'intersection ; c'est pourquoi il est . très^important d» eenistruire 
les pomts aiiiiéa sur les contoiini apparents, préfiérablement à d'autres points ^ui 
s^raiei^ mémailrès^^oiaînsiidft ceux^leu An surplus , nous donnerons bientôt une 
règle générale pour discerner les arcs visibles d'avec les arcs invisibles sur la 
ceiuf be d'ii^teirse<$tionk ». î • i 

^ 3^. (/f0, '}^):Laim9enU^M\mpoiM>qiœkxmque{lâ,U'^^ 
fournie (n** 213) par l'intersection des deux plans qui touchent les cônes suivant 
les arâtm SMH ai XMG : or les tnaoes horiciontales de ces plans sont les droites 
H4;et Ga tM^entes aux bases^xfa)]» le point 6 oit. se coupent ces dernières droites^ 
est le pied de la tangente qui, par conséquent , a pour projection horizontale la: 
droite 6ltf. Quant ii la* prajeatloE verticale' 9'Wj on l'obtiendra en projetant le 
pbinkâ sur h" Ugna de (erre :eB 1>^y '^* 

'302-' ÛÉ peut encore se proposer^ de trouver le point le plus bas et le point le 
pkis haut delà eourbe'dHKteraeotiott» c'«t^^ire ceux: où Ai umgentBHra hmimr 
fo/e.'Mareela; il faudirad^abord eheriàer un plan ateant R:sX lel, qu'il coupe les 
bases en dem points «et X, pour lesquels les^ngentes xy et XY se trouvait pa«^ 
i^dUëira : oétte^emièPB reoberohoy ^ sera plosou uoins faeiie suivant la nature 
des courbes AHB et D6E, pourra toofours s^^ffectoar. d'une manière suflfeammeiit 
efiaèle/pai-^tl piBtit nosabre dressais faita sur diverses ^sécant» mmées du poAhlR, 
et^our tasquètles las Uagèntes an: dei^it bans «onvergeroBt en sens cootraireé 
Qela pdsô^ ott apj^liq^Mira an plan sécant Râ'X la méthode générafo du n* M», et 
I^^B <Alieâ(ii^ ^ ppînt (iÇ, l^)\ pour lequel te tangeate à la courbe d'intereedîon^ 
seMM à kl fbis dahs>lès deux ptons ungéntele kan^^es aréleslar et4K; mais cenxH^t 
ayiMM det tiîaeea%el X¥^ qm;.jparliypè^èw^ sont parallèle»/^ aUea^ ne pour^ 
ront se couper que suivant une droite parallèle aussi à XT, et par conaéqa^ntt 
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tortsoittif/e.^DoM le point (S, (7 ^^^ te poîm ife plw baà de ta oottf be 'd*iiitèf sec- 
tiMy el roA trouverait le pomtrfe ptâs Haki d'viae mâBière analogue. 
- 3M. Bétirii^t^li (Fi^; 71t.) Pioar discerner «or la projeclioBi verticale de Tin- 
terseetioti lea arcs t;{i^{i$^ d'avet^ceox qoi tie le sont pas, il faut obôerver que si te 
cône S existait wxA dans l'épore^ies arêtes qui aboutissent sur Tare AQB seraient 
toutes visible» sur '4e plan veHîcàl, tsfndis qne oelles qui tombent sur Tare AVB 
ne seraient pas vues ; de mâme si te ôône T subsiatëit seul, les arêtes visibles de 
cette suffece seneâent c^UéS' qui aboutissent sur DPE, tandis que toutes les atvtres 
seraient invisibles. Mais loroqtie^ les deux cônes existeront simultanément, comme 
dans ia question aotnetie, il pourra se foire qu'une ar^ visible Bur le ^premier se 
trouve cachée en iotriité <m, en partie par te second; néanmoins si cette arête 
vient à rencontrer une génératrice aussi visible sur cette dernière surface, alors il 
est dair qt'eUe redeviendra visible en cet endroit; D'un autre oôté^ lorsqu^un 
point se trouvé sac imoi arête qui serait invisible en ne eon8id<k*ant'que le^cône 
aïKfiel eue appartienl, il est certain qu'à plus foHie raison ce point restera twi* 
srblev-qviend les deux aupftKteselifiteronl à la fois. Par <x>nséquent, nous pouvons 
poser les deux r^easuivaintds, au moyen desqueHes le lecteur se rendra aisémmt 
compte des parties ptekin ou pmauiéB que/ renfiB^rme notre épure sur le plan 

verlioaL ' , ^'s-».-.^--' •■; v /— . .r .1 • • ; »• 

Un point de ta courbe d[ intersection sera visible, bnquil sevajbwmiipat là tenh- 
mmtre da ibui •oAiiiaAtÉicBS vis^blbA i^utu!^ et Vtntire'^w ekaqke gutfaeê cùnMêrée 

■ 'Vn poitA ée fiuietêeoiion eenintnBmÊM^ q$umd U proviendra de k rtneêntre de 
dettie ffénératrtces^vem tnm^ aamointiy sëbà ïKn8mhiSsur>ht'4iaftieé àtiHpÊeUe elle ap^ 

panient;, « ■ - ^^ . • - - -- ' . ^ • ■-; • '^ • ; . ^•• 

Qesdeox règles'sonb'égalemeot vraies ^pour la pre^eotion horiBentaletmais M 
où les deux sommets se trouvent projetés en dedâma^lea faasds, ii n' Aisle pasile 
pËin tangeïit x^niisoit eerficorf; et pbr aiuito<n? iM) toutes les arêtes des dnx cAues 
sont viaiblee sur le plan horizontal^ lorsque -chaque snrlMô existe seule 'et que Ten 
f«t abstraction dda neppes aupérieupes, ceaimeiious en. sommes convenue 4aaa les 
données' de la qoestîonw^Pareofiaéqueiit, Tapiilioation/de Ift firemièr» i^ègle noua 
montra cfue la courbe imnlersectâaii lest visiUe en» totalitéT snr le plen JborinMal^ 
et'q^'aii»i'eHedoitfôtreiDdi;q«éeefl!i^>p/eiab>' 'l * '- 

.'éoft. ObserveoeencMe^queies^^e» précédantes^ sont euasi applioables a fin*: 
terseotûm de^^denx rsMAœes qveleoaquea^ powvo^ qae k'i(m eutettde pw le mot 
jféné^ofri^, la iigne4H)ito4n 4»>urbé^fli,,|)«rsoB.Jifoiivem^ aurfaee' 

parCîGidière dontîiwtqiiesiMa; et ^ufa^pràs «ver déterminé (n^dW) leootttewi 
apparent de cêUe s«1faee«ur^obaee«i ide»»<|>letta!fi%ea» Mi»B'aMaeb0>à m»%n»tkf^ 
qwHes flontles porfsoariîde 9éi|âratcioeai.'a^ ptt^ittfrffMMeibM ooolo^ 

apparent;:':: v^v; h^ ^Y/" :'> .>•:(<»; i?.i'.!tt'ii-^' '.\':eib ova îr.cvi'.'^ j^rj vyiLi-v) vr i/î-^'» 
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.305u fiipimrqiis , IL Oaas rioteraeçtioa de àmx. cônes^» coaim(^r4il«nft oûUa de 
deux cylindres (u"" 295}, il peut y avoir péwltr(^thn^ou mvack^e^ip Leiprenudr 
cas arrive dws T^cwe .actueUsi pa^rce qjae les Icaees BUV^ RPO, dea dwx jlupis 
limiter soat taogontes à /a ^n^m^ base; mais cette fénéiTQtàon n*exc}ut pas to^ui»^ 
l'existeace de branc^hes infiQÎe&i coibidô. où le ^epra 4&QB Tépu^se 73.» IL y aucait | 

armchement si Tua des plaûs limites se4rouvaii tao^Mi à U,prefliièrû Imm^ ovrautrei 
tafogeatà )a seco;Qde. 

dO!&. DES BRAJSCHBS INFUHiES. .(Fj#. 73.) PpeooM pour e&eiuple de calle 
recbArche», le cône qui a pour soaiDaat.(S^ S') et pour baae^a^eottrJbe AHNB., avec j 

W cÀDierqrVÛ a pour somuiet (T, V) et pour base la courbe DFMË^ Ge a'e&t pasau. | 

exa(BiQdDt.si les deux bases données p^r ia questi^ se ooqpeajt ou Mm, que Toa 
pourra se prononcer sur lexistence de branches infinies dans l'interseetiondas 
deux surfaces; Jnais c'est en cherchant «'i/ exisief sur un des €Ônes, quelque générar 
trice qw 9oii,paruUèle à ^ne des génériUrices de l'autre céfîe,; car, lorsque cette coa«- 
dition n'aura pas lieu., la rencontre de deux génératrices ne pourra Jamais se foire 
^'à une dislance finie r et <>6iiséqiieinment aucune br.anche de Tiotersection ne. 
se prolon^ra indéfiniment, m/kaxe quandjes bases seraient ouvertes, comme des 
paraboles. . 

Maintenant, pour reconnaître s'il existe des génératrices qui soient parallèles,, 
on fçra mpuvoir. lex^ùueS^parallèlemeni à lui-tné»iej le long de' la ligne (ST, S'T^), 
jusqu'à ce qû&son sommet soit venu ei^ (T, T'),. et l'on construira lanouvelle base 
ab ou la trace horizontale de ce cône ainsi transporté que je désignerai par S^. Cette 
base aby çpù sera sembfabhyk ^B^s'^btiendifa généralfioieat eu menant du point 
(X, T') des parallèles aux diverses génératrices du cône prwi^'S;^ m^ si la baae. 
ÂB de ce dernier est un cercle, comme dans noire épure, il suffira evidemqpMMt.de 
tirer la droite (T'a', Ta) j>arallèlô;è.iGS'A',.SA)., et la droite.(r6', T6) parallèle à 
(SfKt SB)^ puis de décrire ua cercle sur ab comme diamètre. 

307. Cela posé, s'il arrivait que- la nouvelle hase^^b n'eût aucun point eonuMin 
avec la base DE, on pourrait affirmer que les cônes S. et T n'oot pointd'adtâte eour 
mutie, et par soiAa que les cônes S et T n'avaient. point, d'arêtes. parallèles» Dotnc, 
dans ce^cas, l'iAli^rsectioades deux cônes (priaâtifo n'admettrait aucune branche' 
i^ftoie. 

308. Si, comme dans l'épure actuelle, la base ab coqpe quelque ipart, ôa Q 
par exempte, la base DE du cône iânnobile .T, lesdeux oônes S^ et T auront iiHie 
génératrice conuttone jnrqjetée sur TQ) puis^ lofsque l'on ran^nera S, en â, cette 
géeémtriee deviendrez L'aré^ SP paraiièle à TQ; et, oomaie . vérification^ .il lAudra. 
queJtes.pointeil^rt'Q setro^vieiM' en l^gneidroîte avecB, p«Î6fpieiRP(î«6i:a''la tMoe 
du:|»taft (lui if>fùimt^fiia8'de\rju généif0U^ iDans^se oas>,îl cftlsterftieer- 
taÎAementiuna.bWiKib^.diî^^s^lîon^y^V.^^ <¥Maveitg[eipa vens Ie> point înfloîr. 
ment éloigné où les deux arêtes parallèles SP et TQ tendent à se rencontrer» 
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\ L^ «ecoifd' point de bmUob* q oè* se coupent ite baBes edb M DB!', fbnrmrd aussi, 
sur les cdnes primitifs, deux génératt-itees parallèles projettes 8uWân»T^e(?$p; «l 
«eUesKn indigoeronl l'existence d'une autre brandie d^kytet'sedion'ef)... qni sena 
eii0Offe'»ifiiiiei 

309. Des asymptotes. Une pararllèle droite étaiit Itai tangenle de t» eourbe pour "te 
point infiniment éloigné où convergent lés deux gétfér^triceA pnraSIèles SP et TQ, 
elle serai fournie par rin<ersection des plans tangente aux deux côties, le long de 
eoB génératrices. Or, eonMie ces plans «(Mit pour traces horitontates les droites Pd 
et Qd tangentes aux bases, le point 9 on ces traces se couperont, appartiendra à 
rinymplote denandée, laqm^l&sera ta droite 9&> menée parallèlement à TÔ; car 
tn plaB0 tangents dont nou» parlons, sont tous deux parattèles à cette génératrice. 
L-asymptoto ^ai 4e Ta^ttre bmticfae infinie, s'obtiendra d'une manière semblable; 
mais par suite de la symétrie que nous avons adoptée ici pour les données, de part 
et d'autee du plan vertical RTS, cette seconde asymptote devra couper la prenrière 
sur la droite RTS. 

310. Branche infinie sans asymptote. S'il fût arrivé, après la construction du 
iif'M6, que la base ab du cône transporté S, eût touché en Q' la base Dfi da tône 
inmobile T, ces deux surfoces auraient eu encore une arête comnraae 70, et les 
dewx cônes S et T auraien(? présenté aussi deux génératrices parallèles Si^ et HQ; 
Goneéquemment Tintersection de ces surfaces offrfrait encore une branche infinie, 
tuais cette eom4)e n'admettrait plus d'aeympteite. En eStet , dans f hypothèse ac^ 
tiiflle, les bases a6 et DB ayant* un^ tangente commune en 0, les plans tangents aux 
cônes S, etT le long de f arête TQ, coïncideraient entièrement; donc, lorsque S, 
savait ramené^ paraHèlement à lui-^méme d^ns -ta posititon prknitîve^ S, les plans 
tangente la long des génératrices SP et TQ se trouveraient poMlMe» e^Me euxf et 
dès ioce leur intersection, qni doit être l'asymptote demandée, se transporferait 
tout entièire à une distance inftme, c'est-à-dire qu'elle n'existerait plus pour n>eos. 
G-6fit<ee qaî avrive dans une parabole du second' degrés eu les tangentes nVmt pas 
daJnuteftnie* 

Aiaat, :génératement, chaque point de section entre tes bases «^ et ili^, înNlîqQera 
l'existencç d'xine branche infinie ihuée (f asymptote; et chaque pbinf ée emt^ct entre 
oes* mêmes bases:, annoncera la présence d'une branche infinie éêpounm iCasymp^ 
mtk A» reste, ^ces daux cnrconetanees peuvenl se pi<ésenter à la fois cUms l'intersee^ 
libBi des deux néBMSBiirfaeeBconiqoés, 

MSl 'Afiaès ces recherches préUminairès sur la naftnr» de l'f utetsection , occa- 
pons-nous de construire les diverses branehes di» celte catffhe, et menonfi è'alufAhd 
Im étox phHMi iftteirtf^ dont les traoes^lEHL, RKv sont tea^^sateaaiu cercte AB^ét sécantes 
àrl'etHpne DB. Chacnie de qes traces, par exempte RL, foiàmira trois, anêtes pfe^ 
jetées sur SN, TAi^ TL^ et situées dan» le môme^ plan ; donc leurs rencontres don- 
neront deux points X aft fA oà la courbe sera touchée par le» génératrices IL et fM 
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(n*2»). Pour an antre plan sécant RIGHF sili^é entre 1^ plans lîipjtç^, on obtien- 
dra quatre arêtes qui fourniront seulement trois poiqts y, jp,,/,. de Jliçterseclion , 
parce que la rencontre des deux généra^trices SÎH et TG, n'aurait liçu ici qp*au delà 
des sommets T et S, et par conséquent sur les nappçs 8upérieure3 des dpU3^ cônjjs; 
dont nous faisons abstraction par le même motif qu^au n"* 297. 

Les points dont nous venons de déterminer, lejs projections 'liQrizontales, se 
retrouveront sur le plan, vertical, en projetant suHa ligne de terrç les pied^ des 
génératrices fournies par cbaqqé plan sécant, et en joîgnapt ces derniers points avec 
T' et S', D'ailleurs, si l'on considère les généra^tr^ces.^ relatives pu contour apparent 
des deux cônes, et qui, d'après la disposition actuelle des 4oqnées, sont toutes 
quatre situées dans le plan vertical RTS, on objUeQdra iuinoédiatisment les points 
^f 3Ve', qu'il faudra pjçojçter sarRT.eç d, 3,,€;;puis^ comme les points V et U, 
où se coupent les deux bases ^ font évidemmenjb partie (le l'inter^tioa des deux 
côn^s, celte courbe se présentera ici sous la forme à^ (^ux bffinçb^ di^tioctes 

312. Il y aurait une troisième branche d'interseption, si nous avions eu é|B;ard 
aux deux napJp^s supérieures : mais, dans tous les cas où les bases dçs deux cônes 
seront des courbas du second degré, là totalité des branches de Tinterseclipu devra 
former, sur cl^aqvie plan de projection, un système de lignes qu'une droite ne 
puisse rencontrer en plus de çtia^re points. En effet, les équations de deux sur-» 
faces coniques étant alors elles-mêmes du second degrés ne pourront conduire p^ 
l'élimination d'une des variables j;, y, z, qu^à une équation finale du quatrième 
degré au plus; de sorte que la combinaison de cette dernière équation avec celle 
d'une droite quelconque, ne fournira japais plus de quatre solutions communes. 

âi3^ Dans l^épure açtuelje, nous avons disposé les deux bases et les sommets 
de telle çorte^ que le plan vertical RTS partage évidemment^ en deux parties égales, 
toutes tes cordes qui lui, sont perpendiculaires dans chacune des surfaces coniques, 
comme UV, LK,... ; ainsi, ce plan çst un plan principal commun à, c^ .deux sur^ 
faces du second degré. Or, on sait qu'alors la courbe d'intersection est non-seule- 
ment symétrique des deux côtés de ce plan , mais qu'en outre elle se projette en 
totalité sur ce plaa principal, suivant une ligne du second degré (^) ; par conséquent, 
les courbes tijdV et d'X'd' sottt ici des portions d'une même hyperbole. D'ailleurs, 
la branche l'èf prolongée jusqu'à la rencontre des deux génératrices A'S' et E'T', 
commencerait alors à recevoir la projection de la courbe suivant laquelle se cou- 
pent les nappesi supérieures des deux cônes. 

3t/|. C'est encore par suite de la symétrie que présente l'intersection de ces 
deux cônes, de part et d'autre du plan vertical RTS, que cette courbe vient couper 

n Voyez VAimlyse appliquée à ta géométrie des trois dimensions, chap. IX. 
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brusquement lés génératrices du contour apparent aux points d^ .^ et e'; au liçu 
qu'en général y une courbé située, sur une surFace quetconqué doit iouçher\ en prô- 
jeclionj le contour apparent dans le point où elle le rencontre^ Ëa.eâel, ^pour pe 
point, la tangente de la courbe et celle du coi^tour apparent £ont toutes deux si- 
tuées dans un plan tangent qui se trouve perpendiculaire (n* 106) au plai^ de 
projection^ et, par conséquent^ les projections de ces deux. tangentes se conïbn* 
dent : mais^ lorsquHI arrive^ comme ici au point {d, cC)^ que là tangente de la 
courbe se trouve perpendiculaire au plan vertical, alors.la projection de cette droite 
se réduit à un point unique d^, et F élément qui eût été commun k la courbe et au 
contour apparent^ venant à s^évanouir sur la projection verticale^ ces deux lignes 
n'offrent plus de contact entré elles. 

tiî&. [Fig: 73.) En projetant le point 8 ou ^ sur la Ji^ne de terre | et menant 
une parallèle à la génératrice TQ^, on aurait l'asymptote commune aux deux bran- 
ches y! y et Vy de Vhyperbolé qui reçoit la projection verticale de l'intersection ; 
mais les considérations précédante^ ne.fouraîssent^fMS/l^ Seconde asymptote de 
cette hyperbole. La raison de cette différence est facile à apercevoir : ca^Je^ bran- 
dies fx^e' et XV, quoique indéfinies en elles-mêmes, ne reçoivent plus aucun point 
de rintersectîon au delà de e' et de d!\ ainsi elles, sont vraimeni /tmt/^^i, en tant 
qu'on les considère comme appartenant aux deux cônes à là fois, et/ par suite, 
elles n*admettènt pas d^asymptotes soûs ce point de vue, qui est celui du [)to{)lebfie 
actuel. Au lieu que, des deux branches {jt'V et X'i', la première est vraiment in- 
définie sous tous les rapports (n* 312) ; et, quoique la seconde paraisse se terminer 
au point h\ quand on la regarde comme le lieu des points communs aux deux 
surfaces coniques, néanmoins, après un intervalle imaginaire sous ce ra{)p6rt, cette 
branche redevient réelle à partir du point de Tencontré des génératrices A' S'' et E^T'; 
car elle reçoit alors la projection de Tinterseçtion des deux nappes supérieures 
(n"* 3Ô8J', qui est aussi une courbe indéfinie. Ainsi, par ce motif,' là méthode des 
intersections devait fournir Tasymptote de cette branche d^hyperbole/ \ ^ 
' PROBLÈME m. Intersection (T un cône et Sun cylindre. 

316. {^Fig. 74.) Comme cette question a beaucoup d^auàloçîe avec lèô débit 
problèmes précédants, nous. nous contesterons d'en indiquer la solution , par une 
figure en perspective. Soient donc SAB le cône et CDÉ le cylindre proposés : on 
mènera par le sominelS, une parallèle SR aux génératrices du cylindre j' et en cba- 
duisant par cette droite divers plans sécants, ils prodaironi évidemment dans lés 
deux surfaces, dés sections recttît^ne^ bien faciles à construire, et dont lés points ae 
rencontre mutuelle appartiendront à la courbe demandée. 
* 317. Les plans sécants limiter s'obtiendront encore eu menant, par le pbirit R, 
deux droites RK et RL dont éhàcune soit, à la foii, tangente à Tune dés basés et 
sécanfë par rapport à Taùtre ; et ces plans fourniront des points où la courbe 
sera touchée par les arêtes dû cône, ou par celle du cylindre, selon que' fe 'plan 

6* édit. 19 
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liImle RL (K>Qpera^r^iDe otuJ'anitaredeoes aurfaoes^.domm^^ 

3të^ Quand lés deux basescseroiitides <X)arbe»feitiiéM,.il.nY^f)P^ dèi6/^^ 
if^nia qu'autant x|o'uiie dœ générairkeB ; du : côn» S6 Utouvet a pavaUètor awi aràtesi 
du oyliodre, el on le reeoonaiUra.iiDaiédîaieflDieait'^ puisque akraJa^droîtô/Sll.dBvwt 
ahoMir précifiéineDl s\xv, 1«. contour delà bafie A[iBK..Sfic<Mre^ faudra-triliqualar 
tangente 6ft.C6 poinipuiase couper ta<base du cyliâdre; san^qpoiy. aucune: branehd^. 
dj9 rintenseclioa ue couvergerait vers U génératrice SR; oorame.il est fadle^ de, 
l'apercevoir en. canfilrAttaant la figure: relative ii œ cas particulier. 

PBOBLËME lY. Iruersection ^tm. cône UdUme sphère comeeniviqueê* 

319. (Flg. 75.) Soient (S, S') le sommet et ABGDË*... lai hase! du. QtmepfOr' 
p<«)^.;;aoHknt ao0$i :X^KY:etX^Z''T' lea prqjeotioas delà aj^èretqtii a somoentivren 
(S^ SI), el que nous supposons réduite ici à rbétoi^hèreioférieur,, afin.de; laisseri 
voir la courbe d'interseetienisur le plan borisontal. Nous emploierons;. pouf couper, 
ces deux aurfdce&« des plans verticaux, menés par le. sommet (S^ S^} ;, celui de oesc 
plans sécantsqui a. pour trace la droite quaioonqu^ SM^ renoonUra la hafie duioànei 
ampoini M, et^ par conséquent» il oDupe cette siiriCs/ce suivant Târéte (^^,S'M^)v 
tandis que,. dans la sphère^ il donneipOur* section un grand cercle. Stvdono.nouS) 
rabattons ce plan SMsur le méridien principal SY, le grand cercle coïncidera < a vee 
'jif.Z'Y'f et la géttératrioe deviradta (SP., S' F) ;, alors ce8<lenx lignes se coupant an. 
point (Q|.Q')9.il suffira de ramener celui-ci, aunaoyea d'an aro.de cemlehorizon^* 
Utlf^ sur la génârainioe: primitive enf( m, m'), et ce sera. là. ua points de la oaurbn^ 
d'intersec4ioA)du c6neaveo la sphère^. 

320* Uiserahon d'app^Uquer». en^môme temps^,la Gonstraoiioa.p^récédente:a«x» 
denx plans /méridiens SM ei SN qui reneonttonti la. base da\cône,ea denx^.pointar 
M et Nsîtoés À égales distances de S>, parce que raa.obtiandca9.auimQ{en.dasaémdi 
pArallèie {KL'<dalas(^e^.uaaecoflbd'point(nv;^^^ la généralrice(SN^iN^)y. 

laquelle viendrait. évidemment se rabattre aussi sur S'P'..Ea.Qaixer,,oa4w«a^spér 
cialement construire, par le môme procédé,. 1es..points.da la, oourbe'dfnritefBecMDn 
qoi seront située snr les arétesr 

(SA^S^AO, (9B,S'B*); (SB,S^E'), (SE,S^'F')>, 

lesquelles forment le contour apparent da. cône, ou bien sont placées, dans le mé- 
ridien qui donne lé contour apparent de la sphère, parce, qu'on .obtiendra ainsi le^ 
q\iatr& points 

(a.aj, {b\b% (fe.e'), {f,f)\ 

oxL la courbe doit /oi4cAer,,sar,le plan verticai, Tun^ou Pautredeuces. conjoumap- 
parents. D*ailleurs,.d'vaprèsJa règle.établîaao.n^. 3(Mk, ce.sensitoujpws.^laa$«qneit 
ques-,uns de ces points que se fera le passage jde la. partie vcstà/a à Ja pprtiê. iwMU^ 
de la projection verticale; ici, par exemple, ce passageaJieu.on (6vA')f etaion ffA 
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•Tèn (a , à!) y parée que l'arôte ( SA , S' A') «t déjà en aprière du méridien ( SX, Z' X') ; 
tenfèis qu'à l'autre* «ti^mité de la'courbe ce passage s'efiecUie au point (:e,>'), 
■parce^quelagéBértitrioe (SE, S'^E') est en avatit do inéridien (6¥, Z^'Y'). 

QuBift ^à ta f rôjeôtian horii^oiitaie^ elle est visible en lotatilé, puisque rhémi- 
sïShèreaapériear eët enlève, q^e la snfface conique est réduite à sa nappe inWrienre, 
'et quiayatitisonsoviuiei projeté au dedansde la base, elle n'admet pas M de plmi 
•tongeilt*q*i''s0it»'fertïGal (tt" 303). 

3BI: (Wy. 75;)1Pettt1ntéreB9aiïl'de déterminer la portion pi^écise- du point g\ 

"oùte«^c^eetf<m*vertîcatë de Tii^teraectiau présente un mi^. A cet !jflbt,»nods ob- 

-ser vercws-que' de nœud doit provenir de deux poiuts ^17,^') et (v, y') qui serotie : 

<*T)tetiés-5ur deux arêtes 6G, S\î, confondues en projection verticale, et dont -pïir 

conséquent les pieds répondront à une corde GV perpendiculaire à la lignes <de>4etre; 

â'^^Bitués^sur un même pardllèleide la sphère, et dès lors il arrivera, oommepré- 

«^^édeiiittimt pour les points m' et n^ que les pieds des génératrices remplirout la 

condition SGcin6V,^de' sorte que la corde 'ineounue GV dévi^ avoirson mflièu I 

*ptaûé sur SY. Or la droite ASétant évidemment le diamètre conjugué de toutes tes 

cordes pavaUèlesà^BËVil s'eneoit qu'elle contient aussi le milieu Ide ta corde GV; 

)iar eoflséqo^nt Mtte dernière ^era déterminée 'par la rencontre de^AE â^ec BY, et 

'M appliquant alors aux giénérat^ioes SG , SV, ^e procédé général du u"* 9f9, on 

troui^ra Ids deux points qu) se projétt^nt'en^g^ sur te plan vertical» 

>S99t. 'Mia\imgénie. «Pour obtenir cette ligne Telativemetilt an point quelconque 
^{^s m') j XYtsxâ cbercbar riùtersectîon des deux ptanBqtii tonobeiit>la>sptiéfe et le 
«Ôfleieu'oe poWit.Or, d-qprès ce q«e 'nous avotist dit aob'^'ldS pour une surface 
de révolution, il'Mffii^ évidemmeét de mener Àii Q' la. tat^gente^Q'ï' au iméridtea 
pMnoipàt>4e la tB{ihère>, pufe^de rapporter la dtsCmoe D- "T'en S?"^ sur te ttiérMien 
i91i)iet<^nQntde>ti03riperpoQdiofttÉffrement^ ce i^^Hier^pl^ qui sera 

rla>trMe>faurtKoittale du plan >tangent de la-sphène pour èsipdiiit(iin, ifi'). Quatit^au 
-|)liii*2tangeilt 'du'U^iiei, >ii toucbem cette soi fente août le ilong^deila^gébénaftrice 
-^8M,-^S^^)^ etipartsoile^l uura potfr4r&^e'la'drofte MOxiHiUkrehe lalbaee au point 
%* Donc le 'point ^ où^se^coup^ut ees deux tracés, appartient' à la tangente de- 
'uiandée, laquelle est par eonséquent pi\)jetée Mr «m et sur e'm'. 

'90$. Onipeut ^ussi eondtruire ie pcnst'te plw %iui ou le pluèlMïsà^ la x^ourbë, 
'dVMt-^à^'dife'^uti'géiléntieffieilttliftipotdtd^^fa toM^enie ^séta^^timniùte. £n efibt, 
«ptifëqtPuue '(>é^llledro)te'seUrotiver« iQe«tomi6'ài)a ^ft>î8dun64i0a duuxiplaaeitan- 
gents ^aitx eui^^s 'prope^éis , 4l' ftiudm «tidemmenft quef^deMneiiaiMt'teui^Hrtfees 
borizotftaitee 7>(t«ti1A?fe« 'l)une^à>l^ti»re:'il!)r,'<en< stippoeantqûeMe «point (diurdhé soit 
^itt"%i «génératrice t'*C,®^C'), le^plnu1afigeot»dti càne^uu^it ppur trgicellaitan- 
'geitte^u'pêfnt.G-de la bflf&ei W lie plan 'langenit deUa'»phèr0>a«i«itiBaitwioeiiiori- 
'«EUtAMs^tm^peâdioifton^ altusi, »pour que«es^euKSiraoBs*Boient 

'ffaMlMIes, ^ttifaiEttpaiqufi eC ee'truuv^ norMife àaaioudi^ WS^ Dmu^ wmwent 
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du poiût s dans le point bortEputa^^ime normale 8G à la base dacàBOi^ et confitriHr 
sant par le proeédé générai du a'' 319^ la renc(mtre de la génératrice (SC^ S'.C-.) 
avec la sphère, on obtiendra le point (o, c/) où la tangente de rintersedion se trou- 
vera horizontai6« Ce point est id le plusJfas^ et l'on aurait le point ia pbês haut en 
menant une seconde normale qai aboutirait vers le point L de la base : mais now 
n'avons pas exprimé cette dermàre^ construction sur notre épure » parce qu'il en 
serait résulté de la confusion avec quelques autres lignes «samitîeUes à manifester. 

D'après les données actuelles, on. ne peut mener du point S que deux ncmnales 
à l'cAipse ABDE ; mais , pour une autre position de S, le noad)re de ces normales 
pourra d'élever jusqu^à çMa/re,. ainsi que nous allons le prouver; et alors la courbe 
dlntersection présentera v avec des inflexions, quatre ppluts. où sa tangente sera 
horizontale. . ... 

32&. (Fig. 76.) MfiNBlt une .i«miAi<B à um omrée p(a»e AfiûË, par un p^mi^ S 
émné itam amplan* Ce problème, dont la solution serait: utiletdan&la question 
précédente, ne peut être résolu par une marohe directe qu'en traçant d'abord la 
dépeloppéû aSik de la courbe primitive^ laquelle dôvdoppée:s'abtienttB''i07} par 
les rencpnbres snocessives de» normales menées: en des points très- voisins suc la 
i)Ourbe ABDS;.e)Q8uit6,:il reste à tirer du points une ou plusieurs tm^ntes à eetle 
développée^ opération qui s'exécute avec toute la précision désirable, en dirigeant 
une règle de manière qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie, sur la courbe 
ocSdQ^Iua seule incertitude qui pourrait rester ici» porterait sur la positîoii précise 
du point de contact de cette tangente avec la développée; mais. celte position est 
toutà faîl: indifférente dans la question actucdilot tandis: que le :point G, où aboutira 
la normale sur la (/ét;e/oppan<6 ABDE , sera.clalrement détemûaé/ * 

Si la courbe primitive ABDE est un^ çUip^Ct comme dans l'épure précédente ^ 
on sait (n''200) que la développée aSdt présentera quatre branches qui se réuni- 
ront par des points de t^roussôment situés sur las axes; et alors, quand le point 
donnés ^e trouyera.au dehors de la déviek>i^)ée , ou ne.pouira évidemment tirer 
à c0te courbe que deux tangentes SGet SL , Jtesquelles aerofyt les normales deman* 
dées pour la courbe primitive ABDËw Mais,. si le pomt. donné Sf se trouve en dedans 
de la développée /on pourra mener. à cette courbe quatre tangentes, savoir S^G et 
S'C qui toucheront, comme fout à l'heure, les branches de eiêa{ puis^ en outre, 
deux autres tangentes S' G- et S'C^' qui toucheront la même branche 6d, entre 
laquelle et ie» deux axes se trouve conipris le point donné S^ Par là nous avons 
suffisamment, justifié l'assertion émise à la fin du n^ â23, sur. laimmbre des nor- 
males que l'on pouvait mener à la base elliptique du cône , par le point S. 

â%. {Fig. 77.) Méthode par une courbe d'ermxr. Pour résoudre le problème de 
la normale menée d'uli point S à une courbe plane kà^M^M^'..., on donne quel* 
quefois une méthode qui, malgré le défaut grave qu'elle présente, mérite cepepdant 
d'être connue. Par un point arbitraire A de la courbe proposée, menons-lui upe 
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tangente AT^ et abaissoD&iBiir celte dernière la perpendicalaire ST. Si le point A 
était vcaioient celui au ddt aboutir la normale partant de S, il est évident que le 
pied T. de la perpendiculaire abaiBsée sur Ja tangente « devrait coïncider avec A, 
c'eBt^à-dît*e se trouver sur la courbe donnée AA^A^'.<« : la supposition précédente 
est denci erronée; inafs/ en menant diverses tangentes A^T^, A!^T"....^ et abaissant 
dessus le» perpendiculaires ST^ Sr^.« . , les pieds T, T, T,... formeront une courbe 
d'erreur on e(HuheaKumHaire:ll!'V\.^^ qai, pa,r sa rencontre avec AA'A^.., four- 
nira le point N; et alors la Domutedeuafiid^ sera SN^ 

336. Malbeurrasenient^^il arrive que la courbe ain^iliaire T£'T\..j \<m de 
«ouper AA'A'^.. sous on ra^e-bien prononcé^ oaqui serait nécessaire pour accuser 
nettement la position du p<^int N, se trouvera toujours tangente à la courbe primi* 
tive. Par conséquent, cette marche laissera autant d'incertitude sur la position de 
N, que «î, après avoir mené lesnonMides an deux points voisins A et A^^ et avob: 
recbinnu <^ L'une ^ passait au-dessus de S et rantreau-4essous, on se fût contenté 
d'estimer, à vue df c^ y )a situation de N entre le^ points A et A^ U fout donc avoir 
soin, dans lous les problèoies où. l'on emploiera une coorbe d'erreur, d'éviter 
l'inconvénient que nious vemms de signaler, et qui aurait encore été plus sensible, 
si le point S eût été placéi eit dedans de la ligne AA' A'^*. ; parce qn'alors la courbo 
d'érrewr aurait tourné sa coneayité vers AAf^A^^.^ ^ qu'elle eàt ainsi laissé plus 
d'incertiludesnr le «lieu du contact véritable. . , > 

Quoi qa'itr eq soit,^ observons que, qwmd la ligne donnée AA'A^.^ sera fermée, 
laconiiie d'erreur TJE'T'^..'Sera par^Uement fermée, et que, si le point S est placé 
au ddiors delà courbe primîlîvey la courbe d'erreur passera deux fois par ce point. 
S, en y offrant un nœud suivant la forme ' 

" TT'T^r^St^T^rT'...; 

D'aitleors^ elle touchera une eeconde fois en nJa Kgne donnée AA^ A^..., ce qui 
fournira une seconde normale S^, dQnt la direction ne coïncidera pas, en général, 
aviee. celle de la pranière normale SN, quoique cela arrive id à cause de la forme 
circulaire qm nous avons adoptée pour la tigne primitive. ^ « 

327. (Fi§. 77.).MBKBH.DifB TAMBMTBa me cwrbe p(att^ 3B^B^..:par un pmni S 
cfofmtf chm« ion plan. Quoiqu'il suffise, pour obtenir kiHreciion do cette tangente 
SM avec toula l'exactitude que comportent, les opérations graphiques, de diriger 
me règle de manière qu'elle passe par le. point S et qu'elle s'appuie sur la courbe 
Bfi'B'^.. , néanmcnns il reste quelque inc^titude sur la position du point de coiv*- 
tact .M; et si Ton, a besoin de connaître celui-ci avec précision, on pouira le dé- 
terminer, au moyen d'une antrbe d' erreur f en admettant toutefois que l'on sait 
menar les tangentes à la ligne BB B'^». par des pointa donnés sur cette courbe. 

On construira les normales BT, B'T, B'T^... pour divers points pris sur la 
ligne donnée, et Ton abaissera sur ces normales, les perpendiculaires ST, ST', 
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ST^,.... Aloré on setit bien que si B^, par exemple, était le^poiat de cMtaèt Jdeiit 
langQti le' partie de S, 'H devrait amvçr^qae le piedT''^de4«'perpefldicilltti»eJabais8ée 
Mr ïa normale en B^', colncrd^l awcle point «^,«cV6fr-è-dire 'que V dêvraU»ee 
ArodVer sar'la couthe donr\èe ; fetptrisqu'iltfetiest^pflW a«i8i, le'sapposWanipMcé- 
^enleeôt erronée .-"mais Xx-^n rè^xM^^^fte lu' mvhbe d'erreur ^ÏH^i^^^ 
par le point de coîitsfct que* Pôn fchërèher et, ^ar coB»âqtieiit, «e pointlM^«w«a 
foamipar rirttêrsectitondë'la ligne TI'T'.*. «ivedBB^B^.. Jk*oWT*MWJCDiiiiîe»S6 
eoupent vérit-ablement, et la tnélhoderfést pa» ««jetterai Kinoonvôirielifwgoàléiatt 
tt* 3Î6-; d'- ailleurs /commeMa éoni^be'fl'efriieur rencoÉtFei«we'«eciwde'feis.iM^^^ 
teligne donnée 'BB'B";..,ïl y a'mi©sôcoride.tangéûte:Smi'qiie'l'on peutjnewep^da 
jwiîiit'fs. • . .: 

328. {Tig\ Jl^bis.) Autre «>/ttf{onV'Void *ne'ïiOtti^lle^inétbod8!qoiJ<OTra^ 
tage'de ne pas exiger que Ton sache constrairë' tes normales, <m les tafngmtesrdela 
coui'be proposée, pour clés points assignés snr 'cette- ligne, -Spil XMY. fca oonrfaaà 
laquelle il s'agit de^mener aine^ tangeilte par le point S : je Une^de te point une sé>> 
cante qifelconque SBA sur laquelle j'élève den:;^ perpendtciiltifes Aoe, etsBS, égalas 
chacune à ta corde interdêptée AB, et'pailant des deux eitréoiiîtés dexettetoocdû, 
mais dirigéesTijhe eb dessus étTantre ^n'^essMs de tasécailte', je répèle oetle 
opération pour Vautres slécantes SB'AV6B"A",...,"6t la o«iï?be «'yoéÉê^'^déterariiiée 
par les extrémités de toutes ces perpendiculaires , devra évidemment passer, par Je 
point de contact cherchéde la'tangcnte^SMT, ^puisqiïe cette tangente est mw sé- 
cante dont la partie intérieure se tronve égale à zéro JPa^ conséquent, la reneontm 
des courbes XMYét a*^a58'*','fera Hjonnfiltreie point Wq«e ron»>doit.joiiidne.aveaiS 
pour obtenir la tangente demandée; ou^ tnoins, cette rencontre <8er?îva /à -fixer 
la position du point de contact M'.de la t^ngeÂte ST» si l'on s'est contenté, comme 
nous l'avons dit plus haut, de tracer cette droite ST avec la règle. Il est évident, 
d'ailleurs, que si Ton renverse teintés les perpendrcUlaîres du •èôté opposé làtselui 
où on les a d'abord élevées, on obtiendra one^sccon^ courbe aoxitiairoqaiîdnvna 
encore passer par le même poînt M, et pourra servir >de>vérifioatioii ;'iet qt^'enfin, 
il sera permis d'attribuer à chaque perpendiculaire, trae longueunégftle aTI^dollb^e 
ou à lamôtiié de la cofîâevcorrespoiidante, rapport qu'il peut élte otfle de'feire 
vai'ier, isuîvant la forme plus du moins a]^lalie de la courbe d^nnée\da«8 les'envwmis 
^«pôintM. . 

'829. On ^eurtaît aussi recouriràuiie cew*be•1i^er^ewr, îponrnéBOuttre^te& ppa- 
*Mième8 suivants^: ... 

*Mener^ me tùur^e^flkmeitme' tangente paraUèle ûune érétteHlmnéeikm*siùnplm; 

"^Mener tmé tttn^me'Cônnnme*ù*deuxiHnnV^S''siiuées xt&mdemÉmeflm. 

Mais; ^ns ces ^ertionS,^4 y ann'a^dtiJDHrs Mutent, '««même ï^lttKd^Métll^^ 
'einpto^risinïjllemerft*tm^'rè^/e<|ueM'<mtappuiera sur'lès'flewx murbes^oiiliëes, 
'OU sur Ha cottrbe^tfaiqife et dans to'ërpectîon 'Assignée, ^quenVayoîi? TCOOiti«èi0es 
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ligiie$ auxiliaires (kuas la (otmet deBqaeHes il. entrer toujtMHSfUàip&ii) é'{arbî<^tav 
S6utemeitit,.cfua&d.l6 lie« da ûOBtact paratUraix^certaiftet q»'oit)aato'bpsotfQt,<db'>.lQ 
ooooaltre ravao plua de précisioD^ ojk (XHurraf apf èft awiJk i»mÔ!la langeole^ reooufrhr 
à la^niéllitMle d» numéro précédent' 

.PROBLÈME' y* VéveA^ppemeni'd^mé'mrfê/^e.œniqmài^ 

330» Le problème' que noos: avOfis; résolut au n^319t peut-aarvirtàfCsffBetaer'CB 
développemenl; Car;. si ^a près avoir coDstpuit la cooj^ba d.-iDtevâ^tibiii(alwdRa..., 
a'b'dd'vd...) (i(^« 75), du g6o8 proposé. avec une sphère d'uA rayotf^arbîtraiiiftf«t 
dont le centre) est placé au. sommet» on développa {jf 222), le eyliaduer droit qui 
projette*Q6(to. courbe soivanbii^iffN..., etqu'oiirtrafl^fiur oe oyHhflretdârrioppév la 
transformée de U ligne à. double courbure {ab^dm.*^jdb'€lé\m\i'*)y^Kk\ù\e^^ 
une courbe plane que je désigne par aëydfx..., et dont les arcs, faciles àjnsMsev 
alors^ autfoot.la même longueur afesoJuo qpe'oeux de.la.Ugpe à dDuUe'CoutiStre. 
Ensuite, xomme tous les points-de celte dernière! courbe se troavaieiity Mr»le>eâtte^ 
à> égales distances du sommet, it est oertain qu'après^le.dé¥elD^eiii«irt delft^sur^ 
faica conique, ces» mêmes points devront ôtre.p^cés<toBSi sar la dDOOnfiôreaf» d'un 
cevcle décrit. d*ua pomt arbitraire S% et aveo la rayon S'Y/ (ferla. spjtère.sôeattlei 
Par conséquent, après avoir* traeé ceMe drcoaCérenoBiSur le planida.dévdoppemett 
(nous laissons an lecteur le soin d^^Sectuer ces dinrerBe^efératîenft)t'Oir'devni' y 
marquer dea-arcs 

^anx en longueur absolue ans* arcs 

de la première transformée; puis, en ibi'gnant les points de division a', 6!, y^^,.^ 
avec'le centre S'', il restera à porter sur ces rayons des longueurs 

respectivement égales à celles dès génératrices du cône qui aboutissaient aux. dîvers^ 
pofzrts 

(A, A'); (B, Y5f% (C; Cy, {jy^iJT}; (M, W),... V 

eLj^ar.là on obtiendrale déydoppemeot de.lasur£akû9..coBÂipia^,8M)I^ 
primitive. anra,]g3iM,tganrfanttéei^ 

33JL. Dans. œtte.mét]ia4^,, la. courbe .iuteraectiott.da cAaehavM^UiafAàiie^ieM^ 
centriqne coupe évidemment toutes les génératrices à angles droits ;. de sorte, 
qu'elle tient lieu ici de ce que nous avons nommé dans les cylindres la section droite 
ou seclïon oriKogonalèy courbe qui'nous a servi très-commodéi^eDio^?: 2&3^j àr.dér'^ 
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veloppef lin cylhidlre qnelconqoeV parce qae nous connaissiotis d^^avaùce la forme 
rèctÛigne qÂ^eHe defvait ^ndre aprèô le développement da cylindre. Dans les 
fiurfaced contqaes^ on connatt aussi d'atance Ja forme circulaire que doit prendre; 
sur le développement I la section orthogonale du cône/ faite par nne sphère con- 
centrique ; mais maiiietireusement cette section n'est plu& ijné ligne plane/ dé sorte 
que pour'mesurer ses arcs on est obligé de lui faire perdre nne de ses courBurês (*), 
en effectuant le développement préalable d'un cylindre. Ainsi; il faut avouer que 
cette méthode exigeant un grand nombre d^ôpératiôns préliminaires qui multi- 
plient toujours led chances d'erreurs, elle rie fournira pas des résultats graphiques 
plus exacts'que si l'on avait suivi la marche plus courte indiquée au n* 267. 

PROBLÈME YI. Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se renr 
contrent. ^ .^ • T • 

332. {¥ig. 78.) Choisissons les plans de projection de manière, que I9 premier 
soit parallèle atix deux axes, et le Second perpendiculaire à Tune de ces droites; 
ce dernier plan étant regardé comme horizontal^ Taxe de la première surface aura 
pour prôjectîonjs la verticale CKZ' et le point Ô, tandis que l*autre axe sera ]^fo- 
jeté suivant V\\ et Ôt parallèle à la ligne de terre. Les méridiens principaux A^WÙ 
eia'^(f\ c'ést-à-dire ceux qui se trouvent dans le plan vertical 01, sont donné 
par la question, et se projettent verticalement suivant leur véritable grandeur; ces 
courbes, qui forment en même temps les contours apparents des deux surface^ 
(n* 131) sur le plan vertical, sont ici deux ellipses; mais la méthode que nous' 
allons exposer est indépendante de la nature (le^ méridiens. Sur le plan horizojQLtal, 
Te premier ellipsoïde a pour contour apparent Féquatcur BLX/; et quant à Tautre 
surface, nous n^en ferons pas mention sur ce plan de projection, parce que le trace 
de son contour apparent exigerait ici la recherche de la courbe de contact de, cet 
ellipsoïde avec un cylindre circonscrit et vertical (n*i06)^ .(question qqe nous appren- 
drons à résoudre plus tard, mais qui compliquerait sans utilité le problème actuel. 

33S. Cela posé, observons que deux surfaces de révolution qui ont un axe 
commun en direction, ne peuvent se couper que suivant un. ou plusieurs cercles 
perpendiculaires à cet axCj et décrits par les points ou se rencontrent leurs méri- 
diennes. D^ailleurs, une sphère poùvs^nt être considérée comme de révolution 
autour de chacun de ses diamètres, si nous imaginons une série de sphères sé- 
cantes;' ayant tontes pour centre le point (27, 0) commun aux deux axes; chiàcune 
de ces sphères coupera les surfaces proposées suivant deux cercles respectivement 
perpendiculaires aux axes, et dont il sera facile d'avoir les points de section. En 
effet, traçons du point Z', avec un rayon arbitraire, le cercle DTE' G' pour repré- 
senter la projection d*tiné de ces sphères : elle rencontré les méridiennes données 
" . " .' '. t , . .•. ' »,.*•'. • .• / 

•<, . î ' . I* ' ' ... . • '.'. ' . i ' • ♦ 

n Nous parlons ici suivant le langage ordinaire; mais vogrez ce q^e.npus disons de la .<y>ttr)>ur( 
des lignes gauches aux n^ 7 et 654. 
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auic points D' çtE', F et G/j ftlor? il réauUe des pbservations précédentes que les 
droites lyÉ'.et r G' sont les projections verticales dès deuj; cercles, suivant lesquels 
Iè$ ellipsoïdes sont. cOTp^ ôpÉiçre projetéejsur JD((F/Ej'.G'.,pJp, les plans de 

ces deux cercles ^yant pour jntersigçtipn une corde horizontale (M^MLm) qui tombe 
ici en dedans du contour de la sphère, ^ nous pouvons aflSrfloiei? quç Içfiracirconfé- 
renoo!, ^tu^i^f' d^qiHeuri, sur cette ^hêtf^^ ^ couperopteltea-mêœe^ueu.t^uXspaiqts 
projetés vertica^lement spr M'p et horizontaleraent en M pt nf^ .à la rencontre. de la 
corde Mm avec le cercle (DME; D^E'),. Ces points étant évidemnient connouns 
aux (3ieux ellipsoïdes, appartiendront à leur ligne d'intersectipn ^ et des opérations 
semblables,. répétées sur d'autres sphères décrites toujpprç ^^ poiqt Z\ foupgiiront 
pour les deux projections de cette çoUrbe les lignés ^ 

K'L'M'H' et KLMHm/K. ^^ 

334, 11 faqdra spécialement appliquer la méthode précédente à I9 sphère qui 
passe par réquateûr (B'^XVBLX] ; parce qu'on déterminera ainsi les deux points 
(L', L) et (L', if) a partir desquels la courbe passe a^-dessoïlS dç Téquateur, et de- 
yi^jfii invisible sur leplanhorizpntal. D'ailleurs, quoiqqe cettQ çourb^ d'intepSjBCtion 
soit bien loin d'être^ dans Tespace, tangente à Téquateur, uéanipoin^ le^ tangentes 
de ces deux lignes pour le point (L'^ L) se irouyapt l'une et faytred^^ns le plan 
tangent qui est éviidemment ver^tea/ tout Je long de Féquatepr^ il* en résulte. que 
les projections horizontales de ces deux tangentes se confondront; et qu'ainsi la 
courbe KLMm • touchera le cercle BLX en L et f. " . , ï . , . . 

335. Cette éonséquence générale ne souffrira d'exception que quand la tangente 
au point [V, L) de la ligne à double courbure se trouvera exaçl^ent verticale. 
Ators l'élément qui eût été commun aux projections horizontales jcle,.C)^tte tangente 
et de l'équateur, disparait ou se réduit à un point mathématique; de sorte que la 
courbe' cesse de toucher Téquateur, et vient le couper en formapt. ordinairement 
un rebroussement. Une circopstance analogqe va sepréçei^ter ici pour les points 
(K', K) et (H', H), qui sont donnés inamédiatement par la rencontre des deux mé- 
ridiens principaux. En effet, dans chacun de ces points, les plans t^n^ents aux 
deux surfaces sont nécessairement perpendiculaires aux plaps méridiens , et , par 
suite, au plan vertical; donc leur intersection qui serait la tangente de la courbe, 
est aussi perpendiculaire à ce plan vertical, et s'y projette suivant. tm fotni unique; 
d'où il arrive, par les raisons précédentes, que la projection K'L' H' n'offre plus 
de contact avec les contours apparents des deux surfaces, tandis que ce contact a 
lieu ordinairement. D'ailleurs, il n'y a point ici de rebroussement aux points K' 
et H', parce que les deux branches de l'intersection , situées Tune en avant et l'autre 
en arrière du plan vertical 01 , ont des positions symétriques et se confondent en 
projection verticale, comme on le voit d'après la construction générale qui a donné 
les deux points (M, M') et (m, M'). 

6* édU. 20 
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336* [Fig. 78.) Il es^ u^^le ^'obawver que ^a .prçjeolioi^ TerbcaleK'L'.Pj' seva. 
nécessairement une ligne du jsec&nd degrés loulea le» fois que. les deux Sfirfac6s4û 
révolution sei oat eHes-mémes de cet ordre. £n eâet, Jq plan yerliçal 01 étant, un. 
plan niéridien pour l'une et pour l'autre de ces sarface&i il divise évidemineat en, 
deux parties égales toutes les cordes gui lui sont perpendiculaires, telles quç: 
(Mw2, M') ; donc ce plan eet un plan principal qui se trouve «mmam anx deux sur- 
faces, et alors on démontre par un calcul fait simple que rintersection de celles-ci 
se projette .sur ce plan principal, suivant une ligne du second degré (*}. On. devra 
donc proGter de cette notion acquise d'avance sur la nature de la courbe K'L'H', 
pour redress^er les erreurs de construction qui tendraient à produire, dans œUQ 
ligue, des inflexions ou une courbure gui ne s'ancorderaiettt pas avec la lorma 
bien connue des sections coniques. 

337. Observons encore que, quel que soit le degré des deux surfaces de révo- 
lution, La courbe plane K'L'H' oon&idérée en elle-même,, et lndépefi4amineiit de 
la courbe gauche dont elle reçoit la projection vertipale, hg se ternune p^s brus- 
quement aux points K' et H^, mais qu'elle doit se prolonger au delà pour i^ntrer 
sur elle-même, ou pour s'étendre indé£,nimenL De aorte qu'^a continuant de tracer 
sur le plan vertical des cercles qui aient toujours le point Z' pour centre, et qui 
s'éleudent au delà ou en deçà des points H' et K', on pourra , si la foroaç des mérî* 
diens leur permet d'être encore coupés par ces cercles, obtenir dea points de la 
courbe K'L'H', situés au dehors de la partie qui reçoit la projeotion 4e l'inter-- 
section des deux surfaces. Cette circonstance, que l'on aper<îevra {)lus dadrewent 
dans l'épure 79 relative à une question analogue (n* 3^4) 9 lient à ce que la pro- 
priété graphique qui sert à trouver xîbaque point M' de la fioiirbe pleine K!VW, 
est plus générale que la définition de ce même point., considéré comme la pro-, 
jeclion d'un point commun aux deux surfaces. En effi^t, sous ce dernier raf(port, 
il faut que M' soit nou;-seulemen^t à la rencontre des deux cordes D'E' et F'G'^. 
mais encore situé dans l'intérieur du cercle D'F'E'G', >corome qous l'avons énoncé, 
n* 333j de sorte que, quand Ips deux cordes D'E' et^f'G' np SQ çonperonjl que 
dans leur prolongement, le point de section conviendra bien encore à la courih^. 
plane fC'L'H', mais non plus à la courbe gauche suivant laquelle sa confient les 
deux surfaces de révolution. 

,338. (FijF. 78.) De la tangente; première méthode. Nous {iwvonjs trouver* 
cette droite pçur le point (M^ M'J, ei) cherchant rinlersectionidçfipl«nfi.f(|ui tou- 
chent les deux surfaces en cet endroit. Or, le plan tangent rdatif à l'eltipsouk 
A'B'C, s'obtiendra (n° 133) en tnausportant le point M' «, D' sur le méridi» 
principal, puis en traçant la tangente DT à ce. méridien; ^Ipifs, ai l'on ramçne 1«^> 

i*) Ce tl)éQrèm«îfitéreamteBt4ûà.lLj/..Bipi^. VoyeBPXif^ 

dimensions^ chap. IX. ^ , . . . . ■ . 



Digitized by 



Google 



GHAPITRB m. -^ INTBRSBCnOim M DEUX 8CRVAGE6 COURBES. 155 

pied (T, T*) de cette langcate en T wir fe Méridien OM , la droite TY perpendicu- 
laire à (M sera la trace horizontale du plan cherché. 

Qamti à rellipBO'ûteVA^é/ dont Taxe n'e&i pas vertica), je ramène d'abord le 
poml Wenkf^smh méridien principal; puid, je construis la normale f^W, de 
laqttelW je iconelM (ii'''43fr) la Mn»ale (M^N\ MN) retalîve ao pMik (M, M'); et 
alors il ne sutira de mener par ce point nn plan perpendiculaire à cette dernière 
nonnate. Pour «elà , j^niagme dans ce plan une droite parallèle à sa trace verticale, 
et dont )« pfojec^o» verticale sera la ligne M'P* perpendicoîaîre à M'N', taii-dis 
^ie sa projection hot^izontale sera MP parallèle à kr ligne de ferre; ensuite, par le 
pîed^(P, F) de cette ttgoeafirsiliaire^ je mène perpendicutairenient sur MN la droite 
IN? cfni sera éTidemnient la trace horizontale du plan tangent au point (M, W) de 
Teiripsoïde df'ft'é/. 

€ete posé, les traces PQ et TY des deux plans tangents allant se rencontrer aw 
point &, c^eat là le pied de la taagente demandée, laquelle a ainsi pour projections 
«Mel9'M'. 

3391. Detatième méth&de^ par te plan mrmal. Notw avons vu au n* 214 que la 
tangente à Tintersection de deux surfaces devait être perpendiculaire a« plan 
mené par les deux aormales^ de ces surfaces; il nous suffira* donc de trouver ce 
plan, qui est lui-même normal à lu courbe. Or, nons avons déjà construit la nor- 
maîe (BI'N', MN) pour le deuxièine ellipsoïde ? quunt an prenwer, nous mèneitons 
rni point t)^du méridien^ principal, la chroiîeD'R'' perpeiKlkjuteire sur la tangente 
D'r, et alors on sait (n* 430) queja normale pour lé point (M', M), sera la 
droite (M'R', MO). Cela posé, il serait bien fiicile de trouver la trace verticale du 
plan mené' par les deux ivormules ci-déssua indiquées; mais, comme nous avons 
besoin de connaître seulement la direciien de cette ftrace, et qu^dlesera la nvAne 
^ur tes plan» veiticaux 01 et O'I' qai sont parallèlçB , nous observetoi» que les nor- 
males- en queslio» vont rencontrer les axes en-R' et N^; d*oà il résulte immédiaie- 
ifl^nî queN'R^ est la trace du p»an normal sur le plun vertical Oï, et qu'e» UfaDQt 
parle pointa la drcôie M' 9' perpendiculaire* à cette trace, ou aura la projeeticn 
verticale êe t» tangente demandée. 

PUor obtenir Tautre projectiou, prolongeons? jusqu'au plun borizontal <fcox 
quelconques des droites qui réunissent tes trois points (M', M), (N', N), (R', 0), 
lesqueb sont situés dans le plan normal. Ici, on voil que la droite (N'M', NM) 
perce te plan horaoïrfal au point «, et que- lu dw)ile (N'R', NO) le rencontre en 6; 
donc kS est lu trace* hwtnoninle du plan normal , ot en lui menant une perpundîuu- 
lâin»3\(9, eesera fa projection b^risonfale de fe tnngent^ dkerebée. 

3Q|0. {F9g. 7^) La métliode que nou9 venons â'empfoyer est non^scmlenent plus 
simple, datt»certnms cas, que celle des deux plans temgeute, mais eHe offc&enttoie 
• PaifuiUiueedu^ p(Kivioir>q«etqMl^^ 
PauWè mikliude Bevail lusuflteftoie^ 
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Considérons 9 en effet, le point (K, K') sitoé à la fois sot les deux méridiens 
principaux : à cause de celte position particulière * les deux plans tangents seront 
l\in et Fautre perpendiculaires au plan vertical, et , par suite, leur iistersection qui 
«Bt la tangente de la courbe (K'L^H', KLH ,...), sera projetée horizontalemeat 
solvant une perpendiculaire à KO , et verticalement en «n poini unique K^ Cette 
construction fait connattre la position qu'occupe, dans Fespace, la tangente de la 
ooàrbe gaueliej mais elle n'apprend rien sur la droite qui toucherait en K' la 
Courbe plane K'L^H', droite que l'on doit regarder comme la projection de la 
tangente qui précéderait immédiatement, dans l'espace, celle qni a'est réduite à im 
point unique en se projetant sur le plan vertical : tandis que la considération des 
deux nOi'males manifeste une propriété constante dont jouit la courbe i^ane K^L'H' 
regardée comme tracée dans le plan des deux méridiens, et indépendamment de 
la ligne à double courbure dont elle reçoit la projeetion. Cette propriété consiste 
en ce qqp, si Ton transporte le point quelconque M^ sur les deux méridiens, an 
ly et en F' par des perpendiculaires aux axes, puis si Ton tire les normales lyR' et 
FN^ /a droiie R'N' #^a toujours perpenéieulaire à la tmgènte en M'. Or, cette J^a«- 
iiotk subsistant pour tous les points de la courbe plane KrL'fi^ et ne portant que 
sur des lignés situées dans son plan, elle doit être vraie aussi ponr le point K^ où elle 
démeure évîdspiBtent appliddileavec encore plus de simplicité, puisque ce|»>int 
est par lui-même transporté sur les deux méridiens. Par conséquent, M suffirja de 
mener les normales K'V et K'U', puis de tracîer b droite U'V, sur laquelle on 
abaissera la perpendiculaire K^S' qui sera la tangente demandée. 

(Jne construction semblable fera trouver la tangente au point H'. 

PROBLÈME VIL Intersection d'un paraboloide avec un hyperboloide, tous deux de' 
révolution , et dont le^ axes se rencontrent. 

Ml. (Fig. 790 Soient (0, O'Z') Taxe du paraboloïdô, et A'CV le méridien 
principal de celte surface que apps supposerons terminée au cercle (A'B\ AB), de 
manière que Tintérieur de ce paraboloide soit visible sur le plan horizontaH Soit 
aussi (Or, Z*V) l'axe de Thyperboloïde, ce qui suppose que le plan Vertical de 
projection a été choisi parallèle aux deux axes à la fois: quant au méridien de 
cette seconde surface , noue ne le regarderons p^ comme donné par la question , 
parce qd'aîôt'S le problème rentrerait entièrement dans cehii du n* 832; mais 
nX)tts définirons rbypeïboloïde au moyen de la génératrice rectifigne (PQ, VQf) 
qui l'engendrerait en tournant autour de la droite fixe (Oï, Z'F), sans toutefois 
considérer cette seconde surface comme réelletcnent existante; c'est-à-dire qu'ici 
le paraboloide subsistera seul , et sera traversé suivant une certaine courbe par les 
diverses poèitions de la droite mobile (PQ, fQf). Du reste, pour trouver cette 
courbe, nous emploierons encore des sphères sécantes (n* 8Sà) décrites toutes 
thipoint^^; seulement, eommft noos m oonnaisiMs pu â priori le méridiaft de 
rkyj^oioïde, BOUS ne tracerens ^w «rfntriiifeMi&t jUt gpaBd 4)^rd6 A'mm 4e 
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xeftspfaère»» mais nctus comaiei^cerQQs par poQstruire.un parallèle de cet jiypciv 

d{k2. Menons donc par un point 0/ pris à volonté sur l'axe, un ^plan FVQ' 
qiai lui Boit perpendiculaire: ce plan rencontrera la. génératrice. da.pomit;(ç^, g), 
dout la distance au poiato^f sera év^eaunent rhypotéou^e dlMn triangle recr 
langle ooBstruil sur les côtés Vê'^ e\ 6'6'':=aÇ; fiinsi, ep d^rjivant avee^ç^tte hyf^ch- 
«énose xù'&' un cercle Fg'^G^, ce sera lerab^tUeinenA dp parallèle «uivant lequel 
i'hyperboioiDde est coupé par le plan F'o'G'; et lecf exlrémités F et G' da ^9p 
diamètre, seraient ctoux . points > de Yhffferbole méridiewis aUii^. dws. le p]ap 
▼ertical (M* 

- Cela posé, adopt(»is.poi|r rayon d'une de nos sphères sécant^s^ la distance Z'F» 
Alors, nne pareille sphère coupera l'hyperboloïde suivant le parallèle projeté sur 
F^6', et te pacabololi^ snirant ua cercle projeté, ^r J^Wy par oon^éqwnt le point 
Jtt^ oùse renQOHtr€«it<!es daux cordea,,et qui toipb0 M^kdonSid^ la; sphère ^reprô^ 
Petite la projeetion vertiotle des deux poÎDja 0x1 sq Goq|atenit les «Ârçonféreocea de 
Hses paralièles. JCé sont dcftc là jdeiisi. p^l»: d^ l'^nteraection de» wrfbo^s pro- 
jioséM; et on les vetroAvera eur le plan horizoatal» en y traçant le peraÎMe 
(Bi»Œ,B'E') et abaiseank la verticale M/ mM. 

' ' 3k9. Des consirudions analogues fournirtHit antant de points* qve ron-voadf a 
■de là côdrfce - *•'••'••: 'j .-.». r ,.•.•-.'. - .••»••' ■• , . ;.. . ' 

suivant laquelle le parabôloïde est coupé par rhypérboloïdè ; et le mériâien 
V'F'S'U' de cette dernière surface, qui.se conclura de tous les points tels quaF', 
devra toucher, sur le plan vertical, la projection de la génératrice au point (S, SQ 
daps lequçl cette droite travarse le méridien principal 01. D'ailleurs, ce sera la 
i^ncontre de c^ méridiep V'F'S'U' avec le méridien du parabôloïde^ qui fournira les 
points extrêmes de l'intersection (K, K'} et (H, H'). / , 
! 3{|Q|. Observons ai^issi qp'une même sphère poujciia fourpir deux ^ points tels qup 
^Vçt)/ située, sur un paraJièle nniqper^etapj^^tenapt tous deux. à riatersectlqp 
46s.surfa,c^ pro|>pséea; tfipçti^ qiie, d,'auti:es fojSt uoe sphère sécaifte fournira deux 
.ppiptslii'etp.', dont wasealappar.tiftodra yéjritahtement à l'intersection, pprceqq^ 
le d^uxièiqe serait placé^ep dehors du çontpur 4© la sphère. Çepepdî^nt ce,pK)in^t/A'^ 
^continuant de satisfaire à la propriété graphiqpe qui aejct h conçlruire c;tiaque poJjQ^t 
.de la coarhp plaide K'Af' S', co^i^érép ipd^n^amipcnt ^e.^a courbe gauche ^on]t 
elle. reçoit la pf<yçctioii, .afipjBulien4i;a ^«jppi^^ de cette, lign^p 

plane, <;oaim^ iian8<l':avo^, expliqué ^a.n^ ^7; et Cj^lie^qi.^ra.^videmmen^^^ 
hypprboliEf, d'aprèa^es^rais^n^ citées aia.^i* ^.. , .. . „ ,. ; r,^ 

^ • BWkrJimUB,umtfe$^, Ctm^imaA^iomtm miXiS 9iW^ l98.aMfii9)«^de8vdppxj89fr 
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méridien fait connaître lé point W où aboutirait, snr f axe O'Z', la normale de la 
surface en, (M, M'); et sans tracer cette dernière droite, il nous suffit d'avoir dbMtfi 
fce pOÎDl 11*. 

Dans llîryperboliarde, donat te méridien n^ésr! pas donné par te question , f obseflniè 
que le pten tangent rrfatrf au point projeté en (S, Sf) el rabarttu'eiï €^] pm^^ 
par la tangewte ff^l dU parallèle et par fa génèral»-Î€er(&P, efV'J qui» penee'fef plM 
vertical Ot en (S , S^) : par cowséquent , sur ce plan des deux a^es , le plan taBfg«rt 
émraït pour trace la^ droite TS^; donc, en tai menant «ne perpendicniaire 6'N', ce 
àera te proyecltow de te normale rètetive an point fS , 6')- Wfei» ^ poini ef«t sdp te 
même parallèle que (M, M'); donc aussi, pour ce dernier, la normale de la sor^ 
^acë nefMOfitreraî» Tane f'7 au point tV; ainsi cette nornaete est sffffisaimiiMt dé- 
fXMrnuûée^. 

€ete' posé, te pten des deux normales en (M, M^) coupep» évidemment te plan 
vertical 0( si^îv^nl la dvmte R^N'; donc , en abaissant sur cette ligne une perpeff* 
dîoiateire WS^V ce serai te ]^i>€}ecliian verticale do te tangente^ à te^ conilie d'ititei^ 
-seelioiK Bnmito, nous pomrkxis ehordiw sur le plan borieontal de pit)jection , te 
IMced» plan' die8> deux namftaieft, lequel p^se par trons pointe connus {Wy M), 
(R^ 0), (N', N); mais il sera beaucoup plus court de déteranner cette trace sur 
le^ pten boriffontal D^E^ oà est déjà situé le pointt(M r Itt'). €ar en prolongeant 
R'N' jusqu'à ce qu'elle coupe ce plan en p', et projetant ce dernier p^ten p, la 
droite pM sera évidemment te trace demaudie; si donc on lui mène la perpendi- 
cuteire M 9, on aura te projection horizontale de la tangente à l'intersection des 
deux surfaces. 

Sùfi. Remarque. La Méthode des sections horizontales qui suffit toujours pour 
trouver Fîntersection de deyx surfaces quelconques , quoiqu'elle soit souvent très- 
laborieuse, est susceptible, dans certains cas, d'une modification qui la rend très- 
avantageuse, et que nous allons expliquer sur un exemple assez simple pour que 
le lecteur puisse tracer lui-même Tépure. Désignons par S un cône qui a pour 
base on trace horizontale une courbe quelconque B; soit S' un autre cône dont la 
base est un cercle C. Eti coupant ces deux surfaces par un plan horizontal quel- 
conque, on obtiendrait deux courbes bet c dont la dernière serait un cercle; mafe 
Tafutre b serait une courbe qu'if faudrait construire par points, ce* qui serait péw 
tiiblé. Au lieu de cete^ imaginons un cône auxiliaire S, qui ait le même sommet 
que S, et pour directrice le cercle c : ces deux cônes- S et S^ se couperont évîdfenor- 
ment suiVant une ou plusieurs génératrices rectilignes G , G^ qui passeront néces*- 
Bamment par les points m , *n",.., eommnus aux sedfens ^ et c: Ot» il^esrt fecîle dfe 
trouver ces génératrices ; car, en prolongeant te cône S!, jusqu'au pten horiiiontal;, 
il y tracera un cercle C, dont le dfemètre s'obtiendra Irès-aisénwnlf; et alors te 
reÉitmtwâ^\m^^9^€^ finr'COnifiitM'iiB prajeeliMs^hoi^fifitafe» dés généra- 
ttffces S ,'GP^V- • • 9 lMq«i(AlM àteor ;toup cmîpçrt^n^'te; pM(fw«kHV du> «er(tec 9mi peine 
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dlperch.^ m» raV** 4^i devient élre communs axix courbes ^,et c; ^ dès Iturs ces 
Çoiots appartieadrQQt à rintersection des deux côaes primitifs S et JS. Toiû ceci 
revlooi à (lire que l'on projette /^er^ec/tv^meni les sections. i& et ^ sur le plan Ipoii* 
montai, an tDoyeo de droites issues du sommet Su . 

Cette méthode^ où Ton n'emploie que la ligne droite etJe Qerpley,.sera évidem- 
ment applicable à la combinaison du cône S à base quelconque B^^vec une sphère» 
W3L conoïde, un cylindroïde, ou loute autre surface dans laquelle )fs seclions bori* 
zoniales seront des cercles on des droites; par enemple^ le lieu engendré par un 
cercle variable 9 toujours borizonlali et dont un diamètre s'appuie constamment sur 
deux droites fixes. 

Si la pfremière surface S était un cylindre à base quelconque B, on choisirait 
pour la surface auxiliaire S, un autre cylindre parallèle au premier^ et ayant ,^ur 
dir<ectrice la sectioa circulaire, c; alors la tr^çe horizpntale C^ ^rait.wi cerx^ie 
égalai. 

. i ir i ri'i i u II u. r. T,niiri i m..ni .nj i i i i i nr,t i i,:i, <■ ■ ,ii. ,,,1 i ,u i i , nU m ,n ^*. i ■ ; | l 

LÏVRl V. 

DES PMlNS tangents DONT LE POINT DE CONTACT N*EST PAfi DONNÉ- 



' SU7. Les problèmes que nous avons résolus au livre TI, sur tes pians 'tdAvjgentt, 
supposaient que le point dacontac^t était donné sur te surface. Il reâte donc^ pour 
ôdmpjéter celte théorie importante, à examiner tes questions dh, sans assigner te 
point de contact, on exige que le plan tangent cherché remplisse certaines >con4t«- 
tiotts, ielles qtte les suivantes : 

I*. Que le plan tangent passe par tm pomt démié hors de la sut^face; 
' ±\ Qu'il BOït paraflèle à une droite connue; 

3'. Qu'i* passe par une droite donnée, on pai* i?eux poidts assignée dans Tespatîo ; 

4*. Que le plan tangettt dierché soft parallèle à trn plan donflé ,' 

5*. QuMl touche plusieurs surfatJes à la fois. 

Ces diverses conditions vont faii^ le partage naturefi de ce livre on plusieurs cha- 
pitres^ dans lesquels nous ne reviendrons pas sur ce qui regarde les surfaces cylin- 
driques on comques, parce ^que nous avons complëtë tout de suite, au chapitre ITT 
du lïvre II, les problèmes relatift à ces deux genres de surfaces très-simples. 



•mmf> 



CHAPITRE PREMIER. 

M8 ntm TiWGETrre hen^s par tw ponwr ext£rieub a la surface. 

^. (%. 8o. ) Soit V le point donné au ddiors -de U surface quelcoa^iue iS : 
m^OBs.par cp p^im ^i^m» ^A^m séeaiito é»m «MidinelMn êgtàkmn,tt, par 
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exemple , faisons-les passer tons par une droite quelconque YÂD qui traverse la 
surface. Alors, ils couperont celle-ci suivant des courbes AMD, AM'D, AM^'D,... 
que Ton saurait construire par les méthodes exposées précédemment, et auxquelles 
on pourra généralement mener, du point V, des tangentes VM, VM', VM%...; de 
sorte que toutes ces droites formeront évidemment un cône ayant le point Y pour 
sommet, et qui sera circonscrit à la surface S, c'est-à-dire qui la touchera tout le long 
de la courbe MM'M".... Eu effet, pour le point M'', par exemple, le plan tangent 
de S renfermera la tangente M''T de la courbe MM' M'', aussi bien que l'arête M'^ V 
qui, par construction, est tangente à la surface : donc ce plan sera lui-même 
langent au cône ; et les deux surfaces ayant ainsi un plan tangent commun en M'', 
offriront un véritable contact dans ce point, et dans tous ceux de la ligne MM'M^.... 

349. Cela posé , pour résoudre le problème général qui fait l'objet de ce cha- 
pitre, t7 suffira de construire la ligne de contact MM'M^ de la surface proposée S avec 
un cône circonscrit ayant son sommet en Y, puis de mener un plan tangent à S dans wt 
quelconque des points de cette ligne; ce plan satisfera évidemment à la question, 
puisqu'il touchera nécessairement (n"" 3{i8) le cône circonscrit, et qu'ainsi il pas- 
sera par le sommet Y, qui est le point donné. 

Réciproquement, tout plan mené du point Y, tangentiellement à la surface S, 
touchera celle-ci en un certain point, que j'appelle m, et qui, étant joint avec Y, 
fournira une droite Y m évidemment tangente à S; donc cette droite Y m sera né- 
cessairement une des arêtes du cône circonscrit YMM'M'^... et, par conséquent, 
le point m devra se trouver sur la courbe MM'M'^.. , qui devient ainsi le lieu de 
toutes les solutions du problème proposé. 

Seulement, le problème sera impossible quand le cône circonscrit n'existera pas ; 
c'est-à-dire lorsque le point Y sera tellement placé, que l'on ne pourra mener, de ce 
j)oint, aucune tangente aux diverses sections faites car des plans passant par YAD. 

.350. Il résulte de là que la question qui nous occupe admet une infinité de so- 
lutions, excepté quand la surface proposée S est dévebppable. En effet, nous ayons 
vu (n* 183) qu'une telle surface était l'enveloppe de toutes les positions d'un plan 
mobile, assujetti à une loi de mouvement qui ne laissait d'arbitraire qu'une seule 
condition (*) : donc, lorsque ce plan mobile, qui est en même temps le plan tan- 
gent de la surface développable, viendra à passer par le point donné Y, il ne 
pourra plus prendre d'autre situation; ou, du moins, il ne saurait occuper alors 
qu'un nombre limité de positions, suivant la nature et le nombre des nappes de 
la surface. Ainsi, pour cette classe de surfaces, le problème de construire un plan 
tangent qui passe par un point donné , devient tout à fait déterminé (**) , et c'est 



n Ou autrement dit, qui ne laissait qn'une seule constante arbitraire dans son équation; ainfii la 
condition de passer par le point V, fixera complètement la position de ce plan dans l'espace. 
(♦•) L*exc(qplloii que ptéBentent les lurfaoes déreloppables est unique, car elle n^a point lieu pour 



Digitized by VnOOQlC 



:ce.que aouj^.ay>Bai^reçottau:(te«8 ks cottes et (Jans Je& ajli^clr€B (n- 116 ot 1513). 
_ P'aillçun9, Qomioe.uDe. surface dév6loj>pablô est touchée, par sod plan tapgaiU 
tout le loag d'une jBéoie génératrice reciiUgue (n' i77)^ il «leosuit que^i ron ef-r 
fectuait ici les sections iodiquôes.n'' 3fi8, et qu'on -leur, menât des tangentes par 
le point Yy tous le^ points de contact, se trouveraient situés but une droite de la 
surface; et. le cône circonscrit se réduirait alors à yn ou ^ plusieurs plans tax^gents 
qui passeraient par le point V. . » .. , . - . k. 

351, Le problème de men«r, par im point V,;unplan taxjgentà une surface jS 
non développable, redeviendrait déterminé^ si Ton ajçul^it 1^ condition que ce plan 
dut toucher la surface «ur vne courbe donnée ,^ p£\r exemple, sur un méridjeii, ou sur 
un parallèle, c^ont la position serait assignée. £n effet, après avoir construit la 
ligne de cpntact MM'M!^.. du cône circonscrit à S^ il suffirait d'ex^iminer en fjtiels 
points elle rencontre, la courte ^nnéei, et ce sec^iept là évi^pmm^nt )e^ ppinls ^e 
contact. des plans tangents qui satisfont au.prpblème. Cpl^irq ,serait iippossible, 
si la courbe assignée J^ur la surface n'avait aucun point cojfnmun. avec la lignç 
MM'M''.... • , . ,.'."..' ...'.'. ...'...', 

352, Quant à la construction de la U^e de contact d'une sur/ace quelconque 
S, avec un cône circonscrit qui a pour sommet, wi poiptdçnné V^ courbe qui est 
d'ailleurs très-utile dans la Perspective , puisque c'est évidemment le ooniofir apjm^ 
rep de le^. s«rf«^ce vue du point. V, la, seule méll^'ode ^oqt.^ fait génér.s^le est celle 
que nous avons indiquée n° 349; jççpefldant, coipn^e elle exige des c\pérations gra- 
phiques assez pénibles, nous aligna exposer d'a^utres méthodes plus simples, mais 
applicables seulement à certains genres de surfaces qui sp rencontrent plus ifré- 
guemment. Auparavant, toutefois, nous démontrerons un théorème impprtfi)nt^fiur 
ces lignes de contact, par rapport à toutes les surface? du second degré. : . 

353, La courbe de contact d'im cône, circonscrit il me.^urjaçe du second degré est 
toujours plane; et son plan se trouve paralUle au plan diamétral qui seraii^ cqiyugué 

avec le diamètre m^né par le sotmnet du cône. 

, .if . , f.i'.. ,.. 

Soient V le sommet du cône, et S la surface du. second degré dont^ il s'agit 
(Jîflr, 8.o); nous supposerons d'abord qu'elle admet un centre 0, mais, du reste, 
elle peut être indifféremment uu ellipsoïde ou bien l'un dos deux hyperboloïdes. 
En faisant passer par la droite YO divers plans sécants , nous obtiendrons des 
courbes du second degré ABD, AB'D, AB''D,..., ayant toutes un diamètre com- 
mun (^; et si nous les coupons par le plan diamétral BB'C, qui est conjugué avec 
OA, c'est-à-dire qui divise en. deux parties égales toutes les cordes de la surface 
parallèles à celte, direction, nous pitiendrons des droite^ OB, OB', OB'',.-, qui 

lei surfaces gauches. En effet, nous verrons que dans celles-ci tout plan mené par le point V et par 
une génératrice rectîligne est tangent à la surfjicc dans un certain point qu'il faut construire; de 
sorte qu*en joignant ce point de contact avec V, on obtiendra encore une des arêtes du cône circbn- 
scrjt, lequel subsiste ici comme dans les surfaces non réglées. 

6* édit. 21 
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jouiront évidemment de la même propriété , par rapport aux cordes menées dans 
chacune de ces courbes pariillèlement à OA. Ainsi OA et OB, OA et OB', OA el 
OB^,..,, formeront des systèmes de diamètres conjugués deux à deux, dans les 
diverses courbes du second degré ABD, AB^'D, AB''D,.... 

Cela posé, tirons à l'une de ces courbes une tangente VM, puis menons, par le 
point de contact M, un plan parallèle à BB'C : ce nouveau plan coupera la surface 
S suivant une courbe MM'N, et les sections primitives suivant des ordonnées PM, 
PM^ Pj\f ',..., respectivement parallèles à OB, OB', OB". Alors, si Ton mène par les 
divers points M', M'V-? des tangentes aux courbes AIVFD, AM'T),..., je dis que 
ces tangentes aboutiront, sur la droite OA, au même point V, d'où est partie la 
première MV. En effet, on sait que dans toute ligne du second ordre rapportée à 
deux diamètres conjugués, la sous-tangente ne dépend que de Tabscisse du point de 
contact et du diamètre sur lequel on compte cette abscisse; par conséquent, pour 
les divers points M, M', M'',..., qui répondent à la même abscisse OP, la sous-tan- 
gente aura une valeur commune, savoir : 

PV = §^-OP, d'où 0V = ^! 

Donc, toutes les tangentes menées en M, M', IV^,..., formeront bien un cône cir- 
conscrit à la surface du second degré, et dont la ligne de contact sera la courbe 
plane MM'M"N, parallèle au plan diamétral BB'C qui est conjugué avec VO (*). 
D'ailleurs, ce diamètre VO contiendra le centre P de la courbe MM'M'"..., comme 
nous allons le faire voir. 

354. Dans toute surface du second degré ^ les diverses sections faites par des plans 
parallèles entre eux sont des courbes semblables, dont les centres sont situés sur te dia- 
mètre qui se trouve conjugué avec celui de ces plans sécants qui passe par le centre de la 
surface. En effet, quelle que soit une de ces sections planes MM^M'^N, on pourra 
mener par le centre un plan BB'B'^C qui lui soit parallèle, et construire le dia- 
mètre OA conjugué avec ce dernier plan. Alors toutes les sections ABD, AB'D, 
AB"D,..., auront pour diamètres conjugués, deux à deux, OA et OB, OA et OB', 
OA et OB'' : donc, les ordonnées MP, MF, MP'',... , qui correspondent à la mênie 
abscisse OP, seront proportionnelles aux diamètres non communs OB, OB', OB'',... ; 
et, par conséquent, ces droites, considérées comme des rayons vecteurs parallèles 
menés dans les deux courbes MM'N et BB'C, satisferont à la condition générale de 
la similitwk. D'ailleurs, comme le point est évidemment le centre de figure de 
la courbe BB'C, il en sera nécessairement de même du point P par rapport à la 

(*) Daas le cas parUcalier où la surface est une sphère, la courbe de contact du cùne clrconsorit 
itovi^t un petit cei:cie, perpendiculaire à la droite VO, qui réunit le sommet V avec le centre dala 
sphère. D'ailleurs, cela se prouve directement, en faisant tçurner autour de VO un grand cercle et sa 
tangente menée du point V. 
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courbe MM'N; ainsi les centres des sections parallèles au plan diamétral BB'C sont 
bien situés tous sur le diamètre OA conjugué avec ce plan. 

355. {Fig. Si.) Revenons au théorème démontré n*" 353 pour les surfaces 
douées d'un centre; et afin de l'étendre aux surfaces qui en sont dépourvues, c'^t- 
à-dire aux deux paraboloïdes, modifions la démonstration de la manière suivante. 
Menons par le point donné V une parallèle VX' à Vaxe ou diamètre principal OX 
du paraboloïde; cette droite VAX' sera encore un diamèu^e de la surface, et les 
divers plans sécants menés par ce diamètre fourniront des sections 'paraboliques 
AME, AM'E', AM^'E"..,. Cela posé, tirons à l'une d'elles la tangente VM, et par le 
point de contact M menons, parallèlement au plan tangent du paraboloïde en A, 
un plan MM'M^'N qui coupera les paraboles suivant des ordonnées MP, M'P, 
M"P,..., respectivement parallèles aux tangentes AT, AT', AT",..., de ces courbes. 
Alors, pour de telles ordonnées, on sait que la sous-tangente sera constamment 
double de l'abscisse commune AP ; par conséqoeut, toutes les tangentes en M, M', 
M'V-*9 aboutiront au même point Y, et formeront ainsi un cône circonscrit qui 
touchera le paraboloïde le long de la courbe plane MM' M" N. En outre, on voit 
que le plan de cette courbe est parallèle au plan tangent en A, lequel remplace ici le 
plan diamétral conjugué avec VX'; car ce dernier serait à une distance infinie. 

Dans l'ellipsoïde de \difig^ 80, le plan tangent en A était aussi parallèle à BB'B"G^ 
et par suite à la courbe de contact MM' M" N; mais nous n'avons pas voulu em* 
ployer alors ce plan tangent pour la démonstration, parce qu'il n'existerait plus. 
dans les hyperboloïdes, si le diamètre YO ne rencontrait pas la surface. 

PROBLEME I. Trouver la courbe de contact dHune surface dp révolution^ avec un 
cône circomcrit dont le sommet est donné. 

356. (^Fig. 84.) Soient (0, l'Z') l'axe de révolution que nous regarderons 
comme vertical, et (X'C Y'D', CD) le méridien principal de la surface. Ici, cette 
courbe est une ellipse dont un diamètre principal coïncide avec l'axe de révolu- 
tion; mais la méthode que nous allons exposer est tout à fait générale, et appli^ 
cable à un méridien quelconque. . Soit d'ailleurs (Y, Y') le point assigné pour le 
sommet du cône circonscrit : la courbe X'M'Y', suivant laqueUe il touchera l'el- 
lipsoïde, peut «e déterminer en construisant successivement les points qui se trou- 
vent sur chaque parallèle de la surface, ou bien ceux. qui spnt situés sur les divers 
méridiens; ce qui va donner lieu à deux méthodes, dont chacune suffit à çHe seulei 
pour tracer la courbe demandée. 

337. Méthode du parallèle. Soit (E^F', EMF) le parallèle choisi arbitrairement 
sur la surface de révolution que nous désignerons par S : en substituant à celle-ci 
un cône droit engendré par la révolution de la tangente E'Z' autour de ra:^e, il 
est évident que ce cône touchera la surface S tout lé îpn^ du cercle E'.F', et qu'ainsi 
t^vit plan 'tangent qui sera ndené à ce cône par le poiDt (Y, Y') touchera v8 dans le 
point oè Tarête de contact retteo^rera le cercle B*F. Par côdsôquetily ofe point de 
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rencontre appartiendra à la courbe demandée X'M' Y', qui n*est autre chose (n* 349) 
que le lieu des points de contact des divers plans tangents menés à la surface S, par le 

point {\,r)' 

358. La question est donc réduite à trouver un plan qui, partant du point 
(V, V), aille loucher le cône Z'E'F' : car on y parviendrait (n*» 123) en joignant 
le sommet (Z', 0) [*] avec (V, V), puis en cherchant le point où cette droite 
irait couper le plan horizontal E'F', en menant enfin de ce dernier point des tan- 
gentes au cercle (E'F', EMF). Mais comme le sommet (Z', 0) peut se trouver, ainsi 
que cela arrive ici, placé à une distance incommode, et que d'ailleurs le point 
d'où partiraient les tangentes à la base du cône varierait aussi à mesure qu'on 
changerait de parallèle, nous allons employer une marche qui obviera à ces deux 
inconvénients. 

Adoptons pour base du cône droit le cercle (G'H', GPH), suivant lequel il est 
coupé par le plan horizontal V'G'H' : alors cette nouvelle base contenant dans son 
plan le point donné (V, V), il deviendra inutile de recourir au sommet du cône, et 
il suffira de mener les tangentes à la base actuelle par le point (V, V). D'ailleurs, 
comme ce sont les points de contact qui seuls nous intéressent, décrivons sur la 
droite VO, comme diamètre, une circonférence qui coupe le cercle GPH aux points 
P et Q, et les rayons OP et OQ seront évidemment les projections horizontales 
des génératrices suivant lesquelles le cône droit sera touché par les plans tangents 
menés de (V, V). Donc, en prolongeant ces rayons jusqu'au parallèle donné EMF, 
les points M et N, que l'on projettera sur E'F' en M' et N', seront deux points qui 
appartiendront (n* 357) à la courbe de contact de la surface S avec le cône cir- 
conscrit dont le sommet serait en (V, V). 

359. Pour trouver les points de cette courbe qui seront sur un autre parallèle, 
on agira d'une manière toute semblable; et ta même circonférence^ décrite sur VO 
comme diamètre, servira pour toutes ces opérations^ puisque les tangentes à la base 
du nouveau cône droit devront encore partir du point (V, V). Par exemple, si 
nous considérons le parallèle (E"T"', EMF) égal au précédent, il faudra tirer la 
tangente E"'G"^ qui, en tournant autour de l'axe vertical, décrirait un cône droit 
dont la base, considérée dans le plan horizontal V'G', sera le cercle (G'^'H'", G''P''H") : 
c^Iui-ci étant coupé par la circonférence VO en deux points P" et Q'^, les rayons 
OP" et OQ" sont les projections horizontales des arêtes de contact du cône droit 
G"'E"'F'"H'" avec les plans tangents qui lui seraient menés par le'^ point (V, V); puis, 
la rencontre de Ces rayons avec le parallèIe(EMF, E'"F'") fournira les points (M", M'"), 
(N", N"') situés sur ce parallèle, et appartenant à la courbe de contact de la sur- 
face S avec le cône circonscrit qui a son sommet en (V, V). 

[♦] Les trois points désignés par Z' dans notre épure sont censés représenter le point unique où la 
tangente E'Z' irait couper l'axe vertical, point qui est le sommet du cône droit, mais qui n'a pu se^ 
trouver ici renfermé dans le cadre. 
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960. (Fig* 84.) Méthode du méridien. Pour trouver les points de cette même 
courbe, qui sont situés sur un méridien quelconque «06, imaginons par tous les 
points de cette méridienne des droites perpendiculaires à son plan , et dont l'en- 
semble formera un cylindre horizontal, évidemment circonscrit à* la surface S le 
long de cette courbe méridienne. Alors, si par le point (V, V) nous menons à ce 
cylindre un plan tangent, ce dernier se trouvera aussi tangent à Tellipsoïde dans 
le point où il touchera la base du cylindre; et, par conséquent, ce point appar- 
tiendra à la courbe cherchée, puisque celle-ci (n* 349) est le lieu de tous les 
points de contact de rellipsoïde avec les plans tangents qui partiraient de (V, V'). 

Or, pour construire ce plan tangent au cylindre horizontal, il faut (n*" 116) 
tirer du point (V, V) une parallèle aux génératrices de cette surface, c'est-à-dire 
une droite (VP^', V'fl"') perpendiculaire au plan vertical «OS qui contient la base 
du cylindre; puis, du point P'^, ou celte droite rencontre ce plan méridien, mener 
à cette base une ou plusieurs tangentes. Mais pour réaliser cette dernière opéra- 
tion, je rabats la méridienne a 06 sur le plan vertical, ainsi que le point P''; ce 
dernier se transporte évidemment en (H'', H'''), et en tirant les tangentes H"'cp', 
H'"F"', j'obtiens les points de contact (<p', ç), (F'", F) sur la base du cylindre ra- 
battue; donc, en les ramenant par des arcs de cercle horizontaux dans le méridien 
primitif «06, ils auront pour véritables positions (({;, ij;') et (M", M'^'). 

361. Ce dernier point coïncide avec un de ceux que nous avons obtenus par la 
méthode du parallèle, parce qu'ici le plan méridien 0«6 a été choisi de manière à 
renfermer le point (M'', M''') déjà construit; et nous avons adopté cette dispo* 
sition, afin de montrer clairement que, si les deux méthodes s'appuient sur des 
considérations très-différentes, elles emploient du naoins les mêmes opérations gra* 
pkiqueSf exécutées dam un ordre précisément inverse ^ comme on doit le voir ici pour 
le point (M'', M'^'). Au reste, quelle qqe soit la méthode que Ton emploiera, il est 
des points particuliers qui s'obtiendront par un procédé direct ; et nous recomman- 
dons de commencer l'exécution de C épure par la recherche de CQ^ points remarquables. 

362. Points sur les contours apparents. Quant à ceux qui seront situés sur l'é- 
quateur (CD', CLD), il est clair que les plans qui toucheront l'ellipsoïde en ces 
points se trouveront verticaux, et dès lors leurs traces horizontales seront les tan- 
gentes VL et VK partant du point V; d'ailleurs, les points de contact L et K se 
trouvant déterminés en projection horizontale , par la rencontre du cercle CLD avec 
la circonférence dont VO est le diamètre, il suffira de projeter L et K en IJ et K' 
sur G\y. Observons , en outre, que ces deux points, étant sur le contour apparent 
de la surface rçlativement au plan horizontal, formeront les limites communes de 
Carc visible LMXK et de Carc invisible LM" YK sur cette projection ; au surplus, le 
premier de ces arcs se distinguera aisément de l'autre, en examinant si l'un de ses 
points (M, M') est placé au^-dessus de l'équateur CD'. 

De même, pour les points situés sur le méridien principal (X'C'Y'D', CD), les 
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plans tangents de Tellipsoïde se tronveront (n"* 129) perpendiculaires au plan ver- 
tical; ainsi leurs traces passeront par le point V et seront les deux tangentes 
V'X', V Y', dont les points {*) de contact X' et Y' devront être projetés en X et Y 
sur CD. D'ailleurs , comme ces deux points sont placés sur le contour apparent de 
la surface par rapport au plan vertical , ils sépareront rare vhihle X'M' Y' de Cwro 
invisible X'N^Y' sur celle projeciion; et Ton distinguera le premier de ces deux arcs, 
en examinant si Tun de ses points (M, M') est placé en avant du plan vertical CD 
qui contient le méridien prÎBcipal. 

â63. Poinii imitée. Noas entendons par là les points oii la langenie de la coui^be 
deooirtact se trouvera horizontale^ et qui seront, par conséquent^ plus haut ou plus 
bas que tons les pouts voisins. D'abord, cette circonstance ne pourra se renco«^ 
trer que dans le méridien YO qui passe par le sommet (V, Y') du cône circonscrit* 
En effet, la méthode générale qui a fourni (n* 358) les points (M , M') et (N, JN') 
monère évidemment que les divers points de la courbe sont, deux à deux , situés ^sat 
des cordes l^rizonlales (MN, WN') que le plan vertical VO divise cltaetme en deux 
parties -égales; donc, lorsqu'un de oes points correapondant& se trouvera dans In 
plan vertical VO, Tautre s'y trouvera aussi, et, par suite, la corde relative à ces 
points ainsi confondus sera devenue tangente à la courbe « sans avoir cessé d'ôtne 
horizontale. Ainsi les points le plus haut et le plus bas sont bien dans le mém 
dieu VO. 

Maintenant , pour déternkaer oespoints limites , j'observe que la droite qui join- 
drait il'un d'entre eux avec ( V^ V) serait nécessairement l<in^«fi£e à la mérid^nne VO, 
puisqa'eHe se trouverait à la fois dans le plan de cette courbe et dans le plan 
taogeotde l'ellipsoïde. Donc, si je rabats cette méridienne suc le plan vertical, 
ainsi ique Je point (Y, V^)-qui sei^a iransporlé évidemment en V; puis, si je mÀM 
la tangente V^^U' dont jeidéteirminerai exaciement le point de contaet U' au moyeâ 
des cordes supplémentaires, il n'y aura plus qu'à projeter ce poi«t U' en U, et à 
leTAmener, par un arc de cercle horizontal, dans sa véritable pesi4ioAi(.R, R'). Ce 
sera là le point le plus bas de laeourbe, et^la tangende horbtoniûle U'R'.in^iqafisa le 
dernier des parallèles qui. peu vent contenir des points de cette ligne. 

Le point le plus hacit (X, T') s'obtiendrait semblabtememt ; mais nous n'avons pas 
vovlu efifeotner la oonslrtiction qui s'y rapporte, dans la craînte^e jet^ quebiue 
confusion dur la figure. 

36{i. Dane l'exemple aotnei , ou la surface de révolution est du second degré , 
la courbe de eootact est nécessairement plane (353) , et ici c'est Ufi^ ellipec qui a 
pour un de ses=ajB«, dansirespaee, la droite (RT, R^T'), puisque les tangen*es:a«x 

-^ ■ ■ - - f - r - 1 - f - - - [ - I ■ - - - ■ . ■■>... 

(*) Il snjoara de mener ces *t«ng6ntes avec une règle lippuyée sur le point V et snr le ta^Mieiï', 
mais, ensuite, il faudra fixer leurs point! deoontact avec préoîsiOB, eus» servant des cotdes^upplé- 
mentâires de l'oUipseméridienne. 
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extrémités de celle ligne luisent perpendiculaires, attendu qu'eUes lesont au plan 
vertical VO (n'363). Il serait même facile d'en conclure le deuxième axe et les 
deux autres sommets, en faisant une section horizontale dans fellipsoïde par le 
milieu de la droite (RT, R'T'); et l'on doit observer que ces deux ékimètrés prinei- 
pmx resteront les axes de la projection horizontale RLTK, parce que, l'un d'eux 
étant horizontal, raugle compris entre leurs pi-ojections demeurera droit; tandis 
qxre sur te' plan vertical, ces deux dianoètres ne seront plus perpendiculaires Puii 
à l'autre, et deviendront simplement deux diamètres conjugués obliques de la courbe 

365. Remarque. Si Ton se rappelle que toute surface do révolution peut être 
considérée- comme C enveloppe d^un cône mobile (n° 19ft) toujours circonscrit le long 
d'un parallèle, ou bien encore comme t enveloppe d'un cylindre mobile (n* 196) 
txmjours circonscrit te long d'un méridien , on sentira que, dans les deux méthodes 
employées n** 357 et 360, nons avons eu pour but de* substituer à la surface 
de révolution proposée, une enre/opjo^e conique ou cylindrique, pour laquelle 
la construction du plan tangent mené du point (V, V) était plus facile que pour la 
surface primitive. Or, comme lôs surfaces de révolution admettent aussi une enve- 
loppée spkérique (n** 193) dont le rayon est la normale au méridien, il en résulte 
une troisième méthode, moins avantageuse dans la pratique , mais qu'il est inté- 
ressant de connaître, 

366. Troisième méthode par une enveloppée spliérique. {Fig. 84.) Avec la normale 
E'cù' du méridien , traçons un cercle qui , en tournant autour de Taxe vertical ,' en- 
gendrera uue sphère évidemment tangente à la surface de révolution S tout le 
long du parallèle ET'; puis, imaginons un cône circonscrit à cette sphère, et ayant 
pour sommet le point donné (V, Y').' La courbe de contact de ce cône* auxiliaire 
avec la sphère sera un petit cercle (n*353, note) dontle*plan se trouvera perpen- 
diculaire à la droite (Vco', VO); et comme dans les points où ce petit cercle ren- 
contrera le parallèle ET', les plans tangents de la sphère seront communs à la 
surface S, il s'ensuit que ces points appartiendront à la courbe cherchée X'M'Y'. 
Or, si nous faisons tourner simultanément la sphère et son cône circonscril, au* 
tour de la verticale 0, jusqu'à ce que l'axe (Vw', VO) de celui-ci soit devenu 
parallèle au plan vertical, le sommet (V, V) se transportera en V"; et en menant 
tes tangentes V*^ 7', V'J', le cercle de contact sur la sphère se trouvera alors pro- 
jeté snivant la corde y y. Dans cette situation, ce œrde de contact coupe le pa- 
rallèle ET' en deux points placés aux extrémités de la corde projetée verticale- 
ment surie point e'; or, comme la distance de cette corde à l'axe de révolution ne 
changera pas quand nous ramènerons la sphère et le cône circonscrit dans leurs 
positions primitives, il est clair qu'en reportant par un arc de cercle le point e' 
sur le méridien primitif VO en e, et en tirant par ce dernier point une corde per- 
pendiculaire à VO, les intersections de celte corde avec la parallète EMF four- 
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nironl les points demandés M et N, qu*il faudra euBoite projeter en M' et N' 
snrE'F'. 

PROBLÈME II. Par un point donnée inener à une sur/ace de révolution un plan 
tangent qui la touche sur un paratlète donné. 

dKSn. Il ne sera pas nécessaire ici, comme nous Tavions annoncé généralement 
an n^ 351 , de construire la courbe de contact de la surface avec un cône cir- 
conscrit; il snffira évidemment d'appliquer au parallèle assigné par la question , la 
méthode du n* â57 ou celle du n' 366, et Ton obtiendra directement les points 
de contact des plans tangents demandés. Dès lors ces plans seront faciles à constraîre 
(n'^132). 

PROBLÈME III. Par un point donnée mener à une surface de révolution un plan 
tangent qui la touche sur un méridien donné. 

368. Ce problème se résoudra encore directement, en appliquant au méridien 
assigné par la question, la méthode expliquée au n* 360. On connaîtra ainsi les 
points de contact des plans tangents que Ton cherche, et ces plans seront alors 
faciles à détermijîer (n** 132). 

PROBLÈME IV. Trouver ta courbe de contact d'tme surface quelconque du second 
degré ^ ai^ec un côna circonscrit dont le sommet est donné. 

369. {Fig. 85.) Prenons pour exemple un ellipsoïde à trois axes inégaux, et 
choisissons nos plans de projection parallèles à deux des trois plans principaux de 
ce corps* Alors, les contours apparents de la surface seront les deux ellipses 
(ABDE, A'D') et (A'CD'F^, AD), qui auront chacune deux axes coiqmuns avec 
rellipsoïde ; et en désignant par (V, Y) le sommet du cône circonscrit, nous cher- 
cherons à déterminer les points de la courbe de contact^ qui se trouvent placés sur 
une section horizontale quelconque G'H'. Cette section est une fellipse semblable à 
ABDE, et dont (G' H', GH) est un des diamètres principaux} alors, si nous la re- 
gardons comme la base d'un cône auxiliaire qui aurait son sommet au point T', 
où Taxe vertical de la surface est rencontré par la tangente G'T', ce cône T'G'H' 
serai circonscrit à Tellipsoïde. En effet, toutes les sections faites dans la surface par 
des plans menés suivant la verticale (0, O'T'), seraient des ellipses qui auraient 
un axe commun (0, C'F'). D'ailleurs, pour tous les points de ces ellipses placées 
sur G' H', l'abscisse OT étant la môme, la sous-tangente serait aussi constamment 
égale à TT'; par conséquent, les tangentes à ces ellipses verticales aboutiraient 
toutes au point T', et foitnej^aient bien le cône circonscrit T'G'H'. Cela posé, si 
nous menons à ce cône auxiliaire un plan tangent partant de (V, V) , l'arête de 
contact rencontrera la base G' H' en un point qui appartiendra à la courbe de- 
mandée; car, en ce point, le plan tangent du cône auxiliaire touchera Tellipsoïde 
et passera d'ailleurs par le point ( V, V ) , ce qui est le caractère distinctif (n* 349) 
de la courbe de contact* de la surface avec le cône circonscril dont le sommet 
serait en (V, V). 



Digitized by 



Google 



' 370. Maintenant, ponrmeo^r do point (V^V) on plan taogeaian cône TG-H^ 
et a&n de n'avoir à opérer que sor l'ellipse principale ABDE, émnée imniédUde 
de la question, je prolonge ce cône jusqu'au plan horizontal A'^D'^ qui a été 
choisi de manière à couper cette surfecê suivant une dlipse égale à la précédente; 
puis y en adoptant celte section (A'^D^^ ABDE) pour base du cône, et joignant le 
sominet avec le point (Y, V), je cherche la rencontre de cette droite{V'T'E\ YOR) 
avec le plan A"D^^i et enfin , du point R je mène deax tangentes BP, RQ à Td- 
lipse ABDE* Les points de contact de ces tangentes étant fixés avec précision (au 
mQyen des cordes supplémentaires), je tire les rayons OP, OQ, qui seront les pro- 
jections horizontales des arêtes de contact, et j'en conclus aisément leurs projec- 
tions verticales T'F, TQf. Enfin , ces dernières coupant Tellipse G' H' ans points M' 
et N\ je les projette en M et N, et j'obtiens ainsi ie& deux points de la courbe de- 
mandée, qui sont plac^ sur la section horizontale G' H' de l'ellipsoïde. 

On aurait pu trouver directement les points M et N, en projetant H' en H, et 
menant par ce dernier point des parallèles HM et HN aux cordes DP et DQ ; car, 
dans deux ellipses semblables, telles que G' H' et A^'D'^, les rayons vecteurs OM 
et OP sont proportionnels aux demi-axes OH et OD. 

.371. Pour toute section horizontale autre que &R\ on opérera d*uhe manière 
analogue; mais s'il arrivait que le sommet T' du cône auxiliaire fût à nne distance 
incommode, on pourrait adopter pour basé de ce cône la section K'L' faite par le 
plan horizontal mené.dq point (Y, Y'); let alors il snffirait de concevoir, par ce 
dernier point, des tangentes à .cette ellipse K'L'. Or ces droites, ainsi que leurs 
points de contact, sont très-faciles à déterminer par nne construction directe, émis 
décrire, la courbe, et d'après la seule connaissance des axes, qui sont ici propor* 
tiounels avec AD et BE, ^t dont l'un e$t K'V. Cette constroction se trouvera expli- 
quée tout à rbeure^ dans un cas analogue (n** Blk). 

372. Points sur les conî&urs (xpparent^. On les déterminera comme dans le pro- 
blème préoédent (n*; 362), en menant les tangentes Y' X' et Y' Y^ au contour appa- 
rent de rellipsoïde sur le plan vertical, et projetant les points de contact X' et Y' 
en X et Y, sur AD. De même, les tangentes Yxr et \y au contour apparent sur le plan 
horizontal, fourniront deux points x€iy qu'il fatudra .projeter enaf et y' sur A^D'. 
D'ailleurs, ces deux systèmes de points indi<|ueront les extrémités des arcs visibles 
sur les deux plans de projection, 

373. {Fig. 85.) Les points limites^ c'est-à-dire ceux où la tangente de la courbe 
sera hori%ontale, se trouveront nécessairement situés dans le plan vertical YO. Eu 
effet, il résulte évidemment de la construction générale qui a donné les points P 
et Q, ou M et N, que les points de la courbe de contact sont deux à deux sur des 
cordes horizontales (MN, M'N'), constamment parallèles au diamètre conjugué de 
OR dans l'ellipse ABDE ; et, par suite, chacune de ces cordes est divisée en deux 
parties égales par le plan vertical YOR. Donc, lorsqu'un de ces points corres- 

5« édit, • 22 
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. pondante setrotavera dans, lepIaiiVOR, Faiitre ^y sôi^a pafeillfemenr; «t la -(sorde 
vfdi lea révoîssaitsena detetitte laQgMte fit la^ éooHfe / sati» aVoi^ tfeséé d^er^ hori- 

8/9à' 'Mpirtténant, poar <XMietJ'uw>e'«e9 poiirts<ï<^ht la haateur sera md^tttntitn 
•otiiWftiItnute,til'^Hffifrâ érMénuDcpUdèfAeiier, ^drte'pi^tfV, ¥^), ideu^'ttrngBrttfes 
,ft(}a section prbdûite ftan»' l'eBipSKiïdte» par >|0 ^^tek^^vertfciP VOR.' Or 'cette see- 
técft1leé0tl^éiëIlipte.4oat )eB41e>iriMi%i9 «oiitiO'Pet/><9(; ef^ sii, ^n4a«fliis»M tenir- 
'nerûiitoaTtd8fl/»xe(0^'0^Z'), ii04ife la «battoïïà le T^Ian ivertîcftl , aîn^î q«e 
tepwilt (V^ y.) qui se transportera an V^, iU'«giT«tf îâe meoer-^par ce dertiier detix 
tangi^ifeBs à une eUipse doni les* Sëmi-ûiiim deviendnMl Ô'C et'OV; prôMèmo 
!qui p(N;it se réedudre mns^tfdcâr /a ^<»tt^6e. Ëfl effet «-^fn^èa^ voir caifstr^lk^ foyers 
Q/et 4 de cette. eUtpaBp je déeris<«n arc de œréle rdVeç fe rayon V^ç, etiin second 
arc de cerclé du point i^ cotniDe centra^ avee oirnaiyiDiir égai au'grai^ de^Ké^ 
lipse ;. alors, ces depx circoAférencea se eM^t mx pomU» ( et 7 ,1 oa^ dêil f7que 
h'àmxle<V"'i^ mmée^par \ef Èài\i^ûék^"ûTo^, est^ja tangante deniifandée, et t^e 
aau poîntde contact e' esi; TouMii ipar sa ' rencontre- an^ec ki droite ((^. P^ eoÂ^ 
quant, il n'y aura plus qu'à i^atÉèner te pomt'Cc', €)dah8 le plan vtertlcaïYÔ, au 
. woymt d'un arc de cercle. borizontal , et l'on obtiendi^a aifiei te point (X, X' )^teplus 
baa de la courbe de contact, 

.1^ même, la eecofidie ta»genle à PeUîpae précédente ^na la droite Y'^Qi'pat^sant 
par .te .milieu de<i'arc (^, et sa reiwoiitre avec ^py détennioera son pôitit de cjon- 
tact (ît!, ic), leqwlràmené da ns le ^plai» vertical YO, 'dépendra le potiH (>, jx') te 
,filu5 àftiiit I dei te ^courbe' eo qwdstiom. 

.jâ7â. Of^ pourfait encote coAstruîre, d'une mamère (smalogue^^tes deb^ pidhtts 
«de cette. ooNnrbe qui ceratent placés- dans te plan y^O', perpendteutâfite ait plan 
vertical ; car la section produite <Jans Tellipsoïde par ce plan sécant V'O' serait une 
<eUjipdedû0t tes aseseont faciles à Iroirver : mai», pour i»e pals rendre répmie^diffi- 
reîte à tire^ioom laissefroos au^leeteurite Boiii de s'eitereer d t^ette constrnclibn \ t^fui 
/eat eiltièrômyent eemblaifle à la pr^éoédÀte. • 

|i76i Noua tarons obaarveTi en terminant, que la 'Wéthode employa è^îci''|mnr 
un ellipsoïde est é^temeqtiappKcàbte à;àB'4iyperbK>loTdë,'0U'méme à un f^i^atM- 
lâïde avecrfea modifiioàltens' légèn^iqu'aménerQit tout nàtupeUëtnenria nature des 
sections planes qui seraient faites dans ces surfaces. 



,(*) Voyez, dans leé Traités de Géométrie analytique, ia méthode i/raffhique .des Anciens pûur 
itfétiér les tàn^ëûted atil âeetiôns bODi(}ués. 



DigitTzedby Google 
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; ;/ CHAPITRE IL 

. m» êUm ÏANGVNÏS PAAAUÈLES a I^B DAOIt% donhée. ' 

•••■■!•'' '■••'•. ■■ ' ' 

. 377- {Fig. 80.) Soient S une surface quelconque, e< yO,la')draii^*<jionné^ (ou 

bipp ujfft ligne parpUèle à Ja dro^tQ doi^néeii: et meiiée par un point pris arbitraifB>' 

mentdfins rintérîeur de S) ; $î, par la Hgne VO, iioqscoBcl«isQ;n8\divQrs. plana; 

séca»ks,.jil8 copperont la surface S suivant des courbes ABD, AB'Di,.AB''Dr.tf»» 

qui pourront toujours être constrqites par lfs.méthod;es.gépérales .d4iliYre1V;<^ 

en menant à ces seolions des taîjgentea BU^ B'U', B"U'^•..9 paraiièles.à VO^dtes. 

foTflperont qn cylindre (|ui sera cirçomcrit ^,5^ q'.^ll-à-(JKre q\ii fçuchet^.c^t4e{su^/kt^ 

tomJe long^de la courbe BB'ff'IJ. JLn effets, le j?Ian tai^geut de &,, relatif w poiût 

quelconque B^', renfermera évidemment l'arête B^U'^ du cylindre, ^iqw.qw^la tai^- 

gentôfi^'c à la courbe WB^^... qgî.lui çert d^ basa ; ûpw ce plaoserap^ssi timg^t 

au ^j^indre^ et dès lors cette) derrière surfoce aura un. véritable contact avec S au 

point B'^, comme aussi jtQMt le long de la jigneBB'^'E. 

.â78. Gela posé, p<>ur men^ àJfl surface S un j>lm tangent qui $oit paralléte à um 
drmie donnée YO, il ^uffiiraf c|e gbaroher la courbe* de contact BB'É de cette surface 
avec un cyji|pdre circonscrit parallèle, à.VO, puis; de co^tnuire le, plan» langppt 
de S pour ,un qçelçonq^ des points, dp. cette liflte dff.oontact; car ce plan tombera 
nécessairewieqt Je eylindre circonscris, et par suitçr jl renferïnera uç^e.deses «rôtça» 
qui sont toutea^ parallèles à YOj do^ic lui-même sera parallèle ^ cette dnoitfL* 

]R^i|)roquement, tout plan parallèjie à VO et-q^i touchera la s»iir£ace..S en. i|n 
cerjlaîn pointf que tj 'appelle A, cooliondra uéee^iairement uae draitenaeaée paral- 
lèlement à VO, par ce point b\ donc celte dernière dvQilA sera UQe.arê|efidu> cy^ 
liojdre circonscrit, et son poirU de contact 6 devra , par coBSjéqwnt, se^tronver «pr 
la cpurhe SB'/B., /qni devient ain^i kjien exckmf fie tQuies',iep,9otutms da 'probfèo^ 
pc9pp!lé, r . I . ; I 

(je problème sera dpnç impo^ble^ quand )e cylindre icirconacrit parallèlemeni 
à la droite donnée n'existera pas; ce qui arriverait, entre autres exemples,, dams* 
UQ, ^rabo)o'ûil(^,.si 1^ x^oiterpcopo^ était parallèle à fax^ da lafsiui^iice; ^ar «tirs 
lea^sectiona ÂiSD^ AP^D,.>#^ seraient, des paraboles, lesquellâs niadmettent pae^ de 
tan^tp fiar^^leià.Jçar di^èt^ I^iocppal 

479^ill r^ullp dQ qes prif cipcia. qiie Jn .qnntia» génénale qui. noua. occnp^ eai' 
susceptible /d^une in^qit/é de ,sQl)]itfQn3,, çu bien ^1)^ n'feI».adfn^tia^cl]ner;(i)«li»4oit 
seulement, excepter le cas. où S est une êurface it^^liffpMe^ parce qu'alor/m 4*apr^ 
la> remarque iaile auIl^350^ le4)lan mobile-qni engendre une telle surface^ et qui 
e^wen même tempe son plan taogeni, se troiuvera eonpIétemMt détermkné par 
la^ondîtion nouvelle d'être paraïlèîe à ime droite donnée. C7est ce que nous avons 
déjà reconnu pour les cylindres et pour les cônes, dans le chapitre III du livre IL 
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360^ Le problèttie dé mener à dne siti^faie 'S' nùa déVelbpfpâblé ^ dd ]pl)aD tôù- 
getif parallèle à" arte tdroîle donnée, redeTÎéûdraît déterminé ri roft tfjoot^iU la*- 
cdnailîdnq^é ce^ plan dût avoir feôri point dé* cbàta<*#Mri«iet*^Hfet^*ïHié; parte' 
qu*ifVôrs ce point séraîrfotirnî pdr la rencontre de cette courbé avec laiigrie èé 
contact dW€yrttt<îl^è*Cft^c0n8C^U.• •' ' - • - •' ' : - » ■-. 

^Onànt à là cdhètf uctiôTi de élëltë ^dernière 1îgtie,'\(ïùî est anssi fort uÛlé dans la*: 
ihéhrilè d^otnbtés; la'setfte tnéthôdè générale éfet céHêf^cpie noWè: avoùs indiquée^* 
n*^377; mais nous donnerons bientôt des procédés plus conamodes pour ddrtaim \ 
geètéâ ffé éurfaèes ^f se reftc^tttvènt IVéqàerbnient / après q\îe lïouë laurofifi fait 
quelques remarques sur ces lignes de contact daiis tés surfaèeô du $ecoi)d degré; 

êStï Lacmrbedè ùontûciffwi cyHHdte cîrùon^rii à une sût face du êecowi degré éit 
toujours PLANE, et située dans le plan diamétrùtqui èe trouve oMJuytàé mec le fUanUire 
pahtièlèaAéylinitre:^ .... ':^^ : :''■ ^ 

En-ëffél, %*1*(>ù cohçoil pal* lécehtre Ôdela ôarface dû second degréS(/E^. 80), ' 
urrè'drôfte VG pafaïlèitf à la- dfrectîoiï du cylindre, les diverfees aectiofas ABD, 
AB'D^ AB^D^...; produites pai^ des plans itxénêê sirivaèt YO, seront dès coiirbe^ < 
dtt ëe6t>tid dégré^ùi anront touteg tm diamètre commun AOD; or,/ett cod^ant 
ces cdrirbes pdi"le pifliri dSatwétràlBB'JE, conjugue avec Aï),(cfest-èhdire le {âan qui 
diviserait en deux parties égales chacune descordesparailèies à AD), les intersec-'^ 
tio^ris^eet^ftl' d^ droites OB, OB'; OB'^,;.., qùî^ se trouveront nécessairement «à- 
mSét^monjligûétfâvéc OA^ dans chacune des i;burbes correspondantes. Donpi les 
tangentes BU, B^U'j B"U'V-m qtie Ton mènei^ à 'Cés sections par les divers (loints ' 
B, B^,'B^;..., sèroàt parallèles à OA^ et formeront ainsi tin cylindre circonscrit à la 
sm^faidé Sy dotft la fîigiie de contact BB^B'^ serar [dacée tout eAftière dans le plan dia« 
métrai BB'E côtijùguéavec OA (*). 

An -reste vce'résttltat important peut être regafdté èomme nne conséquence du ^ 
théorème démontré n* 35$, pour la ligrie de contact d'ub cH^ne^ VMM'N circon- 
scrit à S; bar, si le sommet V s'éloigne à l'infini sur la droite OAV, il est facile 
de'*^r que les divers points de contact M, M', M^,;.;, se transporteront eti B, 
V^9^,.i.. ■'■••-• •> - ;••■ "' 7 ;. ...■.- ' .- ^^ 

3OT* {Fi'g: êii%')9ciiW>éleûAm le théorèmie' précédent aux deux parabolôïdes qui 
sont dépourvus de centre, imaginez, par raxe prfnctpal OX de la surfece, uii plan 
EOF parallèle i là direction alignée pour les igénéràtricea du cyliiïdre, et mraez 
dans cette diréctfon'^ne tangente VBU à la parabole H6F; alors, te plao diamé- 
tral, 'qui coupera éti deux parties égales touteé tes cordes jiariallèleB à VBU, pas- - 
sera' évidemment par le p6int de contact B de cette tangente; et produira dans la 

(*) Dans le cas particulier où la surface proposée est une sphère , la conrbe de contact du cylindre 
circpu3crit devient un grand cercle^ perpendiculaire à la direction VO des arêtes du cylindre; résultat 
qui se prouve diréctemejot en faisant tourner autour de VO un grand cercle et sa tangente parallèle* 
cette droite. ' ' ' 
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surface use section parabolique BB'B'^C Çel^ posé, topl^e^ las jf^foite^ V,}ij 
B'MJ'^,M.i> meçôes par l6a divers pointe cje cette deriuère par^boli^, participent. ^, 
YBU, se trouveront néoesBairenie^iL (angeates à la ëurfaoe)nSaas quoi leuirs parties ^ 
intérieure^, ou cordet^ ne seroientf plus coupées, en leurs. orilieu^L par le plan BBX 
qui est supposé diamétral et coiyugué avec VBU. Par cQuséqoent, toutes le^ 
dnaitas BUiiS'U^i B'^U^««..^ foriaeront bien le cylindre qr^onsc^-it que rqndeman- 
daMi et l'on YoR que sa ligne de contact BB'B"G.avec.|a;iur{ace sera pk^n^ et loîi- . 
jo&n parabolique. 

'Un raisonnement semblable, fond^ sur la déânition xnéme du plan diaipétral, 
aurait pu'être employé dana le n! ^1. 

PROBLÈME I. Troutfer la courbe, de amiaci (fune »itr/ace de révolution ^ avee m 
cytmdire cir€on$crit ei fûirallète à tme droiie donnée^ 

383. (Fig. 86.) Soient (0, VZ') Taxe de la surface de révolution, et (E'C'E"'iy, CUy, 
le méridien "prinoipbl> dont la forme particulière n'aura point d'influence sur le. 
suddësde la méthode. Soit d'ailleurs (AB^ A-B') la droite à laqnelledoitétre pa-r 
rallèle le cylindre circonscrit : la coorbe die contact dm^y' (*) de ce cylindre avec 
la surface propoeée peut se construire en cherchant suqçessiveH^nt.lf^ pojpls quii, 
sont situes sur chaque parallèle, ou bien ceux qui Bé Irauyeot sur cbaqu^ xnér\diea;. 
d'où réeultenl lès deu3& (/recédés suivante. i 

86U* Méthode du pamllèk. Soit (B^F\ EmF) un paraAh^e choiai ai*bitrairemeAt 
sur la surface de révolution S ; en aubâtititant à celle*ci le cône ^H)it eug^ndrôpar 
la révolution de là tangente E^Z' du méridien, il est clair que ee cône touchera la 
sujface tout le long do parallèle E-F, et qu'ainsi foùt plan tangent mené à ce côoe,.- 
parallèledienl à (AB, A'fi')^ touchera S dans lé point ou Tar^ de contact reucour 
trera le parallèle E'F'; donc ce point appartiendra à la courbe demandée, dont la . 
propriété cfit'actéristique (n^ 376) consiste ^i ce que, pour chacun de ces poinUf le 
planiangeki dé la surface S se trouve parallèle à ( AB» A'B^)> 

Nous sommes ainsi ramenés à conduire un plUniangent au cône Z'ET', paial- 
lèlémeut à une droite donnée ; mais poui* ne pas être obligés de recourir au som* 
met Z' de ce cône, qui pourrait se trouver à une distauce incommode, et afin de 
n'avoir à mener des tangentes que d'un mâme point fiiie, now Qiédifiecons le {iro- 
cédé général du n"" 12ft, de la manière suivante. 

• Imaginons que le cône droit Z'ET' i été transporté parallèlement à lui-méniu, 
avec le plan tancent demandé, jusqu'à ce que son sommet s<Mt venu se placer <^u 
un certain point 0' de Taxe vertical (0, TZ^); dans ce mouvement, on sent bien 
que l'arête dé contact aura conservé la même projection horvtonÉale; et laV^co 

(*) CûDune^Ji^ i^l^lèmc^ actuel » beaucoup d^analogle avec celui du n'' 51(6, noua emploierons ici. ^ 
des ieUres itOtUques^ afin qu*on aperçoive les parties analogue^ des fig. iU et 86, sans confondre ' 
cependant les deux courbes qui se trouveront reproduites % la fois dahs l'épure 8^. ' 
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hori|Oi|taJe du cône ainsi lraDspûrt$:s';9btiei^ra eatiraiitila, droite, (y e' p^riallèle à 
Z'Ê\ et eu d<5crivant,, ayec^ua raycx) Oe =; Ve\ .le cercle ^J, |Alojçs,.pqur, mener à . 
ce cône un plan taj)gent^paraUèle à ( AB, A'B')^ JQ tire daps cette direqtjqn la droite . 
(Oy, Pû) çjui vient percer le. plan horizontal au. point (a,. a') duquel devr^tî^nt : 
partir les tangentes au. cercle ep/; mm comme j(^ n'ai bp^oip. qqe, des poiT\t9 de 
contact, je décri^^sur Oa^ cpmme.diamètre;,,unp.jCijrcopféreiice'(|ui.j, pan «pren-', 
contre avec le cercje ej^^ déleçmijoer^ • 9^ jjioi^s.p.et ^4 ef Ie3 rayqu^i.Op, €{q ses- 
ront les projections horizontales des génératrices de contact des plans. jangenl?. quQ 
l'on cherchait jVtaintenant^ ces génératrices vont jrencQn^er. le. parallèle (I?w]^, 
E'F'), base du cône primitif, aux points (m, m') ^^ (?i, «') ; par conséquent, ce sont, 
là deux points de là, courbe, de contact de la surface, de révolu liop'ayeCile,C5HD4re 
circonscrit. ^ . , 

â85r Le& ppints de catte courbe, située sur un. autre parallèje» 3e<çonstruv:Q|)t 
d'une manière , semblable, en transportant touJQun au point 0' je sommet a^ cône 
droit circonscrit le long de ce parallèle; et, par là, Ul circonférence défirite sur le dia- 
mètre Oa servira pour toutes ces opérations^ 

Mais il sera fort avantageux de che^^çher immédiatement les points situés, sur 
le parallèle WY'" égal à E'F', surtout si, le méridien se, trouve, comme dans qçt 
exemple, symétrique au-dessus et au-dessous du plan horizontal CD'; car alors il; 
n'y aura aucui^es nouvelles constructions graphiq^e^^ à exécuter. En e(re(^ si.rcM) 
conçoit le cône Z'"YJ''Y"' circonscrit le long dq parallèle %'"Y"\ .il est éviden/. que pes 
génératrices. seront respectivement parallèles à celle^d^i cône Z'E'^', do sortç que, 
quand flous. Iç transporterons au point 0', suivajOtla. règle précédente,, il coïnci- 
dera entièrement avec le cône 0'e'/;.et toutes les opération* ultérieures .redeve- 
nant les mêmes que ci-dessus, noua en. conclurons que les, arêtes de contact avec ' 
les plans tangents cherchés, se trouvent encore pr/oj^tées hori^ontalement'sur les 
rayons Op, 0<jf, qui, par leimr ,ré^otre avec le cerclp EgiF, fourniront aussi les ' 
points demandés. Toutefois, il y aura ici une petite modification; car on devça 
prolonger ces rayons an delà dçi pour obtenir la véritable position des poinU 
cherchés pi" et n\ que Ton pr9Jettera. en m"^'et n'^ sur le parallèle É'^^F"^; ot la 
raison de cette différence tient à ce que ce parajièle était situé sur, la nappe sapé-, 
rieure du cône 7J" E"' F'", tandis que le cercle qp/, auquel npijs menons les tan- 
gentes ap et aq^ se trouve sur'la nappe inférieur^ de ce cône transporté dans la 
position O'e'/. 

386. Méthode du méridien. (Figi. 86, ) Si l'on vent obtenir les points de la bourbe ' 
en question,. qui seraient situés sur un mériijien doçné «0.6, on imaginera ip^r 
tous les points de cette méridienne des droites perpendiculaires à son plan , les- 
quelles formeront un cylindre horizontal évidemment circonscrit à la surface de 
révolution tout le long de cette méridtenrie. Alors, si Pôn mène à ce dytiildre 
auxiliaire un plan^augei^tp^rallèlûà^AByA'B'j, ce. plan tojuchera la sw^ 
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'' le pomt où i\ i^wotitref* lË«érîflwnrtev.6,' bftse Hb '(fylïivdre; ei, p«>r conséquent, 
^ce poiWi apjwirtîeAIra â là courbe ^erbbée,qoiiÈyi (n**878) te Ueude im^ its potàts 

de contact d^$ phn$ fMgenti 'dfe 9 méné$ pamUèkmentà ta droite ( AB, A^): 

Pour con^rwre ce p\m langent a« cyHrfdre'ftilîiflràîre qm e«st hdnVe^Mtl , je tire 

(f»^ fl7)ia droi!fe (Ort- OV) paraflèlë à (AB; A'W); et ttu 't)i*tf <aV«^) fàbaisse 
' une perpendiculaire ap sur té pïan* vertical '«09 ; èrlors , en 'joigmmt te 'pokrt p avec 

(0, 0^)i fàuTôîâ la *rectfon miîvarrt teqoélle 'il faudrait wenerune faogente à la 

méndfièhue ê^j basfe en cylindre proposé. Mais , pour pouvoir eW^cHuer cette opé- 

• ration , je râ'bàls' sur te aplati vertical cette tnéridienne et la drxiille quî réumraitles 

• pOffrta p et (O, 0') .'' par là, le point p se transporte en (e, ^') et la droite en ques- 
tion devient (Oe, OV); jetnène-donc, paralfèlettient à» cette dernière , drie tahgeiilB 
Z'E'au méridien prîttcipal, et le point de contact (E',E), étant ramené danale 
méridien primitif Oa par un arc de cercle, fournira le point itemandé (m, m'). 

' Comme on p^nit mener au mérrdien principal nne seboftdé' tatïgetote paraîlèle à 

^0'^'; }i exîsteuh second pôînl de contact fF^',;F)'quî, rametté datts le rtrëridî^n 

'wOg, fourtiira umiouveau point (n/niT)'appartenanft au^^iî à fa ocfurbe chercha. 

387. Nous' retrotïTotis i<^i deux points que nous avous déjà cohslrniîs piar Fà^iltre 

méthode, atfewda que lé méridien a'OS' a été choisi de manière à* pafsser par des 

• mêlnes points; et par' là nous avons vbuFu ' manifester cette cîrconstànbe remar- 
quable, que si les deux méthodes soût fondées sur des consîdératioti^ très-dîBé- 

• rentes, elles emploient du moins tes mêmes opérations graphiques exéc\^i6es dans Un 
ordre précisément^ imerse\ Mais, outre les poirits situés Sur u»n parallèle ou sûr tin 
mértidKen quelconque, il en est plusieurs qui s'obtiennent par des procédés directs, 
et nt»s recomitténdons au lecteur de coramenoer le tracé de Pêpure par la IreCheréhe 
de ces pôîtfts renaarquables. • " * 

« 3SS. CRjr. 86. ) Pôint^^ur tes contours apparents. * Pduf les points de la courbe 
en question qnî setrouvferorft sur Tëquateur (CI/," CéD), les plans la-ngeuts *de la 
surface serottt verUcaiix^; aînsPles «races borizotttaltes de ces plans seront dès Ôroiles 
parallèles à AB et tangetitës àucéVcleC/D. Donc, en'tîrferttle diamètre ik/'pet*pen- 
dièutaire à ABvles ettrétaltés ft et / que ron projettera sur C'D'enT/ et <'*feurni- 

* roM tes points demandés. tTàittéurS, rarcvde eotirbè'qu inséra tfr^fWfe ma le plan 
Ifoi^xMal, se terrtpiineràpl'ecigéfmeiit à ées detix*points, 'puisqu'ils appartiennent au 
eohtow apparent de Ift surteee par 'rapport 'à ce'pteri de projection; et cet aprc 

' tisible Imnk se distinguera du reste de la courbe, en examinat^C si un de ses pôirits 
[m, m') m trouve an-desémà^ Téquatelir C^Df. 

'<}uant aux points de'fà courbe «éftti ^î^ou^ placés sur le contour a^aretit de la 
surface redâtivement »u plafn vsrticBir, e*est*à-dlre sur le méridien principal, on 
.observera que lespImid'tatigMtsooft^pùndanfs se^trouverout perpendi««liarrea au 

• jilati vertical ; doïic teutig trïrtîe^ seront der droites parallèles à A'B' et ttingentes à 
la méridienne B'C'B^^ Ainsi, en méfiant ces tangentes, et déterminant leurs points 
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de contact x et y\ que Ton projettera sur CD en a; et y, on obtiendra les points 
cherchés , lesquels formeront aussi les extrémités de Tare de courbe visible sur le 
plan vertical; cet arc sera ici xfm^y\ parce que Tun de ses points (m , m') se trouve 
placé en avant du plan vertical CD qui contient le méridien principal. 

389. Les poinis limites j c'est-à-dire ceux où la tangente de la courbe sera hori* 
zoniale, se trouverpnt nécessairement situés dans le méridien Oa parallèle à la 
droite donnée (AB, Â'B'). En effet, il résulte évidemment de la construction géné- 
rale qui a foiirni les deux points (m, iW) et (n, «') relatifs à un même parallèle, 
que ce plan vertical Oa divise en deux parties égaies toutes les cordes qui lui sont 
perpendiculaires, telles que {mn , m'n^); donc, lorsqu'un de ces points se trouvera 
dans le plan méridien Oa, Vautre point correspondant devra 8*y trouver pareille- 
ment, et la droite indéfinie qui les réunissait sera devenue tangente à la courbe 
sans avoir cessé d'être horizontale* 

Maintenant, pour construire ces points placés sur le méridien a, j'observe que 
l'arête du' cylindre circonscrit, qui passerait par Tua d'eux, se trouverait néces- 
sairement tangente à la méridienne Oa, puisqu'elle serait dans son plan; par con- 
séquent, il suffira de mener des tangentes à cette méridienne,' parallèlement à la 
droite (AB, A'B'). A cet effet, je rabats sur le plan vertical le méridien Oa et la 
droite (Oa, O'a') déjà parallèle à (AB, A'B'); cette droite rabattue devient O'a", 
et en tirant dans cette direction une tangente au méridien principal , le point de 
contact u' se projette en u; puis, lorsqu'on ramènera ce point dans le méridien pri- 
mitif Oa, il prendra la position {r^y), qui est le point le plus bas de la courbe. 
Le point le plus haut (£, t') s'obtiendra d'une manière semblable, en meoant au 
méridien principal une seconde tangente parallèle à O^a''; mais dans l'exemple ac- 
tuel, où le méridien est une ellipse, on sait que les deux points de. cou tact de' ces 
tangentes parallèles seraient sur un même diamètre dont le milieu 0^ restera im- 
mobile quand on fera tourner le méridien autour de l'axe vertical ; par conséquent, 
les deux points (r, /) et (i, ^) devront encore se trouver sur. un diamètre .de la 
surface, et ce dernier poin); pourra se déduire de l'autre. 

390; Cette relation et la dépendance analogue qui existe manifestement ici 
entre les points (m, m') et (m", m^^), (n, n') et (»'', n'"),..,, sont une suite né- 
cessaire du théorème démontré au n"" ^1, d'après lequel on a vu que, quand la 
surface est du second degré, la courbe de contact d'un cylindre circonscrit est 
tout entière dans le plan diamétral conjugué avec le diamètre (Oa, O'a'), d'où il 
résulte évidemment que le centre (0, 0') de la surface du second degré doit être 
aussi le centre de la courbe de contact. On peut encore observer que les deux axes 
de cette courbe dans l'espace sont les diamètres (kl, UV) et {rt, r't'), puisque les tan- 
gentes menées aux extrémités de chacun d'eux lui sont perpendiculaires (n"" 389). 
Puis, comme un de ces deux axes est horizontal^ ils continueront d'être les dia- 
mètres principaux de la courbe en projection horizontale ; mais il n'en sera pas de 
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. inéme sur le plan vertical, où ils devieaoeni siuiplement diamètres conjugués obliques. 

391. Troisième méfluvtey far une enveloppée sphérique. {Fig. 86.) D'après les 
remarques faites au d° 365, mus pouvons oLtènir les points de la courbe prépé- 
<Jente, qui sont sHués sur un parallèle donné E'F\ en substituant à la^urlace dh 
révolution S une sphère qui lui soit circonscrite le Long de ce parallèle, et dont 
le rayon sera la normale Ffca^ au point F' du méridien principal. En effet , imagi- 
nons un cylindre auxiliaire circonscrit k cette sphère, et parallèle à (AB, A'B'); 
la courbe de contact sera ici. un grand cercle perpendiculaire à cette droite 
(n"" 38f , noie)j et comm^ dans les, points où ce grand cercle rencontrera le pa- 
rallèle E'F', le6 plans tangents de la sphère seront communs à la surface S, il 
9'ensuit que ces points appartiendront à la courbe demandée, dont le caractère 
consiste en ce que chaque plan tangent de S se trouve parallèle à (ÀB, A'B'). Or, 
si nous faisons tourner autour de la verticale la sphère et le cylindre circon- 
scrit, ainsi que la droite (Oa,» O'a') qui indique la direction des arêtes de ce cy- 
lindre, jusqu'à ce que cette dernière droite soit venue dans la position O^a^ paral- 
lèle au plan vertical, alors le ^ grand cercle de contact sur la sphère se trouvera 
projeté suivant le diamètre yJd' perpendiculaire à O'a"; et, dans cette situation, 
ce grand cercle coupera le parallèle Ë'F^ en deux points placés au}c extrémités de 
la corde horizontale projetée en t. Mais cette corde ne ciiangera pas de distance 
par rapport à l'axe vertical 0, quand nous ramènerons le système dans l'état pri- 
mitif; par conséquent, si l'on rapporte, par un arc de cercle, le point e' en e sur 
le méridien Oa, et que Ton tire la corde mtn perpendiculaire à Oa, les points m 
et n, où cette corde rencontrera le parallèle ËtiiF, seront les points demandés 
qu'il faudra ensuite projeler sur ET', en m' et n'. 

PROBLEME IL Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à une 
droite donnée y et dont le point de contact se trouve sur , un parallèle connu» 
^ 392. Il ne sera pas nécessaire ici , comme nous Tavions indiqué généralement 
au n° 380, de construire la courbe de contact de la surface de révolution avec un 
cylindre circonscrit, dont les arêtes seraient parallèles à la droite donnée; mais il 
suffira d'appliquer immédiatement au parallèle assigné par la question» la méthode 
du n*" SSIi ou celte du n° 391 , ce qui fera connaître le point de contact du plan 
demandé; après quoi , la constructiou de ce plan deviendra bien facile. 

PROBLEME IIL Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à une 
droite donnée ^ et dont le point de contact se trouve sur un méridien connu. 

393. On résoudra encore directement ce problème , en appliquant au méridien 
donné par la question la méthode exposée n"" 386; car elle fera connaître immé* 
diatement le point de contact du plan langent cherché, ce qui suffira pour con- 
struire ce plan* 

PROBLÈME IV. Qnistruire la courbe de coniaci d'une surface QtîÉLCdNOtJft du second 
degrés avec un cylindre circon.^crii parallèlement à une droite donnée* 

6' ÙIU. 23 
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39{|. En disposant les données de la question comme dans Tépure 85 relative 
au problème du n"" 369, on substituera d'abord à Tellipsoide un cône circonscrit 
te long d'une section horizontale 6' H'; puis^ on mènera à ce cône T'ti'H' un plan 
tangent parallèle à la droite donnée , au lieu dé le faire passer par le point (Y, Y'). 
On sait qu'à cet eSet il faudra tirer par le commet T' une parallèle à la droite 
assignée par la question , puis chercher le point de rencontre de cette parallèle 
avec le plan A'^D'^ que Ton adoptera encore pour base du cône; et ce sera par ce 
point qu'il faudra mener des tangentes à l'ellipse ABDE. A cela près de cette mo- 
dification y les opérations graphiques seront les mêmes que dans le n"" 369 déjk cité; 
c'est pourquoi nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter les constructions, qui 
d'ailleurs seront applicables, d'une manière analogue, à tonte autre surface du 
second degré. 

CHAPITRE IIL 

DES PLANS TANGENTS MENÉS PAR UNE DROITE DONNÉE. 

395. (Fig. 83.) Pour résoudre généralement ce problème par rapport à une 
surface quelconque S, qu'il faut supposer non développable , puisque autrement la 
question serait impossible (n"" 350), imaginons un cône circonscrit à S et dont le 
sommet Y soit placé arbitrairement sur la droite donnée AB; puis déterminons, par 
quelqu'une des méthodes exposées précédemment, la courbe de contact XX Y de 
ce cône avec la surface S. Cette courbe étant (n"" 32^9) te lieu des points de contact 
de tous les plans tangents de S ^tit vont passer par le point Y, elle contiendra néces- 
sairement le point de contact X du plan tangent mené par AYB; et si l'on construit 
de même la courbe de contact X'XY^ d'un second cône circonscrit à S, et ayant 
aussi son sommet V' sur AB , cette courbe devra encore passer par le point cher- 
(àxé X. Donc ce point sera fourni par l'intersection des deux lignes XX Y et X'XY'. 

Réciproquement;, tout point X ou fx, qui sera commun à ces deux courbes, sa* 
tisfera aux conditions du problème , car, dès lors que le point ^ se trouve sur XY, 
le plan tangent de S en ^ passera par le point Y; puis, à cause que ce point ix se 
trouve sur X'Y', ce même plan tangent passera par Y' : d'où l'on doit conclure 
qu'il renfermera la droite donnée AB. 

396. On peut aussi combiner la courbe XX Y avec la ligne de contact xly d'un 
cylindre circonscrit à S, parallèlement à la droite AB. En efifet, cette dernière ligne 
est le lieu des points d© contact de tous les points tangents de S, qui sont parallèles 
a AB (n** 378) ; et comme le plan cherché satisfait à cette condition, son point de 
contact X devra se trouver encore sur la courbe xly* Réciproquement, po«r tout 
point commun aux courbes a; X y et XX Y, le plan tangent de S satisfera aux deux 
conditions suivantes : i; d'être parallèle à AB; a' de passer par le point Y : donc 
ce plan renfermera bien la droite AYB. 
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SVJ. On peut,, encore n'employer qae le seal cÀne VXY, circonscrit à la sur^ 
face S ; car, eu menant à ce cône un plan tangent par la droite ÂYB , on aura évi- 
depciment une solution de la question* Au reste, quand les courbes ort/i KY, X^Y' 
ne se rencontreront pas» le problème de laener un plan tangent à la surface S par 
U droite donnée AB, deviendra impossible; et Ton sent bien à priori que cela doit 
arriver pour certaines positions de cette droite, 

308. RsMABûusa* Lorsque la surface proposée S est du second degré, on sait 
(n^ 353) que toutes les courbes de contact XY, X'Y\ X''Y",..., des cônes circon- 
Bcrits dont les sommets se trouvent sur AB sont planes; par conséquent» les plans 
de ces courbes ont alors pour intersection commune la corde }^xy qui réunit les 
points de contact des deux plans tangents menés par AB à la surface S. Il est d'ail- 
leurs facile de voir que cette corde est cmpitgnée avec le plan diamétral qui passe- 
rait par AB. 

309. En outre , quand la droite AB se trouvera située dans un plan principal 
de la surface S, que nous appelleroDS horizontal pour simplifier le langage, les 
pians des courbes XY» X'Y\ X"Y\...^ qui sont (n** 353) respectivement parallèlos 
aux plans diamétraux conjugués avec les droites VO, V'O', V"(y', seront tous ver^ 
ticauxj et par suite les courbes XY, X'YV***» se projetteront suivant des droites 
qui passeront toutes par le point où se projettera la corde l(i ; puis, comme d'ail- 
leurs les cônes circonscrits à la surface S se projetteront eux-mêmes suivant des 
couples de tangentes à la section principale, on peut en conclure ce théorème re- 
marquable de géométrie plane : Si l'on fait mouvoir sur une droite AB le sommet V 
iTun angle variable XYY dont les côtés demeurent tangents à une courbe du second degrés 
les cordes qui joindront deux à deux les points de contact de ces tangentes correspon- 
dantes se rencontreront toutes en un point unique j lequel sera situé sur le diamètre con- 
jugué avec la droite AB. Cette dernière circonstance résulte de ce que la corde l^i 
se trouvait dans le plan xXy, qui est lui-même (n** 381) le plan diamétral conjugué 
avec AB, 

kOO. En revenant au problème général qui fait Tobjet de ce chapitre, on voit 
que là solution exigera ordinairement le tracé des courbes de contact de deux 
cônes 9 ou bien d'un cône et d'un cylindre, circonscrits à la surface proposée S; 
mais , dans plusieurs cas, cette marche pourra être simplifiée par des considérations 
particulières que nous allons exposer sur divers exemples* 

PROBLÈME I. Par une droite donnée , mener un plan tangent à une sphère. 

kOi. {Fig. 87.) Faisons passer nos deux plans de projection par le centre de la 
sphère donnée; alors les sections produites par ces plans, et qui formeraient les 
contours apparents de la surface , se trouveront rabattues suivant un cercle unique 
EË'F'F, décrit du point avec le rayon même de la sphère. Soit d'ailleurs 
(AB, A'B') la droite donnée; en imaginant un cône circonscrit à là sphère, et 
dont le sommet soit en un point quelconque de cette droite, il suffira évidemment 
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de mener à ce cône un plan tangent qui passe par ( AB, B' A')^ ponr -obtenir la so- 
lution du problème proposé; car ce plan renfermera une- génératrice du cône* cir- 
conscrit et une tangente à sa base, qui sont deux droites tangentes à Id sphère; 
et dès lors il sera lui-même tangent à cette dernière surface. 

Choisissons pour sommet de ce cône circonscrit le point (A, A') , où là droite 
donnée vient percer le plan horizontal. Alors, en menant les tangentes AE et AF 
au grand cercle horizontal de la sphère, cette surface sera touchée par le cône 
EAF suivant un petit cercle perpendiculaire à la ligne AO {noie du n**353); par 
conséquent, ce petit cercle sera vertical et projeté sur son diamètre EF; puis, 
comme le plan vertical EF va rencontrer la droite donnée au point (R, R'), c'est 
de ce point qu*il faut (n* 123) mener des tangentes à la base du cône. A cet effet, 
je rabats le cercle vertical EF sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour 
de son diamètre EF, et ce cercle devient ETF; mais, par suite de ce mouvement, 
le point (R, R'), dont la plus courte distance à la charnière EF était la verticale 
(R, R'G) se transportera perpendiculairement à cette charnière, à une distance 
RR'' = R'G; donc les tangentes R"S et R"T feront connaître, en rabattement, les 
points de contact S et T des plans tangents demandés avec la base du cône , et aussi 
avec la sphère. A présent, pour ramener ces points dans leur véritable position, 
je relève le système autour de la charnière EF, et, en abaissant sur cette ligne les 
perpendiculaires SX et T^, j'obtiens les projections horizontales X et fx des points 
de contact cherchés. Quant aux projections verticales, j'observe que les points S 
et T, quand ils seront relevés, auront pour hauteurs au-dessus du plan horizontal 
les ordonnées SX et Tfz; donc, en prenant sur des perpendiculaires à la ligne de 
terre les distances IX'=SX, V|ut' = TfA, on aura enfin (X, X') et (/:z, fi) pour les 
points de contact de la sphère avec les plans tangents menés par la droite ( AB, A'B'). 

402, Une fois les points de contact trouvés, il^'sera^ien difficile d'obtenir les 
W traces A]^ et XB', AY et YB' de chaque plan , puisqu'elles doivent passer par les 

/ points A et B', et se trouver respectivement perpendiculaires sur les projections 
des rayons menés aux points de contact. Cependant comme cette dernière condi- 
tion n'offrira pas toujours, dans la pratique, toute la précision désirable, on pourra 
la remplacer par une droite qui unirait le point de contact avec un point arbitraire 
dfe (AB, A'B^), ou qui serait parallèle à cette dernière ligne. 

403. Deuxième méiliode. {Fig. 87.) Outre le cône EAF déjà circonscrit à la 
sphère, imaginons-en un second pareillement circonscrit, et dont le sommet soit 
en (B, B'). Ce dernier touchera la sphère suivant un petit cercle perpendiculaire à 
la ligne B'O (n^ 353, note)^ et par conséquent perpendiculaire au plan vertical 
de projection dans lequel est située cette ligne; ainsi, en menant les tangentes 
B'E' et B'F, ce petit cercle de contact sera projeté verticalement sur E'F qui en 
sera le diamètre. Or, d'après les considérations générales exposées au n*395, les 
cercles EF et E'F' doivent passer l'un et l'autre par les points de contact de la 
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sphère avec les plans tangents menés par (AB, A'B') ; donc ces deux points seront 
aux extrémités da la corde suivant laquelle se coupent ces deux cercles, corde 
qui a Déceêsaipementjpaur projection horizontale la droite indéfinie EF, et pour 
projection verticale E' F'. 

Gela posé, rabattona cette corde avec un des deux cercles qui la contiennent, 
par exemple avec le cercle vertical EF, qui , en tournant autour de son diamètre 
horizontal, est déjà venu se placer en ETF. Pendant ce mouvement, le point ( K, K'), 
où la corde en question vient percer le plan horizontal , restera immobile , parce 
qu'il est sur la charnière EF. Un second point de cette corde, par exemple sa trace 
verticale (L, U), décrira un arc de cercle dont le rayon sera la verticale VL abais- 
sée de ce point sur la charnière; donc si, dans une direction perpendiculaire à EF, 
on porte la distance LL'' = LL', le point V^ sera la position que prendra (L, L') 
après le rabattement de la corde, et cette dernière deviendra EL^. Alors les points 
S et T, où cette droite coupera le petit cercle rabattu suivant ETF, seront les deux 
extrémités de la corde ; et il n'y aura plus qu'à les ramener sur EF, par des per* 
pendiculaires SX et T/ut, puis enfin à projeter les points X et j* sur E'F', en X' et /. 

UOd. Troisième méihade. {Fig. S'].) Après avoir déterminé seulement les droites 
EF et ET', au moyen des couples de tangentes menées à la sphère par les points 
A et B^ et avoir observé que ce sont là les projections de la corde qui réunit les deux 
points de contact des plans tangents demandés, on peut éviter de tracer une nou- 
velle circonférence, en cherchant la rencontre de cette corde (EF, E'F') avec le 
grand cercle qui la contient. Le plan de ce dernier aura pour trace horizontale OK ; 
et, en le rabattant autour de cette droite, ce grand cercle se confondra avec le 
contour de la sphère. Quant à la corde (EF, E'F'), emportée par le même mou- 
vement, elle passera toujours par le point K qui, étant sur la charnière, demeure 
immobile; tandis que le point (L, L') de cette corde décrira un arc do qercle dont 
le rayon sera la perpendiculaire, abaissée de ce point sur OK. Or, si Ton tire LM 
à angle droit sur OK , il est facile de voir que le rayon en question aboutira en M, 
et se trouvera l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés LM et LL'; 
si donc on construit ce triangle NLM, et que l'on prolonge LM d'une quantité 
M/" = MN, le point /" sera la position que prendra (L, L') après le rabattement 
de la corde, et, par conséquent, cette droite deviendra K/". Alors les points P et Q, 
où cette dernière ligne coupera le contour de la sphère, seront les points cherchés 
qu'il faudra ensuite ramener, par des perpendiculaires à la charnière OK, en X et /ui 
sur EF; puis, enfin, on projettera ces derniers points sur E'F' en X' et jx'. 

{il05. Quatrième méthode. (Fig. 88.) Dans cette méthode, qui deviendrait né* 
cessaire si les deux traces de la droite donnée étaient placées à des distances trop 
considérables, on regarde comme construits les deux plans tangents menés à la 
sphère par la droite (AB, A'B'); puis, en les coupant par un plan conduit suivant 
les rayons qui aboutissent aux points de contact, il est clair qu'on aura pour sec- 
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lions deux droites tangentes au grand cercle couteau, dans ce plan sécant, et qacf la 
connaissance de ces tangentes suffira pour déterminer les peints de contact cber* 
chés. Or il est aisé de construire ces tangentes» parce que le plan sécant dont nous 
parlons, passant par deux rayons respectivement perpendiculaires au plans tan- 
gents ^ se trouvera lui-môme perpendiculaire à ces deuxH^i, et, par conséquent» il 
le sera à leur intersection (AB, A'B'); ainsi ses traces seront les droites OC ei OD' 
menées à angle droit sur AB et A^B'. D'ailleurs oe plan GOD' coupera la droite 
(AB, A'B') en un point (R, R') que Ton sait construire (n"" 30) » et d'où il faudra 
mener des tangentes au grand cercle {*) suivant lequel la sphère est coupée par 
ce même plan COD^ Pour^ cela » rabattons ce plan autour de sa trace horizontale 
OC : le grand cercle en question viendra se confondre avec le contour de la sphère; 
le poiht (R» R') décrira autour de la charnière OC on arc, dont le rayon sera la 
perpendiculaire (RC^ R^C) abaissée sur cette droite : donc, en construisant la vraie 
grandeur CH de ce rayon, et la rabattant de C en R^^ ce dernier point sera la 
position nouvelle de (R, R^) , et les tangentes cherchées seront rabattues suivant 
R'^PetrQ. 

Maintenant, voyons ce que devienn^t les points de contact P et Q, lorsqu'on 
ramène ces tangentes dans le plan COD^ La première, R'P, rencontrait la diar- 
nière OC en un point Y qui restera immobile; ainsi cette droite sera projetée 
horizontalement sur RY, et, par suite, sa projection verticale sur R^Y' : donc, en 
ramenant , par une perpendiculaire à OC , le point P en > sur RY, puis en projet 
tant X en }! sur R'Y', on obtiendra la vraie situation du point de contact (X, X'] 
du premier plan tangent à la sphère. 

Quant à la tangente rabattue suivant R"Q, elle va couper ici la charnière OC à 
une distance trop considérable pour qu'on puisse tirer parti de ce point immobile. 
Mais pour y suppléer, j'observe que PQ représente le rabattement de la corde qui 
unirait les deux points de contact des plans tangents; et comme celte corde ren- 
contre la charnière OC au point (K,K'), elle a nécessairement pour pi'ojections 
KX et K'X'. Donc, en ramenant, par une perpendiculaire à OC, le point Q en fx 
sur KX, puis projetant ii en li! sur E'X\ on obtiendra le point de contact (fx, jui^) 
du second plan tangent à la sphère. On pourrait d'ailleurs s'appuyer aussi sur 
cette considération , que la corde (Xfx, X^O <loit évidemment se trouver perpendi- 
culaire au plan AOB' qui passerait par le centre de la sphère et par la droite 
donnée (AB, A' B'). 

PROBLEME II. Par une droite donnée^ mener un plan tangent à une surface de 
révolution dont le méridien quelconque est connu. 



(*) Ce grand cercle n'est autre chose que la courbe de contact de la sphère avec un cylindre cir- 
conscrit et parallèle à la droite ( AB, A'B') : de sorte que, pour tous les points de cette circonférence, 
les plans tangents de la sphère sont parallèles à la droite donnée. 
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406. {rig. 89.) Soient (0, VZ') l'axe de révolutioii, (X'C'Y'D', CD) le mérî- 
dieû principal dé la surface^ et ( AB , A^B') la droite par laquelle it faut conduire le 
plan tangent demandé. Nous emploierons ici la mélhode générale indiquée auK 
n^ 395, 996, et conséquemmeat nous chercherons : 

I*. La courbe de contact (XKYRL, X'K' Y'R^L') de la surface proposée avec un 
o6ne circonscrit dont le somufet ( V, V) est pris à volonté sur la droite ( AB, A'B') ; 
cette courbe se construira par les moyms employés pour le problème du n"" 356, 
et nous avons eu soin de conserver ici les mêmes lettres qui avaient servi dans 
répure 84 , relative à ce proBlème isolé : de sorte que les explications antérieures 
s'appliqueront littéralement à Tépure actuelle ; 

2\ La courbe de contact {xtlyr^ x't'ty^r^) de la surface proposée avec un cylin- 
dre circonscrit parallèlement à (AB« A'B'), laquelle courbe se construira aussi 
par les moyens employés pour résoudre le problème du n"" 383, sur Tépure 86, 
dont les notations ont été conservées dans Tépure actuelle. 

Maintenant, examinons si ces deux courbes de contact se coupent quelque part, 
et, pour trouver leurs points de section, gardons-nous de combiner, sur un méoie 
plan de projection, une branche pleine ou visible, avec une branche ponctuée ou 
invisible; car de telles branches, n*étant pas situées sur la même nappe de la sur- 
face, ne sauraient se r^icontrer. Noiis voyons ici que les courbes se coupent en 
deux points (X, X') et (^x, p/) , dont les projections horizontales et verticales doivent 
d'ailleurs, pour chacun d'eux, être placées sur une même perpendiculaire à la 
ligne de terre; alors, d'après les raisonnements développés aux n°' 395 et 396, ce 
sont là les points de contact de la surface de révolution avec les plans tangents 
qui passeraient par ( AB , A'B^) , et , une fois ces points connus , il sera bien facile de 
construire, par divers moyens, les traces de ces plans. Nous ferons seiilement 
observer que les traces horizontales devront passer par le pied A de la droite, et 
être perpendiculaires aux projections OX et Ofx des normales relatives aux deux 
points de contact trouvés. 

407. Cas particuliers. Si la droite donnée était verticale, il suffirait évidemment 
de mener par son pied deux tangentes à la projection horizontale de Téquateur. 

Si cette droite était horizontale , on mènerait un plan méridira qui lui fût per- 
pendiculaire, et, du point où il la rencontrerait, on tirerait deux tangentes à la 
méridienne contenue dans ce plan; opération facile <i exécuter, quand on aurait 
rabattu ce point et la méridienne en question sur le plan vertical , comme on Ta 
fait au n' 360 pour le point P'^ de Tépure 84. 

!i08. DeuoiAème méthçd . Lorsque la surfece de révolution sera du second degré ^ 
il y aura beaucoup d'avanta^ à employer, comme au n° 395, deux^ cônes cir- 
conscrits dont on plarcera les êommels aux deux points où la droite donnée ren- 
contrera le plan de l'équateur et le plan du méridien principal; parce qu'alors, 
d'après le théorème démontré n* 353 , chacune des courbes de contact sera pro- 
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jet^ suivant une droite sur un des deux plans de projection; et il n*y aura à con* 
struire dans toute Tépure qu'une seule courbe j ainsi que nous Texpliquerons en 
détail dans le problème analogue et plus général qui sera traité au n"" {§17. 

k09. Troisième méthode. En supposant encore que la surface de révolution soit 
du second degré ^ on pourra n'employer qu'un seul des deux cônes circonscrits dont 
nous venons de parler; car, comme la courbe de contact sera (n° 353) tout entière 
dans un plan perpendiculaire au plan horizontal (ou au plan verticaf), il suffira 
de mener à cette courbe deux tangentes par le point où son plan rencontrera la 
droite donnée (*). D'ailleurs on a vu (n** 374) combien il était facile de construire 
ces tangentes avec leurs points de contact, sans tracer la courbe du second degré 
en question, mais en connaissant seulement ses deux axes; or l'un de ceux-ci 
s'obtiendra immédiatement en menant par le sommet du cône circonscrit deux 
tangentes à l'équateur (ou au méridien principal), et le second axe s'en déduira 
d'une manière bien facile à imaginer {voyez n* 418). 

Nous engageons le lecteur à appliquer cette méthode à un ellipsoïde de révo- 
lution; mais ici, pour varier les exemples, nous allons en faire l'applii^ation à un 
hyperboloïde gauche de révolution, défini par sa génératrice rectiligne, et non 
par sa méridienne. 

PROBLÈME III. Par une droite donnée , mener un plan tangent à un hyperbolaide 
gauche de révolution. 

WO. Soient (0, O'O") l'axe vertical de la surface, et (ADB, A'D'A") (Jig. 90) la 
droite mobile qui, en tournant autour de cet axe, engendre (n"" IfiO) l'hyperbo- 
loïde que nous supposons terminé aux deux sections horizontales A'B' et A'^B'', 
également éloignées du cercle de gorge. Nous n'exécuterons pas la représentation 
de la surface sur le plan, vertical , puisque cela conduirait à tracer l'hyperbole 
méridienne dont nous voulons éviter l'emploi; mais sur le plan horizontal, nous 
regarderons la surface comme réellement projetée, et en conséquence nous ponctue- 
rons les parties de lignes principales qui seront au-dessous de la nappe supérieure. 

Ail. Maintenant, soit («6, ol&) la droite par laquelle il s'agit de mener un 
plan tangent; si du point (V, V), où elle perce le plan horizontal du cercle de 
gorge , on imagine un cône circonscrit dont deux des arêtes seront évidemment 
les tangentes A^X et VY, ce cône touchera l'hyperboloïde suivant une courbe située 
tout entière (n'*353) dans le plan vertical XY, et qui, par conséquent, sera une 
hyperbole ayant pour axe réel la corde XY. Donc, en menant deux tangentes à 
cette courbe par le point (R, R') , où son plan va couper la droite («YS, oiS'&)^ 
on obtiendra les points de contact des plans tangents à l'hyperboloïde. 

!il2. Pour construire ces tangentes, il faut d'abord faire tourner autour de 
l'axe (0, 0'O") le plan vertical XY, jusqu'à ce qu'il prenne la position xy^ paral- 

, (*)»Cette marche est analogue à celle qui nous a servi pour la sphère, au n* /iOl . 
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lèle av méridien principal , et alors le point (R^ R') ee transportera en (r, r'). Dans 
c^tte situQlioQ , TJiyperbole contenue dans le plan vertical xy est semblable à la 
méridienne, principale de la surface, et a comme elle, pour projections de ses 
asymptotes ^jes droites A'D' et B'D'; de là , et au moyen de Taxe réel x^y'^ on dé- 
duit aisément les deux foyers 9 et ^. Cela posé, pour mener des tangentes à cette 
hyperbole par le point r' (*), je décris un arc de cercle avec la distance r'cp pour 
rayon, et un autre arc dont le centre soit en <J/ et le rayon égal à x't/; puis, en 
tirant |a droite rT par le milieu de Tare cfy, j'obtiens Tune des tangentes cher- 
chées, et son point de contact l' sera déterminé par sa rencontre avec la droite 47. 
De même, l'autre tangente sera la droite r^m' menée par le milieu de Tare ^d, et la 
ligne f^ prolongée déterminera le point de contact m' de cette seconde tangente. 

A présent, il ne reste plus qu'à projeter les points l' et m' en / et m sur xy^ puis 
à ramener ces points dans le plan vertical primitif XY, en (X, X^) et (f^, [/). Ce 
sont là les points de contact de Thyperboloïde avec les deux plans tangents menés 
par la droite («6, a&)i et leurs traces aB^A^ et aA,B, sont faciles à construire 
avec ces seules données. 

ftl3. Mais comme, dans Thyperboloïde gauche, nous savons que chaque plan 
iangent doit renfermer deux génératrices rectilignes de la surface, lesquelles se 
coupent au point de contact, on pourra mener par les points X et [x quatre tan- 
gentes au cercle de gorge, savoir XA,, XB,, (xA,, fxB,, lesquelles fourniront, par 
leurs rencontres avec la trace horizontale de la surface, quatre points appartenant 
aux traces des plans tangents. D'ailleurs les deux génératrices X A, et uB, , faisant 
partie Tune du système (AD, A'D^), l'autre du système (BD, B'D'), iront néces- 
sairement se couper (n"" I&Zi) en un point qui devra évidemment se trouver sur la 
droite (aS, (x!&)i et ce point (e, e') sera précisément celui où cette droite perce 
V hyper boloide. 11 y aurait aussi un second point de section qui serait fourni par la 
rencontre des génératrices XB, et fxA,. 

414. Obiervation. S\ le point (V, V), où la droite donnée («6, a&) perce le plan 
horizontal du cercle de gorge, se trouvait en dedans de ce cercle, on ne pourrait 
plus mener les tangentes VX, YY; et cela indiquerait que la courbe de contact de 
rhyperboloïde avec le cône circonscrit qui a son sommet en (V, Y') change de 
position , et devient une hyperbole dont Yaxe réel est vertical , et dont le plan est 
toujours perpendiculaire à l'horizontale YO. Dans ce cas, on mènerait du point 
(Y, Y') deux tangentes à la méridienne située dans le plan YO, et la corde com- 
prise entre leurs points de contact serait l'axe réel cherché ; ensuite , le reste des 
constructions s'effectuerait d'une manière analogue à ce qui a été fait dans le 
premier cas. 

' ' ■ ' ' ■ ■ ' ■ m » WP I . I I II I I II I 11 ■ - ■! ■ » 

<*; Voyez^ dans les Traités des sections coniques, ta méthode des Anciens pour ine««r des tangentes 
à ces courbes. 

6* édit. 24 
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ftl5« jiuirra «ofcift'ort. (f%. gajl Les i^eiMrqtieB faitesav ii*f|i$46urai86ettttt«e 
Bélhode fort sinple et applieabto à utiles le^ po^iom de la diroîlé donnée. En' 
effet, si , après avoir construit, par ie procédé du m"* 28&, lea poiotB «IfiDierseetioli' 
de la droite («?, <x'S') a^ec l^b^fuerboloïd^, ônmène par ^uii d'euK (e, <^) é&s tao-» 
gfentes rÂ,, eB, an oereie<ie S^ge, ceB génératrices, combinées iourjà tour avec 
(ddS, a^g'), détermineront immédiatemeRfe les deax plans tangents demandés, qni 
auront pour traces horisonlales otA, et aB^. Qsant aux pointe de oonttict, lisse- 
ront fournis par tes deuK antres génératritîes partant des pointe B, et A3 (^). 

bi6. Il résuite de là <;ue, si la droite donnée ne coupait pas Tltyperboloïde 
(fuelque part, ^ serait impossible de mener par 'Oette droite «m plan tangent à la 
surface; condition qui est éridente à priori^ p<crîsque tout ptsm tangmt devani; ren- 
fievmer ici deax génératrices qni se cot^pent,. il y en a«ra.au moins une qut ren- 
contrera la droite (tx€, 0L&) située par hypotbèsc danseeptan tangent. Seulement, 
ce point de rencontre s^éDoignera à l'infini , dans le cas^ towt >part;i>èulrer m ces denrr 
génératrices et la droite («6, a S') se trouveront parallèles toutes trois»; mais alors 
la position du plan tangent n'eu deviendra que plus facile à assigner, puisqu'il 
sera évidemment (n" 280) tangent au €6ne asymptote^ 

KlOBiLÈME IV. Par une droke thnnée, mener un phn tangent à vne surface 
(tomjcomvB du second éegré. 

417. {Fig. 91.) Prenons pour exemple un eBipsoîde rapporté à deux plans de 
projection^ dont cliacQB soit pamHèle à un plan priiM?ppal de la snrfMSe; celle-ci 
aura pour eontows apparents les ellipses princip^'es (AUDE^ A'iy) «et ( A^C'iy F', AD) 
qni ont chacune deux ax/es communs avec i'elljpsoïde. Soit d'ailleurs (R6, R'S') 
la droite donnée; les points de contact des plans tangents menés par cette droite 
seront fournis (n* 395-) par ks intersections des courbes ie contact de deux cônes 
oirconscfil» à TeHipsoïde, et ayant teurs sommets situés où Ton voudra sur la 
droite donnée; mais, pour simplifier la construction de ces courbes, plaçons les 
sommets de ces cônes aux points (V, V) et {v\ i;'), où la droite (RS, R'S') va ren- 
contrer les ptens des deux ellipses principales qui se treuven't paraHèteff aux pians 
de projection. 

4»8. Alors-, si l'on mène les tangeHrtes V'«' eC V'3' à rellipse A'C'iyF, les 
pomis a et y apparUendront évidemment à la projection verHcate de la cowrbe de 
contact du cône cireonserit (V, V); et celte eowbe, qui est ptane (n*853),^ 
tPMvera projetée verticaloment sm^ la droite otS^. En effet, comme le sommet 
(V, Y) est sitoè dans«n«i plau vertical VAD qui divise TeHipeoïdfe en deux parties, 
exactement symétriques , H est certain' que leè points de la courbe d^ contact doi- 
vent être, deux à deux, sur des cordes perpendiculaires à ce plan principal-; donc 
— ■- - - - ' ' — - — ... ... - 

<*^ une solalkn semblalito potft être stpp^qnée à rhypettdc^de à ime nappe'et non de- réyolutioa. 
{Voyez 11"" 690.) 



Digitized by VnOOÇlC 



«TAPITKB IX», ---i POAM TiPWfeNW fAftktÉÊÉBS A t* PtAN DOW«^. iff7 

vmèï le pfian de ta oowbe cherdiée seraf perpfenAcrifaîre &a plan vertical VAI^, tt 
s'y iMrojettera «invanft la droite a'-Sf qxxi rétinit les deux points déjà tronrvés. 

PÎir les mânes raîsoii&y la droite {dà, a Ô') est trn axe de la coarbe âans Fespace, 
et elle ooatinuê à joair de cette propriété en projection liiorîzontale, où elle fournit 
3és deux sônmetB a et t). La dKrecticm e^S do secood axe se dédait aisément de là; 
mais 9 peur déterminer sa longueur, f observe que ces deux axes sont proportioir- 
nels à'Ceux de i^ section fai0e> dans Tellipsolde , par un plan diamétral O'a'y paral- 
lèle à la courbe de eontact o/^. Sî donc on projette a' en a , et que Ton tire tiS 
parallèle à aB , on obtiendra la tMigueur tdo du second axe cbercbé; et alors il sera 
bien facile dé tracer FeMipse aXejY cpn , d'ailleurs, devra passer par les points X 
et Y que l'on déduit de la sectîaii X'^ et dans lesquels elle touchera évidemment le 
contour ÂBDË sur- le plan borr^ontaL 

ftf9. Maintenant, le <leirxi^e cône circonscrit dont le sommet est en (w, t/*) 
louchera Tellipsoïde suivant une courbe plaine qui , par des raisons anatogaes à 
celtes que ivms avons citées plus baot, se trouvera projetée horizontalement sm* 
la droite xy; puis, sans chercher la projeclion verticale de ce*te courbe, qui s'ob^ 
tiendrait par dos procédés semblables à ceux qui nous ont servi pour le premier 
eènè, o» peut tout de suite apercevoir les points de section X et (x des deux courbes 
de contact, sur le plan horizontal , et reporter ces points en X' et jx' sur a' y. Alors 
nom avons pour chaque plan tangent demandé^ son point de contact (X, V) ou 
iiij li)y et une droite (RS, R'S') par laquelle il doit passer; de sorte qu'il est bien 
aisé de trouver ses traces pm"*des constructions dont Tlépure actuelle présente 
eeulement les résultats. 

42M>. ihure méthode. («Ffy. c^ï.) Oà peut résoudre le problème précédent avec te 
seul cône circonscrit dont le sommet est en (V, V); car tout plan .tangent à ce 
cône, qui sera mené par la droite (RV, R'V), satisfera évidemment à la question. 
On cèercbepa clenc le ponat { R<, ft) o<^ celte droite est coupée par le plan de la base 
céif-% ptns, OU tirera du poiii« R tes tawgentes RX, et R^, à la courbe aYJX : et 
même, onidoit observier q«^ est inulile de trader Tellipse aY3X, et qu'avec les 
deux dem»*axm «^iiet<i»S,;!ao sait €ofistrrih»è les points de contact fx et X des t:an- 
gentes R^ et Rfty.cmmie nous >'ave«s déjà fait daae les n^ 57ft etii'i^. Ainsi, les 
points (Xy VyeX C/x, ;/> seront oeux: dans lesquels relHpsotde sera touché par les 
plans tangents conduits suivant la droite (RV, R'V); et, par conséquent, ces deux 
jplalis se trouveront' défefttiiilés*p«^r une méthode qui aura l'afvantage de n'employer 

(^EtAPITRE rv, 
' fiîl. Sdft S' lasurfeceâ laqtrette on propase de mener un plan tangent quî soît 
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parallèle à un plan donné P. Iroagincms que, dans ce dernier, on trace deuiL 
droites arbitraires A et B; puis, que Ton détermine, par les procédés indiqués 
au chapitre II , les courbes de contact X et Y de la surface S avec deux cyliodrcs 
circonscrits, parallèles Tun à A et Vautre à B. Alors on sait (n* 378) que pour 
tous les points de la courbe X, les plans tangents de S se trouvent parallèles à A; 
que pour tous ceux de la courbe Y, les plans tangents sont parallèles à B : donc« 
si les courbes X et Y se coupent, chaque intersection fournira un point pour le- 
quel le plan tangent de la surface S se trouvera parallèle à la fois aux deux droites 
A et B, et couséquemment il sera parallèle au plan donné P. 

&22. Il est bon d^observer que le problème précédent revient à celui-ci : Mener 
à une surface S une normale qui soit parallèle à une droite donnée D. En effet , si Ton 
construit un plan P perpendiculaire à la droite D , il suffira de trouver un plan, 
tangent parallèle à P ; et la normale relative an point de contact de ce plan tan • 
gent sera évidemment parallè!e à la ligne D. Cette recherche est nécessaire pour 
obtenir le point brillant d'une surface, éclairée par des rayons de lumière que Ton 
regarde comme parallèles entre eux. 

^23. Lorsque la Surface S seradôveloppable, le problème deviendra impossible 
en général, attend«'que la condition >d^re parallèle à une droite donnée suffit 
(n"" 379) pour déterminer complètement le plan tangent d'une pareille surface, et 
qu'ainsi Toniie saurait exiger que ce plan soit parallèle à la fois à deux droites A 
et B, ou au plan P qui les contient. 

ft2ft. Le mode de solution que nous avons indiqué au n* ft21 est général , mais 
il entraînera souvent dans des opérations graphiques fort compliquées; c'est pour- 
quoi il faudra chercher, dans chaque surface, à profiler des propriétés particu- 
lières qui pourront'' simplifier la solution, comme nous allons l'indiquer sur quel- 
ques exemples* 

I*. Si la surface proposée est de révolution, auquel cas chaque plan tangent est 
perpendiculaire au plan méridien correspondant, oa commencera par mener un 
plan fnéridien perpendiculaire au plan donné. P, et qâi coupera ce dernier suivant 
une droite que j'appelle d; alors, en tirant à la section méridienne ainsi obtenue 
une tangente parallèle à d, son point de contact sera évidemment celui d'un plan 
tangent qui se trouvera parallèle à P. Cette mardie sera d'une application fort aisée 
pour une sphère, un ellipsoïde, un tore, etc. 

2\ S'il s'agit d'un hyperbololde de révolution à une Happe, lequel admet 
(n* I46j deux systèmes de génératrices rectilignes respectivement parallèles aox 
arétës'du cône asymptotique , on coupera ce cône par un plan mené du sommet, 
parallèlement à P. Ce plan sécapt fournira deux arêtes a et i\ parallèles à P, et 
l'on en déduira aisément leS quatre génératrices correspondantes de l'hyperbo- 
loïde, savoir, A et B parallèles à a, puis A' et B' parallèles à oi\ Alors, en combi- 
nant les génératrices A et B', on obtiendra un plan é^videaunent parallèle à P, et 



Digitized by 



Google 



CBAPITRfi V. -p^ PtAHS TANWNTS k PLOSlBinffl WilPAGBS. 188 

qui toncfaera Thyperbolorde daDs le point où ces deux droites se coupent; puis, 
on en trouvera un second qui remplira les mêmes conditions, en combinant en- 
semble les génératrices A' et B qui se coupent pareillement. 

La même méthode s*appltquera à un hyperboloïde à une nappe et non de révo- 
lution , attendu que cette surface admet aussi , comme nous le verrons au livre VII , 
deux systèmes de génératrices rectilignes parallèles aux arêtes d'un cône asymp- 
totique ( voyez n* 581 )• 

CHAPITRE ¥• 

DBS PLANS TANGBNTS A PLUSIECRS SURFACES A LA FOIS. 

{|25. Trouver un plan qui tpuche en même ieinps deux surfaces données S el T. 

Pour résoudre ce problème d'une manière générale , et quels que soient les pians 
de projection adopta, menons dans l'espace un plan arbitraire P; puisi cherchons 
la courbe de contact X de la surface S avec un cylindre circonscrit et perpendicu* 
laire au plan P, question qui rentre dans celle du n"" 377 , puisque les arêtes de ce 
cylindre devront être parallèles à une drolie connue^ savoir la perpendiculaire au 
plan P. Déterminons de même la courbe analogue Y pour la surface T, et con- 
struisons les projections xei y de ces deux lignes sur le plan P : alors, en menant 
une tangente commune aux deux courbes x et y^ ce sera la trace d'un plan tt per- 
pendiculaire à P, et qui, touchant évidemment les deux cylindres, sera nécessai- 
«ament tangent aux surfaces S et T. On obtiendra donc ainsi une solution du pro- 
blème proposé; mais il y en aura une infinité d'autres n, n"^..., que l'on trouvera 
en répétant des constructions analogues pour divers plans P', P'^••', choisis dans 
des directions différentes. 

^26* On peut lier entre elles toutes ces solutions, en construisant la surface dé- 
veloppable qui est circonscrite à la fois aux deux surfaces S et T. Pour cela , imaginons 
que les points de contact, m et n des courbes x %iy avec leur tangente commune 
sur le plan P, ont été projetés sur les courbes X et Y en M et N; ce seront là les 
points dans lesquels le plan r touche les deux surfaces S et T; et si l'on construit 
semblablement les points de contact M' et N', M'' et N'^..., des -plans 7t', tt",..., la 
suite des droites MN, M'N', M''N'',..., formera une surface 2 qui touchera évi- 
demment S et T te long des courbes MM'M^.., et NN'N''.-.; mais j'ajoute que 
cette surface £ sera diveloppable. En effet, si les points M et M^ sont pris infinr- 
ment voisins, le plan tangent tt renfermera les éléments. linéaires MM' et Nlf^ et 
dès lors les de«x génératrioes MN et M'N^seront bien situées ^ans un même pian, 
ce qui est le caract^e distinotif des surfiacea développâmes (n'' 179). D'ailleurs, 
on peut regarder les droites infiniment voisines MN, M'N', M^'N^..., comnke les 
intersections cooaécatives des plans ir, ic^ir^.*./ ou bien comme Tenveloppe de 
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le centre de la sphère, il se sera rapproché do pomt (S, F) d'ime quantité égale 
au rayon OA; et alors il deviendra tangent à on autre o6ne droit dont la généra- 
trice TF\ parallèle à S'B', en sera éloignée de la distance OA. Or ce dernier cône 
est facile à construire , ainsi que son plan tangent conduit par le point 0; donc, 
ensuite, il suffira de mener au cône pripiilif un plan tangent parallèle à celui-ci. 

, D'après ces considérations, on prendra sur la perpendiculaire VG un intervalle 
GH=:0A; puis, en tirant par le point H la droite TF parallèle à S'B^ on déter- 
minera le cercle SF auquel on mènera, du point 0, les deux tangentes ON et OL. 
Alors, en conduisant au cercle SB deux tangentes PQ et XY parallèles aux précé- 
dentes, on aura les traces horizontales de deux plans PQR' et XYZ', qui loucheront 
extérieuremeni les deux surfaces données : les traces verticales de ces plans sont 
bien faciles à trouver. 

&%• Il existe aussi des plans qui touchent ces surfaces intérieurement^ c'est^-à- 
dire en laissant Tune d'un côté, et Tautre du côté opposé. Pour les trouver, on 
verra sans peine qu'il faut augmenter la distance FG, d'une quantité GA=:OA; 
puis, tirer parallèlement à S'B' la droite i'/, qui déterminera le cercle S/ auquel 
on mènera les tangentes On et 0/. Alors, en conduisant au c»*cle SB deux tan» 
gentes pq et xy parallèles aux précédentes , ce seront les traces horizontales des 
deux plans tangents intérieurs. 

/|36. Si l'on veut trouver pour un de ces quatre plans, par exemple PQR', son 
point de contact avec la sphère, on coupera cette surface par un plan OD perpen* 
diculaire à PQ; et, après avoir rabattu là section sur le grand cercle horizontal, 
on tirera la tangente D9 dont le point de contact G, ramené en fA, fournira la pro- 
jection horizontale du point où la sphère est touchée par le plan PQR'. I^ projec- 
tion verticale (i se déduira aisément de là. 

PROBLÈME IL Par un jnAnt donnée mener un plan tangent à deux sphères. 

kSn. (Fig. 93.) Adoptons pour plan horizontal celui qui passe par les centres 
et 0^ des deux sphères par le point donné A'^ Alors, sans recourir à un second 
plan de projection, nous pourrons mener aux deux grands cercles horizontaux la 
tangente commune MNA, qui, en tournant autour de 00^ A, engendrera une sur- 
face conique évidemment circonscrite aux deux sphères données. Ce cône AMP est 
ce que devient ici Iji surface développable 1 du n^ ft26, car il est bien V enveloppe 
de toutes les positions que prendrait le plan vertical MNA, tangent aux deux 
sphères, en roulant sur ces deux surfaces à la fois. Ainsi, puisque tout plan tangent 
à ce cône touchera les deux sphères, et que la réciproque est pareillement vraie, 
le problème primitif se réduit à mener du point donné A" un plan tangent au cône 
AMP. 9fiw c^a , op sait qu'il faut tirer la droite AA^, et dn point où elle ira percer 
le plan du cercle vertical MP, base du cône, tirer à ce oerde deux tangentes ; opé- 
ration qui s'effectuera aisément , en rabattant le cercle MP autour de son diamètre, 
comme on Ta vu au n"" ftOI. 
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. ll^ ^ n 0B( pluB simple de remarquer que le problème primitif se réduit à fnemer 
par ta drtnte kk" un plan tangent à la tphère 0; car ce fîan touchera évideoiffient 
1« e^e AMP, at| par suite, Ja dphère (V que ce o6ae oircouscrit. Qr^ d*après pe qui 
a été dit au n* {|03, il suffit de tracer le nouveau côuevA^ M'' F^ eiroooscrit pareél- 
lçiaeot\à la sphère 0, et riotersectiou des deux cercles verticaux MP et 1)1^ P fera 
coDQaMre immédiatement la prqjeotîon horizontale ^ du point de contact de la 
sphère avec le plan tangent demandé. La seconde projection de ce point, sur un 
plan vertical choisi k volonté, s'obtiendra aisément en rabattant le cercle MP'M* 
tptir de son diamètre , et par là la position du plan tangent sera complètement dé- 
terminée; mais nous laisserons au lecteur le soin d'elTectuer ces opérations très* 
simples, qui conduiront évidemment à deux plans tangents extérieure. • 

{|39« On peut trouver deux autres plans tangents intérieurs ^ en considérant le 
cène amp décrit par la tangente num commune aux deux grands cercles horizon- 
taux , mais placée entre ces circonférences. Alors, par des considérations analogues 
aux précédentes, on verra qu'il suffit de mener par le point A" un plan tangent au 
cône amp; ou bien de mener par la droite a A" un plan tangent à la splièreO; de sorte 
que le point de contact X sera donné par Tintersection des deux cercles M^F et mp. 

W). Il n'est pas besoin d'avertir que les quatre solutions précédentes se rédui- 
ront à deux, ou n'existeront pas du tout, suivant la position qu'aura le point 
donné A'"^ par rapport aux deux sphères, ou par rapport aux cônes circonscrits 
exêérteur^iniérieur. En outre, l'un de ces cônes ou tous les deux disparaîtront, si 
les sphères données se coupent, on bien si l'une enveloppe l'autre. 

PROBLÈME IIL Trouver un plan çitj ê(nt tangent à trois sphères données* 

{Ai* {Fig. 930 Adoptons encore pour le plan horizontal celui qui passe par 
les centres 0, 0', 0^' des trois sphères données; puis , remarquons que les surfaces 
déveioppables £ et 2, (n* &3I), qui doivent être circonscrites aux sphères et O', 
et 0", deviennent ici le» deux cônes AMP et A^'M^Fw Alors, en traçant leurs 
courbes de contact avec la sphère.O, lesquelles se réduisent aux deux cercles ver- 
ticaux MP et M'^F, les deux points de section qui sont projetés en ;«, seront ceux 
ou les plans tangents de la sphère toucheront^ à la fois le cône AMP et le cône 
A^'M^F; par conséquent, ces deux plans seront aussi tangents aux sphères O' et 0"^ 
et ils les toocherent . eztérieuremem. 

UiS^Mais oomnae il existe deux autres cônes circonscrits intérieurement aux 
groupes des sphères ot O', et 0^^, lesquels peuvent être combinés d'une ma^ 
niera analogue, soit entre eux, soit avec les cônes extérieurs., il en résultera géné- 
ralement Auii «o/aitoi^^ pour le proUème proposé, savoir : 

Deux plans tangents extérieurs fournis par les cônes AMP et A'^M'^P^', et dont les 
points de contact avec la sphère sont projetés en p ; 

Deux plans tangents tnldrietir^ fournis jmmt les- cônes AMP et a"m"p"\ les points 
de contact avec la sphère sont projetés en v; 

6* édii. 25 
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'I>d!it pTane tatigédte 7itf^H^w#fbpt*Dîs^itle»'cèii^ amp et A'^M'^^^HeubfkMÂts 
dé wi«a€l' sont 'projetée et Xj i • ^ 

> Enfiii> deux piame tangBQM inMrienr^tournmi^àtiUiècÙneêamp-,, cKWp'/ el «Jkmti 
lé» pointe (te contact «ont projetée €fn n: - 

(AS/ tl 69t facile d^apercevôir que cee boit plans tangents se rédtiffcmt à-^Miyv, 
si'dea^c ées sphères se. coupent r quand une d^éUè» renconUwa les^^dëax aittres, 
il y âtira-a^ phm deu^> plans ta>ngent&conimii os; elil'n^en^^neistoraaciicuh, torsqti'oner 
d«s tnéis sphère» dera enveloppée par «ine a«lre. Stais, owtre ces cae^partfôuKer», 
1^ question sera impossible toutes tes ibift ^e les quaire coroles é» coolaoi MP, 
M^P", wp, m'^p", ne se «)uperoot pas; et le nombre de leurs pomte de-sc^èlion 
indiquera toujours le nombre de solutions qu'Admettra le probiètne proposé. 

Qftft. NoBs n'avons point parlé des oônes N^A'(y ^ n^a'if ^nt obacnne^ oir- 
eoneoritaox deBx sphères (X et 0^. Néanmoins^ il estéridest qw tiiot; plan tan- 
gent^ aux tpoia ipphères devra aussi toucher le etm A' ou le oèvie à^; de sorte qup 
le système de ces deuK «larftkces ooniques* aurait pu être combiné, soi^ dTec le* 
systènoe A et a, sort avec le système A'^ et af^ pour résoudre le problème proposé* 
En outre, puisque chaqtie plan tangent auK trois sphères touebera en màtoe ten)|is 
trois des e^nescireonsorils, il- passera par leurs: sotnmel», lesquels se trouveront 
ain^i à h fois dans tin pian tlangent et dans le* plan des troîB contres des sphères; 
d*où PiM) conclut que le&sommetsdes; trois cônes-toucbés par un même pian seront 
ttyujônrs m tf^e^cfrotre. Aussi* Ton voit dans not^ épure, que tes soMnets^tfes ^jc 
cônes circonscrits aux sphères sontdiatribud^trors^^à tityid mr quatre'droites AA^'A^, 
ka'a^y A'^ér «r. A' a" a, donMa première reftforfne les trois 9^mmpis esotérim^s^ et eha- 
cwne des autres, un êomrnetesstMëur Avbo ieux gmnmetê intéHeurê*^ 

ft4i5. De là an peut déduire vm théorème remarquable de la' Géométrie plane, 
en se bornant à- considérer «eulemen* les généraunoes^des eônas et4es grande cer- 
êtes des sphères, qui sont siUiés dans le plan des trois centres 0, 0^, 0^. En ëfibt, 
conmm les sommets de oes cônes sont évidem&ieBi'')es- points de rencontre^ des 
co«pleë de tangentes communes àr dedx de ces grands- iierelè8> on en comfuV^e 
si^ aprèS' avoir tracé trois «erdiBS (juetconques datis^w^mémé plan> on mèm tontes 
le$ tangentes qui peuvent «oocher à Iafois<lemi de ees oerolës , ks-^êlx points de ten^ 
contre A et a. A' et a', A'' et a", déterminés far- énqw tmpteàe tangemtes , neroni 
ptaoês trot\s à /roî» surtftMreéM(es\ dont une oontieudw tes' «rew ^ntâ^exîérieufSj 
et chaettciedes autres un point esMrieur awcdeux prifMHUériêùrw. 
' Gomme ei(em[^ d'un plan tangent commun â ptueiêars^snffaees, nous erCertfn» 
encore le problème résolu an n^ ^7, el où it s^a^ssait de trouver nm j^an qui Mf 
tmgmi â 4eux cine$ ayant m^ws sommet., 
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LIVRE VI. 

QUBSTfONS DIVERSES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DS L'HiUCB, KT DB L*h£uGOIDB DIÎVB&OPPABUB. 

Vifi' C^9* 9^0 I-^HÊLICE est une courbe AMNCD... tracée sur un cylindre 
qo^oonqoe,' et telle, que les vrdanhées (dirigées suivanl les génératrices) sont pro- 
fdf^onntUes aux abscisses curvilignes àomptées sur la base à partir dCun point fixe A ; 
pourvu qu'on entende ici par base du cylindre la section orthogonale faite par le 
point A. Cest-à-dire qu'on deitiavoir les celaltons 

MP NQ CB , , , , 

-rp = -^= j^ = ... =«, ou généralement z = ks9 

en désignant par s un arc guelconque de la base, et par z TordoBUée qui aboolit 
à son extréinité {*). Le nombre /c, qui exprime le rapport conatant de ÏMdomfét 
avec Tabac^se pour tQua lés poiols d'une mèaoe héiku^^ varie d'une béUe&à une 
autre, car on. en peut ira<!er une iÂfioil^ sur le Bibéfue cylindre; aiais cbacuBeett 
complétoment déterminée.» dès qfi'ou assigne le rapport k et le.poiBt A.obôisi pour 
origine des abscisses. D'ailleurs» il est évident que Thélice coupera la base du 
cylindre précisément en ce point A, puisque^ dans l'équation a^^A'^, l'bypotbèse 
5 = G donne awsiz=;=Q» 

&&7. Lorsgue la. base dq cylmdie est une courbe fermée APBA, l'absciaie va« 
niable AP=:« peut devenir égale au périmètre p de cette base; et alors on obtient 
un point D dans lequel J'hélice vient couper upe seconde flois l'arête AjF. Or^ 
comme cette circonstance se reproduira indéfiniment pour des absctseed égales à 
ap, 3p,....| il existera sur la génératrice AF ,u^ ingnilé de pointe où rii^iice 
viendra la reniM)ntrer, et qui «seront à des hauteurs 

klii=^h^pk, Vr^nipk, h'^=^^pkj...; 

par conséquent^ tous ces points seront distants les uns des autres d'une quantité h 
que l'on nomme le ^as de Thélice. Lorsque ce pas est assigné directieineoti et q^ 
le périmètre de la base est connu , la constante k s'en déduit immédiatementi 
jpuisque, d'après la définition môme de l'hélice (n"* Ui6), ce nombre exprii^a le 

n Kèas avons dcnmé |iii6céd6iiiiiMit (n* M5) uae a^tro déftalttoti ie Thélice; miis nottâ alloi» 
fftire voir tout & Theure qu'elle 8*accorde compléteme]}^ avéo la d^aitfwaotuflUe. 
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rapport 4e Tordonnée h avec Tabscisse correspondante p; ainsi, dans le cas où la 
base du cylindre sera un cercle du rayon R, on afira 

kliS. De la tangente à C hélice. {Figi 95. ) Comme cette courbe n'est pas donnée 
ici par Tintersection de deux surfaces , il faujb recourir à des considérations parli* 
entières pour obtenir sa tangente en un point quelconque M. Concevons le cylindre 
développé sur le plan qui touche cette surface tout le long de la génératrice PML; 
cette ligne demeurera immobile, et la base orthogonale ÂPB deviendra (n"" 161) 
une droite ÂTB\ perpendiculaire à PL, tandis que les portions des autres gé^néra- 
trices conserveront leurs mômes longueurs et leur parallélisme. Par conséquent, si 
Ton porte sur la transformée de la base les distances 

PA' = PA, PQ' = PQ, PB'=iPB,..., 

et que Ton élève les perpendiculaires 

Q'N' = QN, B'C' = BC,..., 

les divers points A', M, N\ C\..., donneront la transformée de rhéitce sur le déve^ 
loppemeni du cylindre. Or il est aisé de prévoir que cette transformée A'MN'C^. . 
sera une ligne droite; car les ordonnées et les a|)scisses recttlignes de cette nouvelle 
ligne, ayant la môme grandeur absolue que les ordonnées et les abscisses curvilignes 
de l'hélice, seront, comme ces dernières, dans un rapport constant; ce qui est le 
caractère exclusif de la ligne droite, pour des points situés dans un même plan. 

Gela posé, je dis que la droite A'MC est précisément la tangente au point M de 
rhélice primitive AMC. En effet, cette droite est d'abord située dans le plan tam 
gent du cylindre, qui contient un élément superficiel LPp/ de la surface; et comme 
cet élément est resté immobile pendant le développement de la surface, il en ré- 
sulte que l'élément linéaire Mm se trouve commun à la courbe AMC et à la droite 
A'MC^; donc ces deux lignes sont bien tangentes Tune à l'autre. 

ft49. D'après cela, pour obtenir dorénavant la tangente à ThéKce, il suflSra de 
construire, dans le plan tangent du cylindre, un triangle rectangle MPA^ qui ait 
pour hauteur l'ordonnée MP du point de contact, et pour base une droite AT 
égale à l'abscisse AP rectifiée; l'hypoténuse de ce triangle sera la tangente demandée. 
C'est ce que l'on peut exprimer d'une manière abrégée, en disant que la sous^ 
tangente A'P est égale à t abscisse curviligne AP du point de contact; car cette règle 
fera connaître le pied A' de la tangente , et comme le point de contact M est connu, 
la position de la tangente sera complètement fixée. 

D'ailleurs , on voit que la tangente A'M , ainsi déterminée , aura la même longueur 
que l'arc d'hélice AM; puisque l'unç est la transformée de l'autre f d'après ce que 
nous avons dit au numéro précédent. 
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ftSO. Observons ici qw l'angle MÂ'P de la tangente avec le plan, de la baaè da 
cylindre y sera donné par la foromle 

or, comme ce dernier rapport est constant poor'tous les points d'ane même hé- 
lice (n* U||6), on en conclut qae les diverses tangentes à cette coarbe sont Umtes 
également inclinées sur le plan de la base du cylindre y et^ par suite, chacune de ces 
tangentes coupe la génératrice du cylindre sous un angle constant A'MP; résultat qui 
montre que la définition donnée an n* MS rentre dans celle du n* !ii!i6. 

/k5f. {Fig. 940 Construisons maintenant les projections d'une hélice, en pre* 
aant ponr base du cylindre droit sur lequel celte courbe doit être tracée, un 
cercle ABCD dont nous adoptons le pian pour plan horizontal de projection. Soient 
d'ailleurs (A, A') l'origine, et A^A'^ le pas de l'hélice; en partageant cet inter- 
valle A' A'' ou O'O'' en un certain nombre de parties égales, par exemple sei%ej 
et divisant la circonférence ABCD pareillement en seize parties égales AL, LM, 
MN,..., il snffira d'élever par ces points de division , des ordonnées verticales P'L^ 
Q'M\ R'N',.,., respectivement égales à ^j, y^, —,... de l'intervalle 0'(y', pour 
obtenir divers points de la projection verticale A'L'M'N'C'A^.. de l'hélice deman* 
dée {*). Qaant à la projection horizontale de cette courbe , c'est évidemment la 
base ABCD du cylindre droit. 



n Cette projection est une sintuoîde; car, si on la rapporte à deux axes B'X', B'Z\ dont Tori- 
gine soit au point B', et que l*on compte les abscisses curvilignes de Phéllce, sur la section circulaire 
Ikite dans le cylindre par le plan borisontal VX't on aura, pour un point quelconque (E, E'}, les 
relations 

B'F' = sinBE, ^-k; 
ou bien, en comptant les sinus dans le cercle dont le rayon est l'unité, 

et alors, par rêlimination de Tare j, on trouve 

a; = Rsin (a^^x) 

pour réqnation de la projeotlon de Thélice sur le plan des deux axes B' X' et B'Z'. En y jelgnant Téqua- 
lion du cylindre 

jî> + y* = R% 

qui, combinée avec la précédente, conduit à 

y=sBC08Ux^j, 

on aura les trois projections de Thélice sur des plans rectangulaires dont roHgine serait au point 
<0,B'). 
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i6BL iLa <tafi0en(e de Vké^ceistï qb çé\At qikelooB(|M (M, H') s-ofatîeaifirâ en 
prenant sur la tangente, au point M de la baad^/wM Ittbgwuf'MTiégaie à l^cMA 
rectifié (n"" hk9)i alors le point (,T« T') se^a le pied de la tangente cherchée, la- 
quelle aura pour projeclioi^ iXl eiWïL 

{|53. D*après cela, on voit que si Ton construisait ainsi diverses tangentes à 
rbéUoe» les pieds dû ces droites seraient imis «ibuésrsor «œ eoorbe MGSL..^^ pour 
laquelle oa aurait MT=:MA, fi6;;=^BA^ EHi^EA,.^; par cooséipi^ntr, oûUte 
couibe n'est autre chose que 4a dé»eletpp€uàie du eerd\d ABCD (u""' ftttÔ, 20i), et 
c*«sl aussi. la trace horizontale de la surface, lieu des XangMilesÀ Thélice, aarfaoe 
que Ton nomme Vhélioeida dévebpf^le ^ eisw laquelle flotâ reyiendnMS Kmt à 
rbeure». 

, .. ftâft. (Fig. 940 ^ion^ dçmée me kétioe (AMBGDA, 'A'M!CA"C'.,...%nw»er àome 
courbe une tangeule qui ml patallêie é u» pism dûrmé U'VS. 

Rappelons*fi4M]s d'abord qoe toutes les tangentee à VhéMcei fomtiin an^leicoa*- 
.stant arec la verticale (n^'/iâO)., et4{u'«iilsi«Uea60»( respectîvBineDt parillèlee auK 
.génératrioea d'un oôoe de révolution^ é^L TaKe "serait vertical, 6t dont le demi*- 
tit^Q â» o^re esterait Tinclîiiaîaoti <touiiinf» des «langeotes sur ksiarétes du 
cylindve. Pour connaître cette inclinaison, je consCniie ia tattgeotaparliculiène tu 
poini (B, B^D, parce qu'elle sfra évidemneoi parallèle an plan vertical, el aee 
fournira ainai la vraie grandear de Tàngle cherché : je frrendis douceur la tan- 
gente au cercle une longueur BC, égale à l'arc AB rectifié, et,, projetant Je poiaifi 
en G' sur la ligne de terre, j'obtiens la tangente (BG, B'G') relative au point 
(B, B'). Alors, en lui menant par le point (0, B') une parallèle (Og^ B'G'J, et 
faisant tourner cette dernière autour de la verticale 0, je forme le cône droit en 
quesUoQ , lequel a pour base le cercle du rajtoià 0^ Mainteftanl» je oeupe.oe oàmb 
par un plan parallèle à U'YS, et mené par le sommet (0, B') : on sait cenment 
obtenir (n"" 23) la trace horizontale jc 1 6- d^^un pareil plan, qui donne, pour ses in- 
tersections avec le cône, les deux génératrices Oa et 06, parallèleê au plan SVU'; 
par conséquent, les tangentes à l'hélice qui jouiront de celte dernière propriété, 
s'obtiendront sur le plan horizontal , en menant au cercle la tangente MT, pa- 
rallèle à a, et la tangente EH, parallèle à 0S« De tà^ on conclura Jen|:s pr«iîe&- 
tions verticales en prenant MT=MA et £H = ËBA, ce qui fera connaître les 
pieds (T, T') et (H, H') des tangcfntes demandées, qui seront enfin (MT, WT) et 
(EH, £'H'>. 11 y en aurait d'ailieufs uee iofittîté davtfeé paraUèles à ceUes-là, ec 
relatives aux points M'' et E^', M''' et E"',.,. , des diverses spires de l'hélice indéfinie. 

Observons aussi que l'on pouvait mener, sur le plan horizontal, une seconde 
tangente [iB parallèle à Oa; mais cette droite, considérée comme la projection d'une 
tangente à l'hélice, aurait son point de contact en (|u, u'); d'où l'on voit claire- 
ment que sa projection verticale ne serait plus parallèle à celle de la génératrfce 
du cône projeté sur Oa : ainsi il faut rejeter la tangente iJ.B. Une pareille ambiguïté 
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se préMDMrait ^OP Id géuéraArifc& Oi6;: iBaîs;^Heiaq lèvera: toiçeiiiBy m exigenDli 
qtnt»!» fangêoto'tdtla géiiéMititiœ:da eènB'Sodttot fiamileles fiir;le& ddua pfensMiia^ 

â&3w Si ron^dem»!i4aibd0iseiier:àrhéiîce>^iiiie tai^ranle ^» td^paraU^le^A mtê^ 
dtoifê iJk^rkéey le proUène seffitit eÉcgéaétal un possible,, à imoms cfmB^ cptte droitei 
ne fit elle-même avec la verticale un angla é^ .à.l-indifiâfaDD oonmnira de tonte» 
les tangentes de l'hélice sur les arêtes .da cylindrQ; mais si cette condition était 
remplie, alors il ne s'agirait que de mener au cercle ABCD une tangente parallèle 
à ïa^projectioir horfÉontaJe-de te. droite dttmée* et l'on m dédnif art, comme ci- 
dessus „ la pnojeolîon vêrtioafe de* te tangente à Théïîce. 

456; (Piff, ^.) L'BëLICO)DE dépetofpabls est 1» sarface em^eodnée^ par une 
droite mobile et indéfinie, qui glisse sur une hélice, en lui demeumut c^nslaisinieftl 
tangente. Nous appelons cet bélicoïde dd^etoppabta^ lant pour le distinguer d'un 
autre bélicoïde qui est gaucliè et dont nous parlerons plus loin , que parce que la 
surface actuelle sa ttsfhit évidemment («^ tdl) è la eonditton que denx génératrioee 
infitiimenk voisifies se trouvent daiie un tùème plaiK Pour repréeenier graphiqie^ 
ment cette surface, on pourrait tracer d'abord l'hétice 

pnia coQStruiro'Ses (angentes aax dtveus ppints ( A, A^.) , (S> g".)/ (7, rO»* --^ » ^^^ ^^ 
sera ptos coninod^ et plus exaet de^détermiiier ces droites, en ohcffQhanfc dmmé^ 
diatement ieure tracée sor le (Dten hcMnzoutal- de prajactitMi., el ^ûr uu aiiUe plan* 
honzontal o'A''/'' éfeffé,. an^saus du pinemier, d'oneiquanflité A^A^ égàki au pa» 
de k'bélice; paroe:a[Q^alorS'la projection vierU cale do celte hélice 8effa>ibiii»âe>dir60t-/ 
tement par les intcrsectio&B saccessi^es dacea diiler8^^^néralrioe8^ pourvu ^ù'eHes». 
seîent aa^ez mukipIféea^iOr, iléjà>noa8r'savCM& (n^ A92) que» lea traoes faûrcoatàtes 
de. ces droites, sont siloées suf' ta déVeIpppaDte de cercle. ABCDBFi.., que roD< 
conslriiit :eQ prcMAt sur 'iefr tangeBtesr à la: hnËe> du* cylindi^ les distaucéai 

'; ' ' êB = gA, yC=yA, 3D = 3À,..;,\ 

Eiisittld» pêne avvHr leurs. trdceaêiiur Je ptan supérieui: ulA/^ j'obaervQ que |a invita. 
ineoDime {Aû^ AV)v (toisepa; tangente à FbéliQe aupmoti (A», AO» doit iaîiie 4v«f 
la verticale. m eogte déMraimé (a? èdO) pwla reUtioe ; - . 

tangAi'A/iif3»:-7,. eu'biem PF^"ft"' 

or, cemnie*on'af pria A*'A^=-ft, î! en résufteqm AV = 3'7rB, c'eat-êHBre^oePiir-^ 
tervalle inconnu k"a' ou ka doit être égal à la cireottlBrence' du rayon OA, ce 
qui* permel de constrnîre iuMnédiaiement là première génératrice ÇAe, hlcf) de 
^'bélleoîde. D'ailleursT, dans lès diverses pôsttions que prendra cette* dro^mobile, 
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la portion ^ooiprise entre le» plans horizontaax L'A' et a' A'' conaervera une Un- 
fuew mmrUMe, putacfu'ellë aura tonjoarrone indinaiaon constante (n"" {^50} sur 
ces plans parallèles; il en sera évidemment de même pour les projéCttoas horizon- 
tales deces portions de génératrices, qai demeureront égales m longueur A Aa. 
Par conséqnentv si» à partir de la développanle inférieure ABCDEF«.«, on porte 
surks tangentes du cercle les longueurs 

Afl, BA, Ce, Drf, E^, F/,..,, 

toutes égales à la circonférence OA rectifiée; puis, si Ton projette les divers points 
a, 6, c, dy e,..., sur le plan horizontal supérieur u'A^, en même temps que les 
extréflutés inférieures A, B, C, D, E,..., sur la ligne de terre, on pourra construire 
ivMédiateKient les projections verticales 

AV, B'fe', Ce', D'tf, E'e', F/,... 

des génératrices de ThélicOïde; et ces droites dessineront d'elles-mêmes, par leurs 
intersections consécutives, la projection de Th^ice ou la courbe M&yHt'k'TiPi!* à 
laquelle elles devaient être tangentes. 

ft57. {Fig. 96.) La courbe abcdef..., qui est la projection horizontale de la 
trace de Thélicoïde sur le plan supérieur a' A'^ se trouve nécessairement une déve- 
loppante du cercle OA, symétrique de la première AIKIDB.... En efiet, puisque la 
droite Ddd par exemple, est égale à la circonférence totale, et que la partie Dd 
égale Uarc Ad, il faut bien que le reste dd soit égal à Tare ^ttA; et de même se 
est 0gal a l'arceXtrA. Ainsi la spirale abcd^^ située dans le plan supérieur a'A'^ 
viendra se terminer au point (A, A^'), si Ton se borne, comme dans notre épure, 
à con8idél^er. une révolution^ nniqm dé la génératrice mobile. 

1|58. D'après cela, ouj peut aisément construire en relief la surface que nous 
venons de décrire; car, en* prenant deux plateaux sur lesquels on tracera les deux 
spirales ABGOEF..., ébcééf^.^ et en les maintedant dafns une situation parallèle et 
symétrique, au moyen de tiges verlicalea, il suffira de tendre des fils qui réunissent 
les points correspondants A et a, B et 6, G et c, D et d,...; et Tensemble de ces 
flfis rectMigiieB ^eprésientera rbéIfccVde dévelDppable, dont C arête de teèrmêsément 
(««478) seha Vbélice figurée aussi par tes iuiersectiotts consécutives de'ces mêmes 
fils. Si, d'ailleurs, on évide sur le plateau supérieur Tintériéur de la circonférence 
OA, on apercevra (rèa-sensiblement cette hélice en forme d'arête saillante; ce qui 
justifiera bien aux yeux du spectateur la dénomination attribuée dan^ toutes les 
surfaces développables, à la courbe formée par les intersections des génératrices, 
lailPfUa partage, la surface en d^iio: nappât distinctes , mais réunies parun rebrous^ 
semeni le long de cette courbe. . 

i.b^n (^^^''96.) Pour manifester ici cette circonstance importante du rebrous- 
sea^çntt^- construisons la section faite dans rhéHcoîde, .par un plan horisrontal quel*^ 
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conque «X' Y'. En projetant sur le plan inférieur les points de rencontre de X'Y' 
avec les projections verticales des génératrices, on obtiendra une spirale composée 
de deux branches XWX et XZY, placées Tune sur la nappe supérieure formée par les 
portions de généVatrices situées au-dessus de leurs points de contact avec l'hélice, 
etTautre sur la nappe inférieure; et je dis que cette spirale est aussi une dévelop- 
pante du cercle OA. En effet, si le plan X' Y' est mené, par exemple, par le milieu >/ 
de la hauteur A' A", il coupera toutes les génératrices en deux parties égales; de 
sorte que son point de section avec la droite (Drf, D'd') sera tel , que DW égalera la 
demi-circonférence ASk. Mais, puisque déjà la partie D5 = Ad, il s'ensuivra que 
le reste ôW égalera l'arc ôX; on trouvera de même que AX=AdX, et pZ=pX,.,. 
Donc la section XWXZY est bien une développante du cercle OA, laquelle a pour 
origine la section X ; et la forme de cette spirale en ce point, manifeste clairement le 
rebroussement que présentent les deux nappes de la surface, lorsqu'elles s'appro- 
chent de l'hélice. 

{i60. Voyons , maintenant , quelles seront les sections faites dans l'hélicoïde par 
un cylindre FWZp, concentrique avec celui qui contient l'hélice primitive. Pour 
cela, prenons d'abord les points F, «, 9,..., où le cercle FWZp coupe les portions 
inférieures des génératrices sur le plan horizontal , et rapportons ces points sur les 
projections verticales des mêmes droites; ensuite, faisons la même opération pour 
les points ^, y}, W,..., où les portions supérieures des génératrices sont rencontrées 
par le cylindre proposé , et nous obtiendrons les deux courbes 

(FaGZo), Fa'e'Z'o)') et (ÇyjWÇp, S'r/W'Ç>9, 

situées Tune sur la nappe inférieure de l'hélicoïde, l'autre sui' la nappe supérieure, 
et qui seront aussi des hélices de même pas que l'hélice (A §78, A'è'ySf). En effet, 
les portions de génératrices (<pF, ç'F'), (Xa, X'a')» (^9? w' S' ),..., sont toutes [de 
même longueur, puisqu'elles sont projetées sur des droites évidemment égales 
cpF==:X«=7r9 ,.•., et que leur inclinaison sur le plan horizontal est constante. Donc, 
lorsque la droite finie (cpF, <y'F') parcourra Thélice donnée, en lui demeurant tan- 
gente par son extrémité mobile (9, ç'), l'autre extrémité (F, F') s'élèvera de quan- 
tités égales aux différences de niveau des points (9, <?')» C^? ^')> (tt» w' ),...; or ces 
différences sont proportionnelles aux arcs çX, çXttj.-^ q"^ o"* évidemment entre 
eux le même rapport que les arcs Fa, F «9,...; par conséquent, ces derniers se 
trouveront eux-mêmes proportionnels aux ordonnées des points (a, «')> (9» 9')r ••> 
et la courbe (Fa9, F' a' 9') sera bien une hélice dont le pas égalera celui de l'hélice 
(A6y, A'ê'/), puisqu'au bout d'une révolution, les deux points (F, F) et (9,9') 
auront monté de la même quantité A. 
On démontrera la même proposition, d'une manière analqgûe, pour la section 

uyfy^r!W). 

461. (^Fig. 96.) Il est bon d'observer ici, comme une conséquence iouDédiate 

6" édit. 26 
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de ce qui précède, que quand une droite mobile et indéfinie (F 9/, F'ç'/) glisse sur 
une hélice (A6y5..., A' S'y' 5'), en lui demeurant tangente par un même point qui 
reste invariable sur te droite mobile, tout autre point (F, F') de cette dernière 
hgne décrit aussi (n° S60) une hélice de même pas que la première. Mais si la tan- 
gente roulûAi sur l'hélice , sans glisser , de telle sorte que chaque élément de la droite 
vînt s'appliquer successivement sur les éléments de la courbe, alors un point quel- 
conque (F, F') de la droite mobile resterait toujours dans un même plan hort- 
zontaly et y décrirait (n"" /^53) une développante du cercle qui sert de base à Thélice 
primitive. 

462. Le plan tangent pour un point quelconque (9, 9') de l'hélicoïde est le ménoe 
que dans tout autre point de la génératrice (Pe-p, P'e'p')» ainsi que nous l'avons 
démontré (n** 177) pour toute surface développable; donc le plan demandé ren- 
fermera la tangente PV à la spirale ABGLP, et cette droite sera précisément la 
trace horizontale de ce plan tangent , lequel se trouve par là suffisamment déter- 
miné. Observons , d'ailleurs , que comme la ligne Pir , tangente à la développée A ÊXti, 
est toujours normale ( n^ 197 ) à la développante ABCLP, il s'ensuit que la trace VP 
du plan tangent se trouvera perpendiculaire sur la génératrice (Ptc, P'tt')? et 
qu'ainsi ce plan renfermiera le rayon (Oir, O'^O du cylindre. D'o4 Ton peut con- 
dkure que le plan tangent de TliéHcoi'de se trouve déterminé par la génératrice sur 
laquelle est le point dotrné, et par le Tayon du -cylindre qui aboutit au point de 
contact de cette génératrice avec l'arête de rebroussement. 

463. Il résulta évidemment de là que tous les plans tangents de l'hélicoïde font, 
avec le plan horizontal, un angle constant qui égale l'inclinaison de la tangente à 
rhélice primitive. D'ailleurs, chaque plan tangent, tel qiieirPV, contenant ddox 
génératrices infiniment voisines qui sont des tangentes à Thélice, n'est autre chose 
que le plan osculateur (n" 177) de cette cotorbe; et, par suite, ThéHcoïde est/'^/i- 
velojype de tous les plans osculateurs de son arête de rèbronssemettt, -comme ceta 
arrive dans toute surface 'développable (n* 181 ). 

464. D'après cela , le contour apparent de l'hélicoïde sur le plan vertical de 
projection est formé par les droites (L/, L'/'), (Aa , A'a'), (AU, A"UO, puisque, le 
ïcmg de ces génératrices , le plan tangent se trouve perpendiculaire au plan vertical : 
seulement, une partie des deux dernières génératrices est recouverte par la pre- 
wiière, et se trouve rendue invisible par cette circonstance. Quant au contour appa- 
rent sur le plan horizontal, il est formé évidemment pa-Trhélice^AgyaX, Mî'y^}!\ 
quoique le long de cette courbe les ptens tangents de l'iiélicoïde ne soient pas 
tierticaux, ainsi- que l'exigerait la règle générale du n'* 106; mais c'est qu'ici la 
surface présente, pour limite des parties visibles, la circonstance particulière d'un 
rebraussement. On doit ajouter à ce contour les spirales ABCGQRS et abclpqrA, qui 
terminent la portion de surface que nous nous sommes borné à considérer ici, 
avec le soin d'emiettre la partie de la première qui est recouverte par la secofide; 
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et y d'dprès ces remarques , il 8€^a aisé au lecteur de se reudre compte des parties 
pleines et ponclnées que présente noire épure. 

Â65. Développement de thélicdide. {Fig, 96.) Ou pourrait Teffectuer ici, comme 
dans toute surface développable , en partageant une courbe plane ABCDGLj située 
sur la surface, en petits arcs sensiblement confondus avec leui's cordes; alors les 
secteurs élémentaires projetés sur DdyG^EedD, FfeE,..*, pourront être regardés 
comme des triangles dont les côtés, connus par leurs projections, seront faciles à 
évaluer ; de sorte que, si Ton construit ces triangles sur un même plan et à la suite 
les uns des autres, leur ensemble représentera le développement de la surface ^i 
question. Toutefois, il faut avouer que ce mode d'opérations donnerait lieu à des 
chances d'erreurs accumulées, qui disparaîtraient si Ton connaissait d'avance la 
forme que doit prendre, sur le développement, une certaine courbe donnée sur la 
surface primitive ; et c'est ainsi que nous en avons usé pour les cylindres et les 
cônes, dans les n"^' 2{|3 et 25t. 

466. Or, dans Thélicoïde développable, il arrive que toutes le$ hélices ont powr 
transformées j sur le développement, des cercles concentriques. En effet, si nous con- 
cevons l'hélice arête de rebroussement (ASy^.,., A'g'y'y...), comme partagée en 
éléments égaux projetés sur Ag, 6y, y5 ,. . . , il est facile d'apercevoir que tous les angles 
de contingence sont égaux entre eux dans cette ligne à double courbure; car celui qui 
est projeté sur D^C, étant combiné avec la verticale 3, formera un angle trièdre 
dans lequel deux faces et l'angle dièdre compris resteront les mêmes pour tous les 
points de l'hélice. Mais ces angles de contingence , qui changent ordinairement de 
grandeur pour une courbe quelconque tracée sur une surface que l'on développe, 
demeurent invariableê quand il s'agit de l'arête de rebroussement (n"" i70, Mote) : 
donc l'hélice (AgyJ..., M&y'Hf...) se transformera dans une courbe plane, doût 
les angles de contingence seront égaux entre eux , pour des arcs de même Iod- 
gueur; par conséquent, cette transformée aura une courbe uniforme (n"" 198), et 
dès lors elle sera un cerdie. 

Maintenant, pour une autre hélice (FaSZcd, F'a'ô'Z'co') située sur le même héli- 
coïde, on obtiendra sa transformée en traçant, sur le développement, des tangentes 
au cercle dans lequePsera changée l'hélice (A6y..., A'6'y'...), et en prenant ces 
tangentes égales aux portions de génératrices (c^F, ç'F'), (X«, )/«'), (jtQ, tt'S'),... 
Or, comme ces dernières droites ont toutes la même longueur (n*ù60), il arrivera 
évidemment que leurs extrémités aboutiront sur une circonférence concentrique 
avec la précédente : donc , etc. 

467. {Fig. 96.) Pour faire servir cette propriété des hélices au développement 
de l'hélicoïde sur un de ses plans tangents, nous choisirons le plan LL'A' qui est 
perpendiculaire au plan vertical, et qui renferme les deux droites (U, L'a'), 
(^l^a, L'a ), tangentes aux deux hélices projetées sur AêX et FaO. Or, comme ces 
droites devront se retrouver tangentes aux deux cercles dans lesquels ccis jhél;çes,se 
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transformeront, il n'y aura qn'à rabattre ce plan antour de LU, avec les denx tan- 
gentes en question, qui deviendront évidemment LX^et ^cf!'\ puis, élever sur ces 
dernières lignes les perpendiculaires X''0" et a'^O", qui détermineront le centre 0'' 
et les rayons de ces deux transformées circulaires. 

Cela posé, sur la /îgr. 97, et avec un rayon 0,X, égal à la droite 0''X'' de la Jîgr. 96,. 
je décris une circonférence sur laquelle il faudra marquer des arcs qui aient la 
même longueur que les arcs d'hélice projetés sur AS, gy, yd,... Or, puisque la 
demi-spire (A 6yX, A'g'yO/) est égale en longueur (n"Wi9) à sa tangente (LX, LO/), 
nous tracerons la tangente X, L, , égale à X' L', et , après avoir divisé cette droite X, L, 
en huit parties égales, nous les reporterons sur la circonférence depuis X, jus- 
qu'en A, et A,; alors l'arc de cercle A^X^A, sera la irmsformée de la spire entière 
(AgyXA, A'6'y'X'A''). Ensuite, nous mènerons les tangentes 6, B, , y,C,, 3,D^,..., 
que nous ferons égales à i, 2, 3,. ...des divisions de X^L,, et ce seront les vraies 
longueurs des génératrices de Thélicoïde , comprises depuis l'arête de rebrousse- 
ment jusqu'au plan horizontal; de sorte que la nappe inférieure de cette surface se 
trouvera développée suivant la forme 

A,6,y,X,A3U,T,L,C,B,A„ 

dont le contour extérieur est évidemment la développante du cercle A,X, A,, tandis 
que la circonférence F^a^ 9^0), sera la transformée de l'autre hélice (FaSo), F'a'e'o)'). 
Quant au développement de la nappe supérieure de l'hélicoïde, on l'obtiendrait eu 
prolongeant chaque génératrice F,(j>,, de manière que sa longueur totale F,/, égalât 
le double de L,X,. 

468. Nous aurions pu éviter de recourir à la seconde hélice (F aô, F'a 9'), pour 
trouver le rayon 0,X,=0''X" du cercle suivant lequel se transforme l'hélice pri- 
mitive (A6yX, A'ê'y'X')» attendu que ce rayon doit être précisément le rayon de 
courbure (n^ 198) de cette dernière hélice; car, dans le développement d'une sur- 
face développable, on sait {note du n* 179) que l'arête de rebroussement conserve 
les mêmes angles de contingence qu'auparavant, ainsi que des arcs de même lon- 
gueur; de sorte qu'elle garde la même courbure, mais seulement elle perd sa tor- 
sion y comme nous l'expliquerons plus en détail au n*65ft. D'ailleurs, nous verrons 
au n" 676 que le rayon de courbure d'une hélice est donné par la formule 

p=R(i+tang'a)) = -— r-, 

^ ^ COS 0) 

où (ù désigne l'angle de la tangente à l'hélice avec le plan de la base orthogonale 
du cylindre, et R le rayon de celte surface (*). Or cette expression est susceptible 

(♦) Si Ton veut trouver directement cette formule, on pourra employer le moyen suivant qui m'a 
été communiqué par M. Catalan y répétiteur à l'École Polytechnique, Soient MP et PQ [fig. 98) les 
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d'une construction fort simple; car, si par le point Ë' de la fig. 96, et parallèle- 
ment à la tangente L'X^ on tire la droite E'V sur laquelle on élèvera la perpen- 
diculaire i' K\ la comparaison des triangles rectangles conduira aisément à la 
relation 

E'A' = E'K'cos^a); 

d'où il suit que le rayon de courbure de Thélice est p=:E'K'. C'est donc avec celte 
longueur (qui doit se trouver égale à 0"X'0 qu'il faudra décrire le cercle 0^\ de la 
fig. 97; et ensuite, les autres opérations graphiques s'effectueront comme au second 
paragraphe du n** ù67. 

CHAPITRE IL 

DES JÎPIGyGLOÎDBS. 

469, {PL 47, fig* I -) Une courbe mobile xay est dite rouler sur une courbe fixe 
XAY, lorsque des éléments égaux a6=AB, 6c=BC, c(/=CD,..., viennent s'ap- 
pliquer respectivement les uns sur les autres , de telle sorte que le point b arrive à 
coïncider avec B, ensuite c avec C, d avec D y et ainsi des autres. Cela équivaut à 
dire que le lieu du contact, qui est actuellement en A et a, doit parcourir, dans le 
même temps, des espaces égaux sur les deux courbes à la fois; tandis que, si ces 
espaces étaient inégaux , et que le point b vînt à coïncider avec C , il y aurait à la fois 



projections de deux éléments égaux de rhéllce, correspondants au point (P, P') pour lequel le f^an 
osculateur contient (n» 465) le rayon du cylindre (PO, P'), et projette ces deux éléments sur la 
droite M'P'Q' qui fait l'angle a> avec la base du cylindre. Si Ton fait tourner ce plan osculateur autour 
de la droite (PO, P') , jusqu'à ce qu'il devienne horizontal, les deux éléments seront rabattus suivant 
Vm etPq] puis , en élevant des perpendiculaires sur leurs milieux, le rayon de courbure de rhéllce 
sera représenté par P<i> ou i PF. Or on a évidemment 

ap = PF = -^g-, aR-PG--pg-, 

d'où Ton déduit, en observant que PM est la projection de la droite P'M' = Pm, 

R "^ \PMy ""côs^? 

On pourrait aussi rattacher cette méthode à la formule générale p=i-^ trouvée au n» 198, en 

observant qu'ici l'angle de contingence e a pour vraie grandeur le supplément de m P9 ; or on a évi- 
demment 



_ = cos(— ^— )=sinÎE = ie, et PH = i^ = -^^j-; 



d'où Ton conclut 

c/iCOs'(o . R 

ce qui justifie la construction employée dans le texte. 
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rauiemeni et glissement d^mie coarbc sur Taatre; et enfin , il n'y aurait qu'un simple 
glissement, sans aucune rotation ^ si c'était le même point a de la courbe mobile 
qui vint coïiKider successivement avecB, C, D^*... D'ailleurs, ces distinctions s'ap* 
pliquent pareillement à des courbes gauches ^ comme à celles qui seraient situées 
dans le même plan ou dans des plans différents^ pourvu que la courbe mobile ait 
toujours une tangente commune avec la courbe fixe. 

klO. Pendant la rotation de la courbe xay^ un point quelconque m, fixe sur 
cette ligne mobile et entraîné avec elle, décrira dans l'espace une autre courbe mz 
que nous allons apprendre à construire par divers exemples; mais, dans tous les 
cas, la tangente mi, relative à une position quelconque, sera toujours perpe«rfîcii- 
laire à la droite Am, qui réunit le point générateur avec le point de contact corres- 
pondant. En effet, lorsque les deux courbes xy et XY se touchent en Â', elles ont 
en cet endroit un élément commun AÂ'; or, pendant que les deux éléments ainsi 
confondue se détachent, et jusqu'à ce que les éléments voisins ab et AB soient par- 
venus à coïncider, le sommet A reste immobile ^ et le point générateur m décrit un 
arc mm^ infiniment petit et situé évidemment sur la sphère du rayon A m. Donc, 
la tangente mt, qui doit être le prolongement de cet élément mm\ sera bien per- 
pendiculaire a la droite A m, laquelle se trouve ainsi normale à la courbe mm'z. 
D'ailleurs on voit bien que ce raisonnement s'appliquerait de même à tout point n 
qui, sans être situé sur le périmètre de la courbe roulante xg^ se trouverait lié 
fixement avec elle , et décrirait une autre courbe nu dont la normale serait encore 
An. Donc, dans tous les cas, la droite qui joint le point de contact de la courbe 
roulante avec le point générateur , est tme normale à la courbe que décrit ce dernier 
poinL 

Si Ton voulait conserver à la démonstration précédente toute la rigueur de forme 
dont elle est susceptible, il faudrait d'abord substituer aux deux' courbes xy et 
XY deux polygones (Jig. 2) à côtés respectivement égaux; puis^ en les faisait 
rouler l'un sur l'autre, de manière que leurs plans fissent entre eux un angle 
constant ou variable, le point m décrirait une ligne discontinue mm' m"... com- 
posée d'arcs sphériques qui auraient leurs centres successifs en A, B, C,.^,, et telle, 
que la tangente mt au point m serait perpendiculaire sur km. Or il est évident que 
cette dernière propriété subsistera toujours, quelle que soit la grandeur des côtés 
et des angles des deux polygones : seulement, à mesure que les angles augmentent 
et que les côtés décroissent, les arcs niw?', m' m",..., diminuent de longueur, et 
deux rayons consécutifs sont plus près d'être égaux , ce qui rapproche de plus en 
plus la ligne timi'm"... d'une courbe continue. Donc, puisque dans toutes ces va- 
riations l'angle A mt reste constamment droit, il en sera encore de même quand les 
deux polygones seront devenus deux courbes quelconques, par exemple deux 
cercles; ainsi, dans ce dernier état, la courbe continue décrite alors par le point m 
aura pour tangente en m une droite perpendiculaire sur Aw. 
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Epicycloides planes. 

f[7i. PaEUTHR càs^. (P/. 47 9 fi9* 3.) Considérons un cercle mobiJe 0^ qui roule 
extérieuremeiit smr un cercle fixe O , en demeurant toujours dans le même plan 
que ce dernier, et adoptons pour point générateur le poi^t de contact actuel D 
de ces deux circonfér^ces. Lorsque le cercle O' aura roulé jusqu'à loucher i*antre 
en un poént quelconque A, , on retrouvera la position correspondante M du point 
^nérateur D, en décrivant, du point 0', comme centre et avec le rayon O'D, une 
•dneonférence sur laquelle on prendra un arc A^ M de même longueur absolue que 
fare A,D, ce qui s'effectuera en mesurant ce dernier au moyen d'une très-petite 
ouverture de compas. Mais ces opérations s'exécuteront avec plus de rapidité , si 
roQ a eu soin d'abord de diviser la circonférence mobile en parties égales , et de 
les reporter sur le cercle fixe suivant DA^, A, A,, A^Aj,,..; car alors il suffira de 
décrire deux arcs de cercle, l'un du centre 0', avec un rayon 0',M=0'D, l'antre 
du centre A^ avec un rayon A^M égal à la corde D4 du cercle primitif O. Des 
con<structions semblables efiectoées pour d'autres poials de contact A^, A^,..., 
permettront de tracer aisément la courbe DMGF nonomée épictgloide extérieure, 
laifuene comprend une infinité de branches identiques à celles que nous venons de 
cîler, et qtn se rattachent les unes aux autres par des points de rd^roussement tels 
qiïe D et F. 

472, La tangente au pornt M de cette courbe e^era précisément la droite MT, 
corde supplémentaire de MA^ , puisque îious savons (n** 470) que cette dernière 
est normale à répicycloïde. Cette propriété fournit même un tracé beaucoup pins 
simple et bien suffisant pour les engrenages ; car, si l'on décrit divers arcs de cercle 
ayant pour centres les points A,, A^, A3,,.., et pour rayons les cordes Di, Da, 
1)3,..., du cercle primitif 0'; puis, si Ton trace une courbe enveloppe de tous ces 
anxîs, cette enveloppe* sera précisément Tépicycloïde DMGF, attendu cfoe les cordes 
dont nous venons de parler indiquent évidemment (n* fg70) les longueurs des 
normales telles que MA^ , qui aboutiraient aux points de contact successifs A,, A,, 
A3,..., du cercle mobile. C'est la méthode proposée par M* P&ncelet. 

573. On pourrait adopter un point générateur D' situé hors du cercle mobile, 
•mais lié avec celui-ci d'une manière invariable. Alors ce point D' décrirait une 
r^îourbe à nœud D'M'G'... que Ton nomme épicycloide raltvngée, ël qui se constrtri- 
rîait en prenant, sur chaque rayon (V^M, déterminé comme au n* 471, une dis- 
tance ]\Ô!'=DD'. La droite A, M' serait encore (n^ 470) normale à cette courbe; 
ainsi la tangente M'T' devra être menée perpendiculairement à A^M'. 

Si le point générateur D" était en dedans du cercle mobile, la courbe décrite alors 
serait une épicijcldïde raccourcie D"]Vr'G", laquelle offrirait des points d'inflexion au 
lieu d'un nœud. Un point quelconque M" de cette courbe s'obtiendra aussi en 
prenant, sur le rayon 0\ M, construit comme au n' ft71, une distance MM"=.DD''; 



Digitized by 



Google 



'208 LIVRE yt. — QttESTioiVs biVjîïisÉè. 

et puisque ïa dfoîte A^ftt'' sera encore (n° fi70) Normale 'à' celte' épicyclolde,' la 
tangente M'' T'' s'en déduira imraédîalemenl. ' ' ' '* > ^ ,• • 

On pourrait aussi (n* 472) ôe coniefhter de' tracer ces bourbes coûinie Fenveloppe 
de tous les arcs décrîts des centrés A,, A,,' A,,..., avec'leg tkbrrtales D'i, D^, 
D'3...,ouD''i,D^'ii, D^3,... ' / 

474. Deuxième CAS. (Fig. 40 Lorsque lé cercle mobile (V toute dans la conca- 
vité du cercle fixe 0, et que le premier a un rayon R' < |R, le point générateur D 
décrit une épicycVoïde întérieure qui présente la forme DGF, et qui se construit, du 
reste, comnae précédemment. Si l'on choisissait le rayon R^rtr^R, comme dans 
Isifig. 5, la courbe DMFD'F aurait une forme et une équatioti toutes semblables à 
celles de la développée de l'ellipse .(^jr. 76)^ avec la seule 'différence que leè quatre 
points de rebroussement seraient ici placés à égales distances du centre {voyez la 
note du n** 492). 

475. {Fîg. 4-) Épicycloîde rectiligne. Ce cas très-particulier, et fort utile pour 
les engrenages, se présenté quand on choisit le cercle mobile 0'' de manière que 
son rayon R''=^R; car alors Tépicycloïde décrite par un point du cercle 0^ se 
trouve confondue avec le diamètre D''OD qui passe par là position initiale D*^ du 
point générateur. En effet, si nous considérons le cercle mobile à une époque 
quelconque de sa rotation , où il touche le cercle en A et où if coupe le dia- 
mètre D"OD en M , il suffira de prouver que les arcs AM et AD^ sont égaux en gran- 
deur absolue j puisque alors il sera certain que le point générateur, placé* d*abord 
en D", sera venu en M sur le diamètre D"OD. Or l'angle AO^'M est évidemment 
double de AOD^; donc les arcs AM et AD'- sont aussi doubles Fan deTâutre, quant 
au nombre de degrés quMIs contiennent : mais le premier de ces arcs appartient à 
une circonférence qui n'est que la moitié de Tatitre; donc la longueur absolue 
de AM égale celle de AD^ 

476. Troisième cas. {Fig. 6«) Supposons xoaintenant que le cercle mobile 0\ 
qui roule dans la concavité du cercle 0, ait son rayon R' > |R; je dis que Tépi- 
cycloïde DGF, décrite alors par le point générateur D, coïncidera avec celle que 
décrirait un troisième cercle 0^ qui aurait un rayon R''=R— R', et qui roulerait 
m sens contraire de 0'. Pour le prouver, je considère le cercL mobile 0' parvenu 
dans la situation quelconque 0', où le point générateur D occupera une position M 
telle que Tare AM=AD : je tire la droite MO',, et sa parallèle OB; puis, 
j'achève le parallélogramme 00', MO", qui me donne 0"B=0"M = R— R', et je 
trace enfin le cercle 0". Cela fait, il n'y a plus qu'à démontrer que les arcs BM 
et BD ont la môme longueur absolue; or les trois arcs BA, AM, MB, qui mesu- 
rent des angles évidemment égsiux , doivent être proportionnels à leurs rayons, ce 
qui donne . 

BA_AM_BM 
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et puisque Ton a pris R'' + R'=R, il eu résulte que BM + MA = BA: mais déjà 
Ton sait que Tare AM = AD; donc il reste BM=BD. 

un* QuATRiiMB CAS. {Fiy. 7;) Enfiuy supposons que le cercle mobile 0' ail un< 
rayon R'> R, auquel cas il enveloppera le cercle fixe. Alors Tépicycloïde décrite 
par le point générateur D se trouvera extérieure, et chaque branche DGF occupera , 
sur le cercle fixe, un arc DEF égal à l'excès de la circonférence 0' sur la circonfé- 
rence 0. D'ailleurs on démontrera aisément, comme au n* 476, que celle épicy- 
cloïde DGF coïncide avec celle que décrirait uu cercle 0" tangent extérieurement fiu 
cercle 0, et dont le rayon serait R''=R' — R. 

478. (Fig. 8.) Lorsqu'on suppose infini le rayon R du cercle fixe, ce cercle 
devient une droite DAF sur laquelle roule le cercle 0' ; et un point quelconque M 
de la circonférence de ce dernier décrit alors la cyclotde DMGF, dont la normale 
est encore MA et la tangente MT. Le tracé de celte courbe s'effectuera aisément 
par les moyens indiqués aux n^ 471 et 472 , sans qu'il soit besoin de les répéter 
ici. D'ailleurs, la cycloïde serait rallongée ou raccourcie ^ comme au n" 473, si le 
point générateur était placé au dehors ou au dedans du cercle mobile. Quant aux 
autres lignes de cette figure, nous en parlerons au n"" 822 bis. 

479. {Fig. 9.) Au contraire, si c'est le cercle mobile qui acquiert un rayon in- 
fini, ce cercle deviendra une droite indéfinie DX, qui, en roulant sur la circon- 
férence ^ décrira , par chacun de ses points D, une spirale DM'M^^M'"..., laquelle 
n'est autre chose que la développante du cercle (n"" 197). D'ailleurs, comme les 
normales M'A', M" A",,.., sont précisément les rayons de courbure (n* 198) de 
cette spirale, si des points A', A", A'",..., on décrit avec des rayons égaux à Da', 
Da", Da'",..., des arcs de cercle, ces arcs se confondront dans une étendue assez 
considérable avec la spirale même , et ils fourniront un moyen très-exact et très- 
commode pour tracer cette courbe. 

Êpicycioïdes sphériques. 

480. {Fig. 99.) Considérons maintenant deux cercles OA et CA , dont le second 
roule sur le premier, en lui demeurant toujours tajigent, mais de manière que 
leurs plans fassent entre eux un angle constant CAX=Gd : pendant cette rotation, 
un point quelconque M, fixe sur la circonférence mobile et entraîné avec elle, 
décrira dans l'espace une courbe DM... qui se nomme une épicyclûïde sphérique^ 
parce qu'elle est située tout entière sur la surface d'une sphère constante. En effet, 
si , par les centres des deux cercles , on élève sur leurs plans les perpendiculaires 
OS et es, ces deux axes iront se rencontrer nécessairement dans chacune des po- 
sitions du cercle mobile ; car, pour chaque point de contact tel que A , les plans AOS 
et ACS se trouveront évidemment perpendiculaires à la tangente commune AV, et 
dès lors ils coïncideront. D'ailleurs, comme l'angle OAC est le supplément de 
CAX = a), qui demeure constant pendant la rotation,^ il s'ensuit que le quadrila- 

6* édit. 27 
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1ère OACS aura d^x eôtés et trois angles doot la grafvdeur restera iovarîabtei^ et 
conséquemmenl il en sera de même pour tes côtés OS ef CSy dor>t Je point da wm^ 
* contre dèmearera immobile. D'oh i\ résoite que la distance de ce poînl S au point 
mobile M sera constamment égale à SA, et qu'ainsi répicydoïde tout entière se 
trouvera située sur la sphère qui aurait SA pour rayon. 

- b81. En outre, si Ton imagine deux cônes derérofntron, ayant pocrr sommet 
commun le point S, et pour bases- les ceroles OA et CA, il est évident que ces 
eônes auront un plan tangent commun SAV; et, par conséquent, la génération de 
répicycloïde peut s'énoncer de la manière suivante r Si dett» cônes de révoliui^», 
qui ont toujours même sommet et des ffénérairices de même Imrgueur, roulent Cuu sur 
f autre ^ sans glisser, et: en demeurant tangents le long d'une généralriee variable, 
nn point quelconque, fixe sur lu base du cône ntobile, décrira la courbe nommée épi* 
eycloide sphérîque. En effet, on doit voir que, par là, les circonférences des de»x 
bases seront toujours tangentes^ et que teurs pfans conserveront une inclinaison 
constante; et même c^est là le moyen le plus commode pocrr réaliser mécaniquement 
ces deux conditions pendant le roulement du cercle mobile sur le cercle fixe. 

Û82. {Fig. loo.) Construisons la projection de Tépicycloïde sur te plan delà 
base dû cône fixe, en regardant ce plan comme horÎKontal, et adoptons pour plan 
vertical celui qui passe par l'axe S'O de ce cône et par le point de contact A des 
tteux bases, dans la position actuelle qui se rapporte à une époque quelconque du 
mottVement* D'après cela, les deux cônes* seront projetés verlicalemeiil sur les 
triangles isocèles S' AE, S'AB', et la droite AB' représentera la projection vefticate 
du cercle mobile qui , rabattu autour de la tangente commune AY, deviendra le 
cercle A m*. Cela posé, sôit I> l'origine de l'épicycloïde, e'est-à*dire la position 
qu'occupait le point générateur, quand il se trouvait en contact avec le cercle fixe : 
maintenant que le cercle mobile a parcouru, en roulant sur rautre> l'arc DA, le 
point générateur se trouvera placé sur le rabattement en 7?i, à une distance curvi- 
ligne Am, égale en longueur absolue à Tare AD(*). Mais en relevant le cercle A /«fr 
îWtotir dé AV; on \X)itbien'quele point (m; m[) va décrire alors un arc perpe»<Kcu- 
Ittik^ à hk charnière AV, lequel se trouvera projeté horizontalement sitr la droite mM, 
paraHèle à^Ta ligtite dd terre, et verticalement s«r m' M'; d'où l'on conclura qw 
(M, M') est un point de Tépicydoifde demandée. 

(^ Pw» ti<aeor l>âi^nre, ilf €^1 bon de mmme^^et pttr (Ui^œr le <aepele vàûW^ ^ purtiea égBie», 
dô m^eaiin^r.ua^ de ce» jpmrti/ea. au mo^ea de trèsfi^etltes cordas ;. puis» de trauspor»ier cèUea-cl sur le 
cercle fwei ce qui donnera un arc égal à Tune des divisions du cercle mobile. Ensuite, on répétera 
cet arc du grand cercle autant de fois quMl y avait de divisions dans le cercle mobile, et Ton obtiendra 
retendue DiF oceupée par une branche de Tépieycloide, 6Qr!e cercle fixe. Cependant, si le rapport 
49S d$m Ti^u» AO^et G'AôlKatcQzprinaéçarun Dnmbre^eâez siiuple» U.serMt plus ex^et de prendre 
^'abcvd sur le cercle fijLO un. arc DAF, égal à une fraction d^ cette circonférence, exprimée par ce 
rapport; puis, on diviserait Tare DAF en autant de parties égales qu'on en aurait marqué dans le 
Cercle TteaWle. ''••••'• 
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Aft3. Pour en obtenir ua Becon^t il faudra imaginer qae. le cercle mobile a 
roulé jusqu'à venir toucber le cercle fixe en A, , par efxemple: alors, on pourrait 
pe^ommencer, sur le plan vertical OÂ, rabattu, des opérations semblables à celles 
que Aow avons exécutées sur le plan vertical A ; mais il sera bien plus &im{de de 
ramener (ouies les constructions à s'effectuer sur ce dernier» Pour cela^ imaginons 
que les deux: c6nes, parvenus à se toucher le long de Taréte qui aboutit on A,t 
tournent i^imuUanément^ et sans oltanger leutê j^miiêm relatives^ autour delà verti- 
osle 05', jusqu'à ce que le rayon OA. vienne coïocîder avec l'ancienno ligne de 
terre OAX. Alors le point générateur sera situé sur le cercle mobile rabattu , non 
plus en m , mais à. une distance An, égale à rintervalle DA, comprise entre Torigine 
D et le point de contact dans sa vraie position « qui est A^. De sorte que si Ton 
oonstruit, comme ci-dessus, les projections N et N' du point rabattu n y il n'y aura 
plus qu'à ramena ÛA eu OA, , puis à trouver un point N^' placé, relativement à cette 
dernière droite» dans une situation toute semblable à celte de N par rapport à OA; 
ce qui s'e&éculera au moyen du cercle décrit avec la distance ON^ sur lequel on 
prendra l'arc FN" égal à IN. 

Uik' On agira de même pour toute autre position du point de contact des deux 
cercles; et quand ce contact aura lieu au milieu £ de l'arc DKF, égal à la ctrconfé- 
crace du cercle mobile , on voit bien qtie le point générateur se trouvera rabattu 
en 4, qui se projette en B' et B : si donc on ramène oe dernier point sur OK, au 
moyen d'un arc de cercle BG, on obtiendra le êommH G ou la projection horizontale 
de l'épicydoïde s'écarte le plus du cercle fixe. 

Observons enfin que les points D, M, N'', tramportés symétriquement au delà du 
rayon OG « au moyen d'arcs de cercle^ fourniront des points F, M''', N'\ qui appar« 
tiendront encore à l'épicydoïde, laquelle aura pour axe la droite OG, et admettra 
une infinité dé branches identiques avec DGF. 

{i85. Les constructions précédentes donnent aussi le moyen de tracer la projec* 
tien verticale de l'épîeyckâde , puisque M' appartient à cette projection ; et quant au 
^nt (N, N'), qui a été transporté en N'^ sans changer de hauteur, on netrou*^ 
verait bien aisément sa pr^ction verticale dans cette dernière situation. Mais nous 
n'avons pas voulu effectuer ce tracé, dans la crainte de rendre l'éptie on peu eon-- 
fuse, et surtout parce que nous regardons ici le plan vertical de projection seule- 
ment comme un moyen d'exécuter nos opérations graphiques, et non comme 
existant réellement; attendu que sa présence aurait rendu invisibles une grande 
partie des lignes de l'épure. D'ailleurs répicycimde est sufiisanunent déterminée par 
i'intersection du cylindre vertical IMGF, avec la sphère du rayon 5^ A qu'il est 
dfocile de représenter sur le plan boiizontal. 

k86. ùe h kmgmieà CéjpU^otéide^ (Ft$r. ioo.) Puisque ceHe OMirbe est tout 
entière (n"* ftSO) sur la qphère fixe qui a pour centre le sommet S^ et pour rayoh 
l'apothème S' A, le plan .tangent de cette sphère en (M, H') renferuera déjà \^ 
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tAngeote^emanFléet. <f:n$i>i(^«^niQ)e.noMQ.a«oa$ démontré aa n* {|70 que la droite 
(jlM4,ÀMf)i qqi joipt^t^.pcÂTvt g^n^ànalûipr avao 1^ poînt de ^contact correspondant A, 
e4,^npf?i(^r^^aà répicyc|oi4^^.QQMs^ f O.tt^^ (fue la 4ang0d le cherchée 

s^^rqqve aqs^fj^n^ nn.plao.perp^ndiçul^jre àcqlte droUe^ leq^ieipent étmtw^iîdé 
cpnameJa pj^o, itoo^/i^t d'une sj^^èire/qui Quiail 30a oenl^rp eU' A, et pow r^yon la^ 
drQijte (Ai^»,Ajtf')5; m;EiWjCpHe;sdcoflde sphèreeat variahl& de poaition «A de grao^ 
dew, pn passant d'flû poinl; à un ai*rç de Vépiicycloïdei et elle ne Uv% nnQtùutber 
GÇilEte qqurl^e «arec Ifiqq^lle.elLa n'a de cQnoniun qu'uQ 4léi^e«t linéaine» D-aprè$ cela^i 
lepi:ol)|èine;,fe r^dajl à «chercher rioter^ec^ion du plan tangent kia $phèpe Jhce avec 

. i^7» P^Hir y. parvenir, coupqq^ceg denx sphères par leptan B'AV» q^i contient 
^<bfK^ AB'd^ oôneiop^^ile, La ^ecUoa faite ainsi dans la sphère rS^ A sera évidem^- 
ment le cercle AB' lui-même; rabattons*le suivant Amb^ et menons-lui la tangente 
t^P qui y é^nt,rf|lev^, rencontrrejfa J^e plan Itorifesontal ]en P bw la charnière AV : 
dè^Jpr]S. ce poijQit ]E^ appartiendrai la. traee horizontale! du |)lan tangent de la 
spihèreS^A^. et cqtle> trace :se^*a Jia, droite PT noeoée perpetidiûuiairement sur la prlH 
jectÎQip^.OM. du irayoQ*^m aboutit au point proposé (M, M-)« Quant à la fephère 
v^piahle dont :l€ij rayon est (jVMi. AM'), elle eat cm>pée par le plan B'AV suivant un 
grand cercle qui, rabattu sur le plqn horizontal antouii de AVy deviendra iecerde 
décrit 9veç Amppur rjaygjn^ Menops^Jui la langenio 911O (laqiieUe doit aboutir au 
p(9int.6.)r Qt releyons. cella droifte avec son cerole, pour trouver sa trace horizon* 
taleQ SUT lacl^rnîère.Ay ; dès lorsrce point Q appartiendra à la place do plan lan- 
gent de la sphère variable, et c^tte trace s'obtiendra en menant QX perpendiculaire 
sur la projection AMd» rayon correspondant. Gela pasé^ les traces QX et PT des 
deu^ pl^QS tangents allant se conper au point T, la droite TM eera la projection 
hor^pAtale de la tangente à TépicycV>ibde; et la projeetioa vertfcale T^M^ s'en dé- 
duîrairon projet^nble'point T.eor laiigi^ de terre. 

k^^. A^ifîfi^ m^lindej^ C^FjJ;. loo.j) On: peut obtenir cette tangente d'une maïkière 
beaucoup plus ^imple*^ par h prol7odé du plan normal (n' 2t<i), car ici nous co»* 
neissona mmédiftteaient deu^s normales à Tépieyeloïde crfune est le rayon de 
la.sphèiîe< conatanle^imoD;^ dui sommet SVau point (M« M^; Tautre est la droite 
(MÂi* M^ A), d-apwfe coique noms avons prouvé au n* 670. Pftr conséquent^ si nous 
fai«oi»s. passer, un plan par ^s deux ndraMlea^ la tangente. cbemhée devra loi être 
perpebdieqiaM^viet.fies projecléotts sM^ûnt-arnsi déterminées. Or la première de ces 
normales va évidemment percer le plan vertical en S', et la seconde en A ; donc S^ A 
e^t^la^trane vertiçAledapieniiQrBialw Quant àl-antretrace^ iitaeginem^ dans le plia 
naraiql, ttnejdrx:ûte;aiixiliaiBîe(p8R»litèleà £r^A( ses fMrcqœliom ]|ff Ry MR ddnnermt 
la>pQintB^- Qn^le:pence;ife pkrât. iMUtizontal ; et, pAr suites AR sera la trace horizon'^ ^ 
taîte d4 fdaft nofmalL.I>è$:la#s JatMi^ente^à répicycloide s-obtieddraea menatit MT 
perfmdîaiilair^tiir/Ailyietl^T- perpen sqr A6'. « . 
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bdrtaontateide l^ploy«*Md^' è -pour' tangefttes' les' rayons OD et OFi En* effet/ la 
droite ^rarifibt0(AM>^ AM')^ i'teqttell^Ja langèmé'dânë l'espace dsl'toujdurs per- 
pëiid(€fi(airè,étai)t prolongée iiidéfititiiiéht, est' nufe 'iécattlepar rapport àH ietdé 
môUle^ comiKe On le voitpar ^Rraba^lékDeDtAfi^. Or, set^detix poinOfidë sectiëti A 
etm se <;ro^a0t réAnis quand lé 'pôivit de cotttect A du cenôlë mobile eét arrive 
enD, te d^ofte^iiklëflnle rabattue satTafil A iw'*6viértt alors rowj^^itfô au eerfcle mo- 
bile daias le p^int m; W, parigUil^'; t^ngipnte au cercle fixe dans le poîiytI>, puisque 
à oette époque tes dcuît eert^leB sont en oortlaët par îes points ni et; D. Donc là tan- 
gente au point 1) du cercle fixe ))A se trouvera éiro précisément' Ift normale' de 
répkiycloale et^ en 'indtne fewpsr la tme horrzonldle du pltm normal; et , conéé- 
quemn^nt, la' tangente de l'éjMtjycloïde^sèrd pï-ôjwée horizontalement sur le 
rayon- 'ODX-. ' ( .••■•■: •» • -'-" - •" «" •' • •••'••■ i - • ■' • '•'•»" 

QùBMt à<la projéciiorï verticale de cette même taiigëti té, il suffira de projeter sôit 
pied D en ly ewr la ligne de terrov et d'abaisser de «e dernier poiat une perpendîcn- 
lairesor la> trace verticale du* plan normal relatif aupcnntD. Or cette trace s*6btîén* 
dra fort aisânmt, puisqu'elle passera évidemment par le pokit S' etparle pbîWoù 
la ligne de terre rencontrera la seconde normale, qui est, cortome nous venons de 
.le prouver, confondue avec la tangerilë de Ta ro D A. . 

On agira d'oôe manière loute semblable pour trouver les projections de la lan- 
goftte à l'autre extrémité F de répicyctoïde ; et Ton doit apercevoir quechacuhé de 
ces tangentes en D ou en F col^ide précisément »vec la tangente du grand cetcte 
vertical de la spbèie constante dont le rayon est S^ A. 

490. Pour 7e êomtntL de rôpicydolde> qui esl projeté e*i' 0, la tàngenfè sera 
horizontale et perpeiridîcrtlaire a^ ^lan ^rlica! 0K<5^, car ee plan oOMîefifdrà évi- 
demment lés deux normales du n** 488, quand le point générateur sera parvenu à 
l'extrémité supérieure B' du diamètre mené par Je pcrtnt de contact du cercle mobile* 

49t. (Fi^. Too.) Lorsque nous avons cherché (*n' &87) la trace QX du plan 
taBgeni a la sphère vco'hbte dont le rayon est (AlVf ^ AM^), ttous nous sommes ap- 
puyés snr ce qœ ce plan devait contenir là tangentoi rabattue lâuivant Qm^. Or, 
quand elle sera relevée dans te plm B' AV du cercla mdbiie, elle ira percer le plan 
vertical en B' 7 donc B'X:eil1à trace vertioiiledQ plan tangtmt à la spKère Variable. 
En outre , cettte droite doit se trouver perpeodioiitaire kBf A i car îrfost^ sur cette éer^ 
nière droite que] set projette le rayon (AM y AM')mMé au point de co«taotl de ce 
plan-tangent/ .■•-.. •■'•'•. ,'.'>: ■•' . ; . - . t./ .. ■ ;- . 

492. Observons. d.'aiUeurs q^e^ darls les diverses ipositiÔQS'A , A, ,.;; ^ que^pnskid 
I0 point de coailaoïî dû osrde qio^iie^ là fA^qoetten' AB'>de te 4»rele, eur^les plaiM. 
vertieaax correspondants OA^ OA^,..., atim towjMrs 'la même igrandeiir' et la 
même înolioaisott;' de* Sorte qne pour tous* tes pite^s, le triafagïe ï?i5etai*gU AB'X 
restera invariable de grandeur^ et^ par sàite; lestracesXB^ desixTi vers plaiis tangents 
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aox 8pfaàr« variables irmii t<Mit«s renciinlDer la vei^caie OS' au néiDe point Tk De 
ià il résulie qae ai Ton avait à coneklérer on -cène dont le «ooMaet fût en Z\ «I 
qui eût pour base l'épioycloïde sphérique, tom les placfi tels que Z' XQ lai serairat 
taagents, poiaque •chactni d'eux reofermeraii le soaiinct et une taiigente de ia hase. 
En eotre» tous ces plans tan^Bols vleodraient passer successivement par la droite . 
ixe Z'X, lorsque le cône épicycUndalr en tonmant âoloor de OZ^ aïoèoerak en AI 
4es divers poiaAs N'^^ fi, N^'^,... Cette propriété est employée dans tes engrenages 
Qsniques, qui servent à faire mouvoir les roues (TmffUs (voyez le n"" S8â) [^]. 

493. DÉVELOPPANTE SPHÊRIQUE. {Fig. loi.) Loreque ie cône mobile ao- 
quiert une ouverlore telle, que l'angle au centre ÂSB {fig. 99) devient égal à t8o% 
ee cône se réduit à un cercle dont le rayon égale rapolhème SA du cône fi&e , et 
dont le pian est tangent à ce dernier cône; dans ce cas particulier^ Tépicydoîde 
décrite alors par un point iM du cercle mobile, reçoit le nom de développmêe sphé^ 
rifBfuef attendu que la question revient à dire simplement que Ton fait roaler sur un 
cène fisie S' AO un de ses plans tangente S^AY, comme, dans la fig. 9 de ia PL 47, 
nous avions obtenu ia spirale développante du cercle en faisant rouler sur cette cir* 
eonfiérence «ne de ses tangentes. 



[*] Cherchons les équations qai déterminent Téplcycloîde sphérique {fig. 100), en rapportant cette 
courbe aux trois axes rectangulaires OX', OY^ 01\ dont le premier passe par le point de rebrousse- 

ment ix Si l'on pose 

05' = A, 0A = II, C'A = R', angle B'A6 = eu, 
on aura évidemmene 

|»oar réquatlon de la sphère constante, sor Iftqoelle est située répicyolûfdutovt entièro ; de soite que 
cette courbe se troavera complètement définie, en joignant à Téquatiou précédente celle de sa pro^ 
jection horizontale DMGF. Or, si nous appelons a Fangle DOA, nous en conclurons que 

R.a = AD=sAm; dV>ù angleAcm = ^, 

et alors nous aurons pour les coordonnées du point M, rapporte d'abord aux axes OX et OY , • 

a;^0A + AH=:R 4- f R' — R'cos-=^ j cosw, 

î/ = — MH = — Tl'sîn|î. 

ilais pour revenir de ces axes, gui seraient mobiles avec le point de contact A« aux axes fixes OX' et 
OY', il faut employer les formules connues 

a;' =: X cos a — y sln a , y' = a? sin a + y cos « ; 
idoBOt en sabstîtoant ici les valeurs précédentes de 2; et y , il viendra 

{^) ar'=r(R+K'COSt«»)cWlie*-R'COi^C0S«COS» + n'ltfn-g?8lna, 

<5) y' *= (R -f R'cos ta) Bln«— R' cos-g^cos w sin a — R' siii jj? cos a- 

Il resterait maintenant à éliminer Tare « entre ces deux équations pour obtenir celle de la courbe 
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CBMiJU. lU -^ -JXm i^lQTClMMS. SIS 

ft9b» ( Fiff^ 1 oi •) ComHia )a coq rJbe eii qoestîoa est tenst eoiièfe. Mr (a sphère da 
rayon S'Â^.il doffira d&ouiBtraure 6a:prQ}eotiQiihofîz(mtaiei A oetcfiél^ rabattose 
le c«role*niol)He dopilaceaire est aa sommet, (S', 0) y a«itonr de la tangaole AV qui 
Iai>esl^odaiBniD6 aveeila œr^le.fixa; ei.si>r ca rabattemeol S^ preooeBiaa arc An 
égal a Tare AD , ai Teaadof^ D pour Vortginede la dévetoppanle^ c'est-à-dire pour 
la portion qu'occupait, le point gteérateur braqu'ii âe trouvait easi contact aTec. te 
cane fixe. AloramiseDa le Ratbattemeat de c^ poiat générateur quand le contact est 
arrivéen A ly et sa poaitiâia. véritable {M^ M') se déduira aisémeoi de là , en ndevant 
le cerele &^' dans le ptontaugoubS^VV^ autour de la cbaraièreAY. 

Lorsque le cercle laobile aura roulé jusqu'à toucher le cercle fixe en A.^^oa ânar 
giaera que tout le. systèmei toar.De sînuUauémeQt ^ saoe rouler^ aiKtour ds^la verti^ 
cale S'O,. pour atoaeiier le rayon OA, sur la ligoe de terre ÔÂ;. alors ^ en preoaiijb 
l'arc A «.ss DA, , le poiot générateur se! trouvera rabaUu.en n , et proî«té en N et N^ : 
mais ensuite, pour repcnter le cetcfe mobile dans sa vraie posîtio»| on déerira 
avec le rayon ON. une circonférence aur laqoeUejdo prendrarare NN, égal à l'aroli,, 
compris entre les rayonaOA 0t OA, ^ de sorte que N, sera lo point cberclié; On trou- 
vera ainsi DMN.PGQF pour la projection borizontate de la dévelofif aole spàériqne. 

DMGF sur le plan horizontal; mais cette élimination ne pouvant s'éifëetuer que quand on aura fixé 
numérfqnemeot le rapport défrayons K, Bf, elquand ce rapport senc on nombre commensorable^ 
nous garderons les deux équations (3) et (3) qui suffiront pour calculer les coordonnées Jt:' et jr' des 
divers points, en attribuant à a différentes valeurs successives. 

Pour passer de là à Tépicycloïde plane, il suffira de poser cos w = db 1 , selon que le cercle mobile 
roulera au dehors ou au dedans du cercle fixe; et si, en nous arrêtant à ce dernier cas, nous suppo- 
sons d'ailleurs que R' est le quart de U, comme dans Ut /îigf. 5 do la PL hy^ les équations (2) et (5) 
deviendront 

(û) a^ = |Rcosa 4. |îicosacos/ia + |R sin asin Aa, 

(5) 2/' = f R sin a -f { R sia acop/i a — i R cos a sln à a; 

puis, si l'on substitue dans ces dernières valeurs connues 

cosZia = 1 — 8sin'acos*a, sinZia = /isinacosa(cos^a — sin^a), 
on trouvera, en supprimant les accents qui devieimentr inutiîeâ h présent, 

a?2=Rc08'a, y=:Rsin»a, 

Maintenant Télîmination de a est facile; car, en ajoutant ces équations après les avoir élevées à la 
puissance |, il restera pour répicycMde roprésenteedânsla /îg. 5 de te P!.. 4;, 

x'^ + 2/' = R'. 
C'est donc un cas particulier de la développée de l'ellipse qui a pour équatioa 

(I)* -©'='.= 

et ces deux courbes appartrennent à la famille des storoïdes, qui sont représentées généralement par 
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aJTBCj^p i^QÎBlj^e i^qii^l^ ^ (M>fr^nimifior(r\qf, fioîiwi^ éfî*§«ïWi>tawW'b 

plan S''!^y où est silué le cercle mobile, et qui est tai^^(r,4#jfç<^T]^eii4()iimH 

ég^yVe^ç^è^^^^^ 

un rebroussement au point G, au milieu de DGF, lequel est la projectMù;(le\Jai^t 
sïj.ipjv|,a.^|î^\^^^^lçy^e.^^^ g9in4^;^tewTAPf^\\r fte r#i>4ïî9.pQpipte\de.4îelt)e dM'iibn- 

slp/ice,, .H Jftflt ip}p^ip.9j;, 1^ pfipRç. j^ipérij^rer 4uiiç^p^ S' A^S profoegée fgftqu'àttJe 
jq^a;0|le,^jçûtjfe»:fqj^^ 

xierclQ,fl>(j.^le ^îfBê.trpqîV^fq^nsïiinîRlftft.'yay^^^ 4piwh^iàJa toi» les «deux 

nappep dji ,ç49p>nSAxiV)^pt.MP^^g^iW^ratricç i^ai^e .3^. di^wèdrie! dcf ce cercle S'^ç djoù 
il résuUe.ijue, pepdajï^-qif'un peçl^in^^rc Am de ja.pirçon%6i^ce nJolj^MerôulB sur 
lft,V^§e|j iq(ëj;ie;ijiTe,du,c^qe, ,lVo,rfJ^ mélue: teraps^^nr 

)a.)bftS{3 supjérie^e ^ . et ^ . /pqséqneiiwe^l' ,. Wt^V^s® Je, jpc|i|i t jgéi^rtteiir ^m ^afc ^mv^ 
aftnjiji.H^U f!if(-s^..covr^,îj). gjeitrjp^yo,^ oantacliaiwa «eite to8e*BiipérJeuf©>-etu'fcy 
produit un rebrousseflfiqql.lïçatà.fwt 44wllq!oe fi^vçc ç^l^ii qui aviût eu -lieudu poihf 
de départ© sur.lî^ Jja^e,j»jféçîjeaxe dn i?âçQ. ÛViaot avx.autces lignes que renferme 

qçUe épw€|^,.pQ«s (çp PwieriW6»m , . : , • , • 



CHÀPltRE ni. 

.497. Troïwer IHniersçcUon de trois 8piière$ données* {Fig* 102,) Adoptons pouj? 
plan horizontal celui, qui contient , les centres A, B, C, des sphères proposées, et 
décrivons les grands cerples qui sont les traces horizontales de ces surfaces. Alors, 
si les circonférences A etlB se rencontrent aux points D et E, il est clair que le oerde 
vertical, décrit sur DE comme diamètre, sera Tintersection des deux sphères A et B; 
tandis que les sphères A et C se couperont suivant un autre cercle vertical projet^ 
sur FG. Maintenant, si les deux cordes DE et EG se rencontrent en M, on pourra 
affirmer que les circonférences projetées sur ces cordes se coupent eflectivement 
en deux points qui seront projetés horizontalement en M; et.cçs ppiuts de l'espaco 
se trouveront évidemment communs aux trois sphères en question. Pour achever 
de fixer la position de ces points ^ projetons-les sur un plan vertical qju^lcqpque XY5 
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CHAPiTBB tïi. ^^ ibJi 'tii' i^t&ms 'iT'tii - ptrauidbs. âft7 

^ rabattatli le cercle 1]@ aiMtcm/ dé' son dMtairèf l-is bdriliofatat ; et iiVàht rbrdon- 
Diée Myti i cédé droite meMié^éiridëbiinèht'Ia bairteur de Vtxû deâ points cherchés 
au-dessiis da plan'iiorizontat 1 4odc , en prènAttt àa-dèssus et au^dessoùis deXYléâ 
distaiiced ilT et llir^; égaler à M»h; ont oblieéd^â lés prôjecdodà (M , M') 'eV{1il,W) 
xjeadeuv peint» dettrattdéd..'^ 

/i(0§« Si r<m avait cherché rinte^kectioti' des deux sphères B et C,ob aoralt obtenu 
«U'oerde vertical doni^laprôjectioA'HK aurait d A nédéssrairément passer aussi par 
le point M; d'oè Ton peut conclure ce théorème de géométrie plané : 0<<^'>d^^^<^ 
4ïircmtférence8 tfeteéeê dùns un même plah'se coupent deux â deuar^ les fdhà de 'section 
mrrespMdanti se itouveni sUués nt des cordés qtd passent toutes trois par un même 
ps/ktt du plsm: 

kl9%. Construire me pyramide ttim^nlaîre dont tes six arêtes sont connues de gran- 
'deur. {Fig. loa.) Ott tracera d'abord , *ur le plan horizontal , une des faces ABC 
de la pyramide, au moyen des trois arêtes données qui se rappottént à cette face; 
•Dsoite CD déterminera le ^ealriètaiel sommet (M, MO en cherchant, comtoe dans 
le problème précédent , Tiiitersectioii de trois sphères qui auraient pour centres les 
pointa A, B, Gy et pour raydns' les longueurs des? trois autres arêtes assignées par 
la question. Il y aura évidemment dettx pyramides èymétriqnes l\ine de Tautre^ 
ptiiaque le dernier sommet peut être placé en (M, H') ou en (Hi^W); et d'aiTleurs 
W trouvera , par les méthodes du livre I^, tout ce qtii peut intéresser sur les angles 
plans , les angles dièdres , etc. , de chacune de ces pyramides. 

500* Cirœnserire une sphère à une pyramide îtianguhAre' donnée. {Fig. io3.) 
Soient (A, A'), (B, B'), (C, C), (S, S') les projections des quatre sommets, sur 
deux plans rectangulaires , dont un renferme la face ABC ; si ces projections n'étaient 
pas données immédiatement , elles se détermineraient comme au problème précé* 
dent Le centre de la sphère Qhafch^^,4ey^Qt,ê^^^ égale distance de ces quatre 
sommets, se trouvera à la fois dans lès deux plans verticaux FO et GO, élevés per- 
pendiculairement sur les miUeHX des arête» AB et AC; dduc ce centre sera quelque 
part sur la verticale (0, VQf) , intersection de ces plans. De même , il doit être con- 
tenu dans le plan élevé perpendiculairement sur te milieu d'une troisième arête 
appartenant à une autre face , telle que (SA , S'A' ) ; donc , si Ton prend la peine de 
construire les traces de ce plan, ainsi que le point ou il ira couper la verticale 
(0, l'O'), on obliendra le centre demandé. Mais comme ces opérations seraient 
un peu loùgueSy 'à moins qu'on n'ait eu le soin de choisir le plan vertical parallèle 
à Taréte (SA, S'A'), on pourra ordinairement les remplacer par la construction 
suivante : 

Avec le rayon OB , traçons le cercle circonscrit au triangle ABC. Cette circon- 
férence appartiendra à la sphère demandée, et si elle est coupée par le plan ver- 
tical SD parallèle à la ligne dé terre, en un point (D, D'), on pourra dire i^ue Ip 
droite (BD, S'I)') sera une corde de la sphère, parallèle vu plan vertical; par con- 

5* édit. 28 
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«éifuent ^ le etrAveêe €ett6.'BÉi^eerd6i^rif'étrfi>8iMi6 «bnft te ftimiCI/ étotfé p kay e» »* 
. ^icnlaineoneiiifiarflerTnnieè décrie cerde. Or ce'planva^wd^rte'mi<titiirk),(^.yl^^^^ 
tio pcuttt (Ov<y) ;îdo»c«leet là'le»œii*Fetle4a sphère ie^^qiieBftHiw 

louant •au imyéo cte'CdtleefièiàFe^ qiri 'est 'projeté «sur (OHyO'B')^ m •b liew i rtt o 
véritable longueur en le rabattant parallèlement au plan verti€ol<^ifMÉftl<(Oév4)'é')< 
idcmc, lÂidtts pointe eè 0^ iaveo^m-Tàyoïi é^l àO'l^^ «Ni<iéork /doKx oèrcfelÉi^ ce 
derottt les 'Coatouns flfipBfnmès ^deMa ^bène/denBunlHlée, qui M iaitifii faBiiiplétemeBt 
«d^eeraméfesdegrandeirr et de position; ' 

56t. iBHaerire line^hèrè dan^B nwtf yyvnai? Ag .irkinpiitame^. th m nâà . ('#'j$r. i«4*)ci)lilrv 
DOB8 ODCore'Ie'pteii d^tme-^d» feèee ASG font" te plan Aonootttelv «t«ott(fi,'S<)'fe 
sommet sîtaéhors de ce plan. Si, par Taréte AB, nous menionB un ptab'qiiiiijivi^ 
ski en deiiK'parties égales Pjm^lb dièdre foraié par IfS'iatïçs SAB eK^AC;, (^^au 
Mêseetear penfermeraiit imdexnmmit tcfm ies poifats de i'^spaee qai sont «à éf^ 
distance de ces detix; faces ; <don« la «sphère demwtéde^iqiri dote loocdoior dkMmt 
-de cellefr*oi, acrrait «wn i^enti^ô sihié tiéenBSBahrâicnii nfom ee pten iaîasecAeditj^tte 
Dilême, deux autres plans hisgeetetirs menés sttivant les sn-âleB AG etBG, ^rnsh- 
tlière à diTÎsfer en dewx parties ^les »kïs ao^o» dièdres jq«r ^nl ces 4roi4es ^onr 
«rrêtes, conttendrsriettQimsilecentiieoheri^é; pm^'Oimséquea^ 
leï'seblîon de ces treîs f]flaâ6'bîs8ecieiirs,'C^est^è«dire au somtnëi â^hp^trMâéiikVé^ 
Heure qûlls fbnuerft «vec da ba^e ptiknitire AIBC: atiiM le ^qiiestiidn mt Mmenëè 
à trouver le sommet de oMte ïionvelle pyraioide, en bien Ite irots arêtes qtfi^ 
ahodlisaerrt- * ' 

Pour oeïa , ihesurom d^Sbond t^angle dièdre SABC, ^en le coipant par héi pim 
vertical'^, perpendiculaire à AB, ^ra^battons 8wr le|)lan vertteill la sedwii 4rfflsî 
faite, laquelle de^-rendra é\^îdëtemeRt TangleS'D'fl; <5i3ttstruîaP5ms de tnéme leê 
angîeis yE**!! et ^'F^H qui weètirent les tm^ dièidres AC efftC , ^pms diviï^èDS ees 
trois angles pians chacun par moitiés , ab moyen des^droites Wi , E'^L , f'S t flfkro 
ces trois 'htssecl ri ces, ramenées dans' les plat>s véftftaox^, SB, Sf, appartiens- 
draîent au'X faces de la pyramide inlérieore, qui a aussii'poar base le triaitgte AIG. 
f^âr'Con^qttenl, si Ton coupe^ces bisseciricesparun pJan borfeoiîtal<qireloènque X' Y'i 
tM ofe»icndra trois points d% è'\ /, qui, ramenés en d^ «, (Ç.,app8ri*l»enwir0iirt ^èla 
Section triangulaire abt faile ^ar le pîan X^Y^tdansia pyranrideiwtérienrerdtDttcoe 
tnirngte fliéc est maSntèîîiant facile à tracer, puisque «es'tnois céi1és.A)ivont être étî-f 
demment parallèles à ceux de ABC. Ators, si V<m tire tes dwHes Jta, Bb^ G«i, •« 
seront tes «rôles tolérâtes delà pyramide iiitériBfire,el;'énesd€fvroirt aBer se»ocittper ' 
en un point unique 0, qui sera la projeclion horizontale du cisntre de JaiGfMre 
detrondée. 

Quant à te projection vertîcate O' de ce même centre, elfe s'ietotiendra en pro- 
jetant le point sur l'apéte CV de la pyramide inlérieare; ôt le rayon de ia «pbère 
sera là perpèwdionlaire O'ft' «baissée do centré sar la fsice inférieut^e. ©om5> 'en 
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itmpmk a^fièc ecMe dr^taiO^R": éwKK: «neloa «dm* les cButnee Mieot .en* ev 0', <m 
aora left}p8ggp<4uHi(r<tori»&plià^ . . . i. ' . 

9CML SI Fou déeûoiOOiivâMre'Ie&paimsil^ contact (fe cette spbèrqa^ae Les foev» ' 
latéraiw^.<m> p««9naifftcilttine&ti<s^6truire le^'U^aco&da.plBRâQdétiAi' q^iii coDiioiit la 
faM'SAC par atten|ptoMNiiii, w a&aÎMara (topaUit (0 , dM) ma parpencKcubare 
sur ce plan, par la méthode gén^ralei dAS' b? d&*. Maiâ«il seva hÎQa pdisi ooort dtob- 
sw¥Opqiii>ttii!pla»peqMMiiciilàkeà AC', ot mené par le^poiniO^ couvrait la^ sphère 
e*liBi<faaa^(A)C8ai^9^ aii! grand) OBvcte e* une droite qui lui seraîU bajiigenteç dTaitv 
lawfsv Qatiedroite^rahattiie aarla^pilaa vortioal, aaiour d»((>', O^Rf),.deviendk:aèlr 
éndamaiâiit parallèib à S'B^'. S» dono*, sana Iraeer- cette parallèle^ ens a}!»aÎ8Be;àu 
fQÊDL& wrayon penpaodioukiresQr S'E^^ ee rayonrira conper le contouff.Yentical 
de iaflpfaèr&aniatt peiafcqui.aara la^ rab^toment du point.de contact: chercha '^ ei.il 
sera Taciie ensuite de ramener ce point dans sa véritable position* 
' 50B..(jr{9w Do4.) Les consiijléitaitions employées au. a'' âê&peaveni servir a ré- 
sinidiTe>O0.pMh(èiBe g^éral ; Tnguvw wm 9phèr^ qui smt iangenu à quatre plan» 
donné». En effet , les qnatre faces do la pyramide^SÂBG, étant prolongées indé&ii* 
amal, ftwinieront autour das aséles AiB, AG, fiC, trois» angles dièdres extérieurs qI> 
su)ifilémM|aires;d%'ceux/qiie nous avonseroployés;ci-de8sus^ et ceq nouveaux angles» 
aQf)9nt poup meswes S^D^^B', S^E^C, S'F^'CDooc, si Tbo divise ces^ demierseuï 
daoK paitties^égalés^y pardesdPoitesqiMCOQperoQt.leplanX'Y' en^des• points ana- 
logaesà df, e^ f ^ on poni*va combitter troia à ti^is ces divers pointa pour former 
plusieurs triangles, tels que abc; et ceux-ci conduiront à divers centres ,. tels qtie 
(0^0^). Bar exemple^ adoptbns la droite D'M^ qtii divisé* par moitiés Ttingle ectlé- 
jiaur&W'V,, et quitrenccMUralAplan X'Y^ a« point d% que Ton ramenai^ on rf sur 
lo' phin horiBontal; puis^ oonsevvona iœ deux aociott points^ e ôtc^ ; alors nous* 
obliandaomlei triangle ra^' 6'' danllessommets^, él!antjoinla;ttvtec'A, B, Cyroorniront 
lapKHat (O'^, &") pour le centre d.'une spt)ère qui touchera Iti face SAB en débam 
délai pyrainèie prùnkvce, bemifa qu'ollo sera tangente; auix, troia antres faces prOf* 
longée» à drorle de^Si^B;. De ceMa manière » ontnouvera généralement Aut^* sphènes 
taBMpalsa^axquatfie pians mdqfinixqui contiennent les. fax^es delà pyramideSABG; 
oai*v ea déngnanl par «> a^ a^ lesarois angle» diàdre&inii^ineur^^ et paroa, ui^ (ù%. 
les^tM^ist.angtfis dièdma e^an^iiacçd, quj oniti pMr arâtos les côtés. AB ». AC , B£ ^ on. 
poorrit évidemment adopter,. |ioiij; oentk*e de lài sphère demandée » le poiat d^inter^ 
sa^ian-dea ti*eÎ6 fimwibiafecimvM qx^ dLviaecont. las angles dièdre» compris dans 
dn<CQail|iiwm«M«i¥éiileB.r 
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A^nk Hdglw^ftd^wetiW ùU^ mèimjavéle^tçouMne^ fiftv6)(; .ët'4îi^'«iil{ëiiÉiiB»,}a93»iiiiii>fe 
des solutions pourra devenir moindre» suivant les inclinai80ii»'dè9)qaaims|dBi^ 
'tktMBièd. Cletli6^i<|ûë«tîoh cM isuihlogoe 'âa ijproUèflieidé ta;géot]Èiôtjaeplaiift, dalbcie- 
qttt^oti pi^poseidd trouver un cërd^iquisoèt t^agiMI à «roisrxItottesrQoiiUBelïJi:. ' 

'!.''. -Dé0igfÉoii»:4es jAliiUs-don^ésipar Av>R,)Cv^Jiqr8^iiifiagw r0ÉpejQl»v(»BD 
^iftljnomnîk lK-^i'pàp'^\,^'Si yiÂ\Ofê'ipSi itnagiiiaBl QDe<épiièrd.qin^ît!âOD oënti^ 
<«i A él j^mr risly^eAla diétanee)^, )efpôii)k4;0 (levj^i^dieàiâaqtââtrbùifetecpielqvb 
|MrC sdr Ml scrrflice^de <€ette<Bphàre»; ^H^sera/paraiUèBieQt! aiur detfx.)«iilr8s aphères 
^i4iùl^aièMi|efifs<bebire6 en^Bv Ôi e«ipO(if ifayerBCitlesnlDàguettrcrÇ^'r/ c parlcoslBéi- 

2"* Si Ton désigne à présent par P, P^ F' les plans donnés» et pard^^^ d'Meiirs 
^telaày!!^'ab «point incdnno a>i eé 4eniiw tdevp» élne,a* Ia>ibi8 daB6)tiK>is>)^ans 
pf^i p^V i^p^tiKiVemfilit paMtèlès è*P^ i^^ P'^^fiftt(ék>igQé»4B «vKv<ci.dBlq1ta|l^é^ 

éfï livré' I^/ ta v^ctei^libn' se 4»étftiira à troifver rinlerseâtion.idet taroîa.f^ao^cûnn 
iiQft,'f>ro^làme'tfud*l0 ie^idut sanita^ â^ résofUdrô^ Obsenroiisa^ii&etaïaiit^e^ 

comme <è pMi p^ (isfrièxQniple; {wurra élne ineoé à^te^disiân»^ aoitMaa^dftfMMifh; 
Mil «i3Mieé#t>ti8 de ^P^' il^y a«ra^rtsl ftqir «otofîdifi^ pdw la pontîo» d». pûinft^de* 

mandé Jr, .^o.•M^v^ c^l ^V^-^^^ î; ^^ O-^» A; Viv -^i». -îr» ;•; '^-r ^.: , V* 

3^ S^tit Mitf^; 'B^ e lr(fig dttôfté^^dMtiées, fdontlesjioiatÎDqQaaiuiaEiert éloi- 
gné tleaqoatflftéd dii ^ ^i Si l'mi^Mft^e an cyliiidi-è^ai^rèrohitiqtt quiaii panr 

-axe4à liftim A , e^ peili^ fi^èiMt ^^6^îe tia^ cercle dm Ydpali u-^ .cette aturfam oylin* 
dmrae Wtdiètiàtar ttétèasaifieniietait )ê[ pcttal â^. De -mémej eei poinÉiser ivoioreka ^auadi 
sur deux autres cylindres de révolution» quiMrôM)^ait afxbielponrvasiokis Ajctr:?, 
G et yi pârebd^uefW; ta qu«sUoii'Mt' réduite A trodvér tooBïlnpûiMa-coAiiiuns 
ik^ dâë'trdfe 6^ihdre& Or» en ^Tif^posant qticf ^les iri^eeft horiztnitataë ^ aek IrmftM* 
fadë^Ioéft éte lièttéli^ités icbmfne ni(Hië>afllo09rexp)iqpw^^lu8tu»-'iiiiiry auta^.^I^ 
<(iC^ ^Qt^df, pbf to^MâtbôdèF du i/' 2K8j 4a courbe ii'iiitensectîôiiidir.îcyKiidrû, A 
aveé'ter^yli^i^'By fMiiè ^tte^^&è'éyttdd elt09«l:c»d»fsloQiirl)€B» ilut^povc- 
rdiÉVisereô'c^pët'iaà'plîsâ^iitattë^i^^^ attwAii^ué; tes; tnoisjàÉrfiaoQa «onfe éi(i- 

^ ddnnneiit dd^^bcotid bëgrë » Ibrbat tietiMllrefiàTr leari; itefooirèB Jaaidi^enm^pti- 
sifSoi&qiJief f^é^'ttvdiMé point' détn^ndé o^j ltèuceftnar^oi»érviQMà>qMe»;f^ 
les [ioftftSr Waiiitiènt «ôWmuhs mt deû^ edurbes ' ^àos Feèpteioe» il iia âaÉdra Jjwfb- 

^të; ^àrittflèè -Mëlibtas/dèëNdtdit piHijebtbfiâ^hcnii^Hilates^ gaa^to^^ q«iicor- 

respoî»dft]«t è^a^^ mr te plan .vertifiai ç o)edtràtdilre:^ œs 

p o i nt s d e v r ont ê tre d e ux à deux s ur des porpondiculair as à l a l igu e d e ter re» JDL'ail* 
leurs oa pourr«i^o«iiilDet)i(érifibalitHiv'JûODétetffti^^ 
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oyttiiilreft)IB^etifi ; te^elle d»vlm «B0Mre)qf>ae$6r}; punie» fbïfï\Aimm(tmw]w% fili^9t( 

cyliiid9etirepFé90DtèDa\>fl)ur dHKXipia(É0;<}0rpr!Q(|e0tiooM Tiam^ l*liii^4)qiiNr^f9t}ia'pe^ 
(:àF, A^F )l.i^&b.faiBantttourMr^ceae d(k]itei4Mito«ir yleVlax verlioa^vA^v |>oiir slorra- 
battre parallèlement au plan vertk)al^>eUed^iMdra i^A^A)f!) Vi«tls«iPi$(iArsmlîpq 
oîraBhàre> daieyiiadM^fie^pfbjett^ ^gatejjà:u^(^t per- 

peBfdôcolaréisoruA^/i^ijfiono l^iooiitDor (appateM du pjliodri^fQi^ AMurpiipa^fte^ 
drpItesG^K^ HKL^^paRiikèteâ/àiA'//1, atlai(tqpce.UQrâo0iiteid9>^Uie'aiHrfec^ Asm 
lafpèeftienaotaeiie.'seiia' ttii8ttiBps6.Qyaiitrélvidennitc|Rrfpimr'g;raiKt)«)^i4^ 
V^L Par cônsé4aBalr^(tt't*ilirfai»ènw>ieat^ K^ çl\Uw^^}^dM^4vf^ ^^t^etr^ 
fttrpdDéRulake^JlvAlra3t.^(s«el€mi.kia^^ i^eilipç^i^tlivwAt laq)}9i)l^i)lQiPyiH¥in^ 

primitif coupait le plan horizontal; de sorte que.ll^e(^«^rb(»,Mv^i9W9b0iaw 
rile^ô eonstruuB^ ;j .- u.-. *...[) .^.uj , > .i ^i -î /) w.j tfT-.vmî »'. ^n- î^'>f) -ro'j «^ î- 
. «596^ aîUiia^rfRfâmr. (^),'plâra«mM «Miipa^f de n^^ntffgwtive^h mWKh d'orne (ça^^ 

carte; ^diàe^nt m^àd (frai$ire<insÈmmMt prefnf€i4-ww^}pr^ti^m9hi^*(lu^ .gmr 
ftmtéêr^ génA fmfikàphmêu QmtemMdfii^w^ nOÊfi qéHen h Matik$^ Sir^tMfiur 
taiM*tiii0 Ai)/««iitNe fefioJMaixtf ^$Ai.€tiiifiiU4rmt>i^h^o$(}ei qui ûm»^k4yc(f^fi9l»i;^ 
c^eit-à'dire sa hauieur axi^denus de la êurface de niveau. , ^ ' h i>.o. 

' i»'Pkmi:/W pointe dp .tenr«i9.iMiv|iitfa4'<iMM>miEm^ pféc^sQt^M {aiÇ#Ptev et 
f]pvisaroafe|kes|ilo8(VTâsiadvt-fbgâQieiir)eo;<^^ (Mis, jd^ot det^^aif^mofoêttia 

soient pas àia même baiiAomr.f|iieloivpui9Til obQAv«r»iQ9 aogleQ for|ti4aip$r ià'yier* 
tîsafle'el)lea>vayoQ6^v}ipelB dtngésà) cee tooia |K>ioii9»/Mi^.i^*apiièS(^MHaiw»te.i(^^ 
valk)te^'ilifis«nm->réao«drahfc4|M0iÀW4r!n.^ <'\']\>.u\ »-. ^^ftr.r >-.; a- ir- 

^' Btt effBt^ iioaimonê A/Bv fi lee lirriiàfHmla t«ib^^ d«ntf jt :^()98if^q)^t^tta 
IwrÎBontadea Mr teàoarta^iatî doM ilponm imoatr^rl^s i»9ojaetfpAp/^^ a» 

moyeaiîde'tedrs cBlea*' 'PiMqia'tt;oaoiaH.;r;Wgl^ 4fn»â^paciîla'iKwtip%l^ fttnpctfvije 
Yayiwtïroel dirigé ara |l«Ét^A{^:il c««i)lAl9iQ4siJ?aiig|fltlwri«^f)«r .l^^MéiiM^i^ 
aveeta;Tertîdale:éleTéë>aQ fmatiA'} «ac^âOrttégi^gMMt'M iQ9NirÛ9PeiiA9;t^nt«rre^ce 
-qm aat eonmnairiePrioiVoeÉdwfiLiffiii^e^^ 

égionci âifdeob flieoiHroib iiiidi»Qr%)e^«NMt«^ àJwte, eirpif{a)fmy)do«|i toi'afWWfet 
BBÎlaBai |HMt,Ai ;<hMrt^r'Mj^8i)it<TOntipa)t^ et)4(mtfir9»fi[)q f(|i^/paffil*(fii9.^tufiaii;la 
« droflta^éaâ'aArite.aoU égal à< riai^)i]|baeis^é,[^9 (pMé^mû«Q(«9inf^ 
tof fawp /-eHeMporietaipap àfttayiMtif iraat idi^îgé^ awi Hpi^^t A^ri»ti PO jWj pW mwpPtifWir 
te popt dd>la*«t8riDQ "s^amsl^ *;iniwi «lie pi«<»ièws«|rfe<»<jwr^«4é 
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laqwûUii se tMM^iii«/le pôiQtdènaDdé.'Sa ra«iQMianlr'|owii>r:i^<dfeuK WAiesi poioto 
B y C, comiDe pour le preioter, )e point demandé se trouvera efïsam\9Êt^émsLjm^ 
tffWtsmiaMaoooîiiiiaBfàt bases, circalaûiesy dBoA.le8.a&e»iamQiillTê€li4auii9» doMiUss 
soioimto sevonl w% ))Oflit» fi^ C, et pqirr dmcoik» dbsqiœUea l'auçte fojcmé par 
l'axe avec la génératrice sera* égal à raa^.fovoiô par k VBnUoàld aivee le rayon 
yàsMiA correspûDdaot Là ppinU demandé eeoa donr en méme^ tttnt^ a«r tne» bot»» 
faeaacQoicpteSy déterminées «de forme et de:pe&ilion^ et^ pae conaéqibeall, dnstlewr 
ÎBleraectioii. commune. II. ne s'agit doai&: plu» <i|.iia da eonatk-uire, d^^prèsika â/mr^ 
néestd^ kt qoestion^ les pirojeclions borieoaAaJë^ et vectîcales des iQleraeciiQBS.de 
onisois sorfocescoosidérées deux à. deux {^)\ lesiiiiéesaactiQQB â» QSS:pro}0éftimis 
donaerooi les projeccious horizontale et verticale dis point demandé> el^ pa^ ccm- 
aéquentt^ la pasîiron deoeipeintaur la cartey et sa llairtev au^ddasiiB oai aundeaimis 
dea points oban* Vies, ee qui détermûiena sft cote. • 

» Cette solution doit en général produire huit points qui satisCoali.ài ht* qneBr 
tion ; mais ilsara fa«ilaiàvi'oiMervaAe«r.4e»«tislHi9ii0iv farmi ces hiMi&poiQis,.oaàii 
gû eoïaoftdë aye«r le^. pmi^ d|» la staiieQw IKabord, il« pourra tQiifatMS s'wnuw ^' 
le\9uÛDtid6)k}Stattcm<est ai»--da8aMiOu.àui4wo du pkan^fttbppase^pairlaBxtaois» 
poitrts ohp e s iiéau . Saipposoa» <f u^ m péri ot s^ifcait^ dcsaM tdh ptoi^ de» saoMnsta^ di»^ 
cène&ç.U.sevAiasÉtoNBéi k négliger hw bramolMB des kterstelivnsidas^sprfefie&coi»^ 
qfiast<|«i exiatenbau-dtssows de -ce 'p)an,^.par Ift le nombre* des pcâiite posAibtas^ 
SM^. Déduit à4|iiiilre> : €e sasatt la-.mètaip oboM sî t» poiof de la}Slâtid& étaitatt 
contraire placé aunlessous dut ptoik BnMftev piirmt ees 4|«»fitre^ pcuatav^ s^tts^eiis- 
tMt Ifraflv ^ wn^MnaUra famiBmeai.oeiufcdpDii lu position; par nafpott:aa& tr^is 
sMwieliSf^ «st/kt méiBd> qua celia âui point àm là stalî'on par rapport au» poinà^- 
obsennésk'»)' 

:liA7^ «XiM atazsJiaramM ékuuleBméme»qHe^dû9H la ^e9tkmpréoéd0mei^:amc*0Me' 
seule différence que Cimirumeni nesi pas garni 4e fie à j^omèi, de mmtâna «fan Ai^inii^k» 
(mee. im ^feriictdè ne pulseent* p9$ éùm meêunés^ em dmnanik êhcemf^aeUHHfféimeurf smns 
qÊâUenkitsWioMk dêu^tni^ ««r la;caHe^lwpo$kkmdu point m il eHeUquïUtditûéeeiafeeeB 
de cej^Qtnt^ ée9it^àHArB\soiit4léeatiùiiwa^dm$u»4é\U*nwf^ iem^ b^ 

pvintK^lay'mr^ eeni'mpfértis^ 

îK Aprôs avoir cbaisÎF Uadapoiiils du torvain qài ssMpt? marqués^ dfiHKii mamèsoi 
pnéciae sur la ^carte, etisi», que. le para* de^stadaa n»* scnt.pas àwo eii& dtnsiliai 
inèmeplaas l'iogémeuiimasoreralos trois angles qiss lorowQt.antna eo&ias cajous* 
vibnala dkngés «à. oas<tross) points ; et, aQ^moyen^detoettO/SBale obsevvaticnit iLsan^ 
an^életi d0«é9Oiidm tai 



0) VJ Mc i pa e< <a tt4ai4wy>da'Q»iftitoc<i;a$tq»^ 

en les coupant par divers plans horizontaux; car les sections seront des cercles, dont les centres se 
projetteront au même point qîiê le sommet, et dont les rayons se trouveront marqués sur le plan 
vertical. ■ . • \ ' . . ' \. . j 
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'>» fin èfM, ^v Yiovi^ii<ttnait»iysiA ,B, G'^és «lim pointe ^bserviës ,'M<sî ea lébirap 
•pese'jokitsT^r ^esl^rois d^OllésAlB,' ©G; €A , riBgënfeur ^«ra teaprdjectfens htn'i^ 
'«HifMe^ 'éetésér(fi^É*t«dèe^ «nr Hry^rte*; deltas, mi moyerydes t^erted Aes troi6 
points, ii aura les différences de hauteur des extrémités' de ces *drd?ies : 71 pourra 
donc avoir la grandeur de chacune d'elles. 

» (Fig. io6.) Gela posé, si, dans un plan quelconque mené par AB, on conçoit 
un triangle rectangle BAD constqiaîtvur'ABiCQmme base, et dont Tangle en B soit 
le complément de Tangle sous lequel lé c5fé'AB a été observé, l^angle en D sera 
égal à Tangle observé, et la <^rtwi<êt^m?e fle *c^(Aé ilécrite par les trois points A, 
B, D, jouira de la propriété, que, si 4Vimi ^nt quelconque de Tare ADB on mène 
deux droites aux points A et B, Tangle qu'elles comprendront entre elles sera 
égal à Tangle observé. Si ^doDC 4m -conçoit q4ie -1b ptaindu 'cercle tourne autour de 
AB comme charnière.^ TarG ADB ^agendr^ra une supface de révolution dont tous 
les points jouiront de la même propriété ; c'est-à-dire que si , d'un point quelcon- 
ifîre de celte surface, ^M mètie éwx d«>i^€fs aox poitils A »et B , ceô^er?eôs fbfme- 
TOfrt entr^eïteô un «a^te ^aî à Tah jfte observé. Or il «est 'évident çoe lès poJtfts ^e 
c^dUèBorftide deTévotfntiofi sont ks Beats qui joutasenl die cef(te"{]lrt)prié(é; Uothc la 
fFaffee^|)aBsera par le*pDiai'da t«tsta«km« SM^on raisbtiat^^ laméiire HMmière petfr 
tes dedX' aniros dr^Mes* BG> CA , :oa a»ra deuK aatres sifrrfo<ees^ rérv^itron , sQf 
tAaeané ttesqu^mes Betroiavera le (pëiat de>)a 'sMHati : ds poifit sera 4dtone «n 
iDéitre temps '^rr Htrois surfaces ite réft^tolioii diffléreirtes, déterminées de rotme et 
de posïiroB ; fl «ena don^R ton poîfit de l««ir kiterseciion 'commwne- Aîndi , en coim 
strnisaat les pnogccftoasIioriKmitales et-veiticalesdes iritersectîonsiéte ces ^rois Mir* 
ftK)w, 4)(9mi(t6fé(â deux à deafx , 4es points eà les projecftiôfts se eodperont eUea^ 
MdaieB toates trois, seronl les pixyfectîotis du point qui satisfait à la question, d * 

®08. A la* vérité, si , pour ^éfitect-uer ws cfortîtrocftions paria loéthode du n** S3S , 
fm adopte le plaiî da tHtfngle AIÏC peor le plan horitsontal de Tépure , et que Von 
*nge le ^plan verlkirt perpendfctilaiwmentà un des côtés, AB^parr exempte, xm 
n^'Obtfendra ainsi que la projection An point 'demandé isrur le plafn ABC , et sa 'liau^ 
teur an-dessus ou au-dessous de ce plan ; mais , comme ce dernier a hii-mêane tine 
position tîOïinfré par rapport à la surfece de niveau à 'laquelle tous tes 'points de 
te (»ttie sont ràppoflës , il sera bien fbcile de retrouver erjStfîte la projection de la 
alaVîon sar le plan mlèiÈe de la cai^tey m^a'badteiir au-dessus de ceplan; 

^OB. 'Obserrons crassi que si 'ron t^oofl^t^soudre ce problème analytrqaemettt, 
e» •cotobroairt les" équations destrofe* surfaces' de tévolatityn' décrites' par le& arcs 
àV6 , SBC , CFA , on ^Iftiendrait beaucoup de ^olulÂons qui sermift étrangères À 
h^qmstîon, carrfawMysetiesépareraitpaaîaTi^pedécftte par l'are ABfc, tie celte 
qWô éécriraiitrarc Atfé-; matSMctne seule écffratîonembrassefaH tïesdett^ Yiappes à 
laihis. Gepenéant, paisq'u'îci les angles conppris entre les rayons vifeuéte sont don- 
nés par Tobservation , on sent bien qu'il n'est pas permis d'adopter indifféremmenl 
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raqglç^ADB^ au,$pp,a^ppléInpl^f A/<P,.Ptar Ç9fiséqii««l,.xnp djûw#> 4w8-4w. opéra- 
tions graphiques y négliger entièrement les branches de cour^efif. ft. l^as; pfttntii»^i|î 
seraîj^t^ fournis .par ^^ nappe^. r9upf^p^»ffiire$ ,, j^ngfin^r^ par I4, révat«tifln 46b 
trois ai;çs A(/B|^.^<?C,eV;Aj£^,. •...',,;'.. .• ..t- •• . .. , «.. •: : .-. ■ «=:• '• i.' •.•! 
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LIVRE VÏL 

DES SURFACES GAUCHES. 



CHAPITRE PREMIER- 

- ■ NOTIONS O^NfittâlBS «OH EBS. fifÛlîrAtlBS iQAUCHBS. 

.^10^ JjO^l^ ]9s surfaces, qipji fieavent i^ie c^i^^év^ pitf' > JB^Ovvomeofc d^^ 
ligue droi^,8«wt d.^|gn^9,.gi^ôrateQMWt sow h HQi* ^^dURFâCEs RÉcauÉf)», parce 
qu'on, peiit j^videoia^wt les «xéçutar mr nu cûrpstsolide^ an «oyea d'nae rlyfe^ 
a^aptage q^.i en rend l'n^ge très^fréqiiept dans \» arts; noaia^ift d^t les partager 
en deui( cl^s^es bffia d^»tmc(6s, selqn qvek loi. qui dirige la auraveinaiL delà ^é* 
«ératrice i^ecliligne satisfait, 00 no|i« à ia oonditian , q«ia daux positions conséca- 
tives, d«i ladrioii^ l:ooi)îJ^ soient §i(uâes ddus un môme plaa. Lorsque eetiaconditmi 
est ren^pli^, la sarfape f églée e^ ^aTJstWMME » et ua iHéma pkw la toncbe tout 
lelong. de la g^éralTicey coninne' tk>u& ratons prouvé, aux n~ i?£f et 177. Or, 
tout ce qui regarde la 4éternainaUoiv^4tt plan langônt, là construotion des géaiéfa-^ 
trices e|. le dévaloppeoïent d'une telle surface, ayant été sufiisaamient explîqaé 
dans lesii\Tes, précédents) et notanianent par l'execaple général du a* Ifii^i nous 
ne reyiaQ4rons plus snr ces question»; ^ ici nous nous eocaperona sealeaieot des 
^y^FiMCE» aAuçHfi^.y q'eat-à-d^re (}es surfaces engenérées par uneéroite qui se meut de 
tfilJle$orteyqiie 4^ux positions, om^écutipes , quelque rapprochées qu'on les siqvpoeef 
n(ssontpQs.dansunniéme ptlm^i 

5ii. (Fig. 107.) Ayant. d'indiquer diverses, maniàres de réaliser la condkion 
précédente y nous ferons observer qu'il en résultera toujours qK^ïélémmi super fi* 
cié/ indéfini en longueur,. et compris entre |es deux, généra trices, iafinôinent voiaiBes 
G. et G', $era lui-même fiKi<fc/ie; car,. pour tpu|es les CQurJbeaA» B9<G,...,qu9 Ton 
tracera sur la surface , les.élémant&linéairea^LL^ MM^ MNV*., qai sont des droites 
ayant chacune deux points communs avec G çt GV ne pourront être situés dans 
un môme plan dès que ces ,d9u^ |;énérairices n'y sont pas. En. outre, comme les 
tangentes LL'T, MM'U, NN'Y,..., qui sont les prolongements de ces éléments 
linéaires, se trouveront ainsi dans des plans différents, il arrivera nécessairement 
que les plans tamfentsGUÏj GMU, GISV,..., relaiifs aux divers poinhs L^ M, N,..* » 
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Mtl^ D« 4à^ il Tâ^teètiëèliid 'que$ ^^^^^ plan tel 

queGLT, quoique véritablement (ait$reni en L, c'est-à-di^TeùférMaiii V^ fângeîiteg 
à toutes les courbes tracées sur la surface par ce points devient /^c^ntd)Uistou^ 
lès autres points qui lui sont communs avec elle; et son intersection se composera 
d'abord de la génératrice GLM dip-jnôi»«|pyti i'one seconde branche passant 
parle point L, et qui peut étr^ reciiligne dix curviligne y suivant la forme de la 
surface gauche en question. i^' > '' ^ "^ ■'■ ^^^ '' ' -^^ 

513. Voyons, maintenant, de quelle iinanière nous pourrons réaliser la <;ondi*- 
lion (n*5i0) qui caractérise les surfaces gauches. Si nous assujettissons la droite 
mobile à glisser seulemeuiî Myàméi^Ào^mâcSà i^lMidk^rbes directrices A et B, 
invariables de foro^ let. 4<^, pf^^f^ ^ le jgifmwm4/if^ ç«Hft:idroite ne sera pas 
complètement déterminé ; puisque, pour chaque point L choisi à volonté snr Â, 
taf^ôâéwiriM/reeiil^iie pouri^ir^pi^iidr^ ,^ siioéés lout^s^ sur 

bieèiietqnUraiiaft^eiir.badeBv'etpMrsôffiiBl^f lè^^ L;Derâ ^eôtfrbés' ite^^ttf^ 

fifleçlNdoôic>as.pow diriger l^rai)iiveiâent^'ûnë'droiie', à tAtoin^qn'on d*imp(y!3ë) 
à priùitLy^ la cOiiiiditM& 4}ae Ja sttfftice engendrée éoit ^dé^ttfppaké , côËitûe onVet vit 
B*rt8Q ; mais oeltBcoiiditiûD eM ^(Mém&âiiëtki que^'nbuë vyHrioTM écamr ici. ' 
• :{Mgv i-ojj. )> A^sMfMis9^ti8 rdénio la étàièe^mdMle àglîàsér consimment sur trois 
€mrbes^dirècificeii\Ai E, G^ et nôus^aNons'Voir qiie^^es condîfions *sufiissëni' penr 
r^ler oompléleaieft^ le moutenient de cfeflte génératrice; En effet, ëi Ton imagine 
4eux Côtes qmrauraieiktpoiirsOnsmelcoBltËrtin lé ^oint L-prib à volonté stir A, 
e^.pQuriiasâSv llnaiatdurectricetfry Fauti^etia dJrediTicéC, oin podrra aisétbônt con- 
^«irq les traoGSi.de ces finrfaced' coniques sur un dès plans de projèfclion j et en 
jaignan()«6 points^le secliofi^do ces deaH trMes avec le sommet commnàn L, on 
obtiendra hm ouf^in^ieurs droites, mais mmmbrefliki-^ qui, <;omib&*6liMN, s'ap- 
puieront évic^emmâDt vmr Iqs tpois oourbes' A , - B , , pnisqu^elles 'Sèr6nt les inter-^ 
sections des deux cônes passant pat^ Bel pm* C. €€» droites seront fondes positions 
déterminées que doit prendre la génératrice mobile, lorsqtt*îeM glAMant suf A, elle 
arrive au pointL^ et pour d'autt^s {KMntè'U, l/,;.'., "on* Wstruira seml^ablêment 
lespQsiiidfDadeoeMegéDératrice* ' 

Au iîau dlemployer deux surfaces ooniques , dont il feut chei^cber les traces, il 
serq qu^quafQÎB.plus comnodede construire l'intersection dti preûiier côneLBM, 
«vec te cylindre vertical qui projettera la- directrice C sur le plan horizontal. Par 
là y on obtieadrii.afieieoitrbe auxiffaire dbntlft rencontre avnc la projection verti- 
cale dieC fera oofinaUreJq point qu'il facA joindre avec L pùtir aviôirnue position 
^e la gô^ératriic», 

dl/|4: D'ailleurs, la anrfaceaittôi engendrée ierogratté/i^ en ^éf al; car, lorsque 
1^ droite mobile paiera d'an^ position GLMN à une autre G'L^M^N' infiniment 
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voisine, elle pourra élre censée gHsèer ser les trois toa^ecrtes* LT, MU, NV, tqpiî 
ont, avec les directrices, les éléments communs LU, MN-, NN't donc, »•«» 1a»- 
gentes ne sont pas sitaées toates trois^danB un seul et môme plan , les deux gêné- 
ratriœaG elG^ n'y aeront pasnon plus. Or, pour que ces tangentOB œ troavaBsent 
dans ua même plan , et surtoat poor que b même eirconstaiioe «e reproduifitl à 
chaque système de points (L, M, N), (L', M', N^r (*-% M", N'Ot—, sitoés trois à 
trois eo ligne droite, il est olair qu'il faudrait faire uo choix toni particttlieF dans 
fai forme et la position des directrices A , B, G; par con^uent, M général, tû sur' 
face décrite par une droite mobile qui s appuie constammeni mkt irais amrbeê fiwe» tm 
gambc. 

Mais une telle surface peut oflrir une ligne êinguHire , le long de laquelte il etis- 
tera un éléDaent plan^ indéfini en longaeor; c'est oe qnt arriverait dans 4e cas oà, 
pour un certain point L, les deox canes dônit vous avoos parlé m ntmoéropréeé^ 
dent auraient leurs traces tangentes ro&e à Tautre. Alors, la génératrice menée de 
L à ce point de contact pourrait, sans quitter le point L, glisser sur ta tangente 
commune aux deux traces, et elle décrirait ainsi uu élément partieolier qui seraH 
plan. Cela revient à supposer que les de%x tangentes ttU et NV sOnt dans un 
même plan ; et, à plus forte raison , en serait*il de même , si les trois tangentes en 
L, M, N, se trouvaient daas on plan unique. 

M5.. CTMMnaoïDE. (Fîgr. io8. ) On désigne ainsi ane surfoce on fa droite moMe 
G doit. glisser constamment suréeux courbes fioces A rt B,-^» demeurant toujours panarf- 
lèle à un plan donné P, que Ton nomme /e phm directeur. Pour ooastniîfe ici les 
positions de la génératrice, il suffira de couper les combes A et B (n* 233) par 
divers plans parallèles à P ; et eo joignant par une droite les deux points de section 
de chaque plan, on aura des lignes GLM, G'L'MV-m Q^î satisferont évidemment 
aux ûonditions imposées à la génératrice* Lasnrfaoe, lien de toutes ces droites, 
sera encore gauche er\ générai, parce que les tangentes LL'T, MM'U, sur lesquelles 
s'appuie la droite G lorsqu'elle passe à la position infiniment voisine G', ne se trou^ 
veroat pas ordinatrenftent dans un même plan. 

Au reste, ce genre de surfaces gauches rentre dans le pvéoédenl, lOrsqu'oo tm»* 
gine que la troisième directrice G est située à Tinfini dans le plan P. 

516. Dans toutes les surfaces réglées, on peut remplacer les coarbeadireelrices 
par des surfaces éirectrUes auxquelles la droite mobile devra être taagbato. Par 
exemple, si i'oa assigne icae raarâ^ A et uar smrface S pour diriger la généralrtoe, 
uvec un plan P auquel oeUe droite aiobiie devra rester ;parallèie, oa mènera par 
chaque point L pm$ sur A,, un pian parallèle à P, leqael 'Coapera ia sorfaee S so^ 
vaut une courbe à laquelle on coaduira des tangsntes partant de L; ee seront bien 
là des positions de la génératrice demandée, et la surface réglée ainsi produite aéra 
en général gauche. D'ailleurs^ elle iouehera S tout le hmg de b^ courbe formée par 
les points de contact «, 6, 7^..^ ^ des faageotes dont bous vmons déparier; car, 
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p6ur la surlaee j^ucbe cottime pout la Mrface S, le plan. tangent i^nfermera la 
géoéra&rice vectiligile et la tangente de la iX)Qrbe aSy qoi est commnne aux deux 
snrCaceft* 

. Si Ton donnât deux rarfeoe» S et S' avec un plan directenr P, on couperait ces 
sorfeoes par divers plana parallèlea à P, et Ton mènerait une tangente commune 
aoK deux sectioBB produites par chacun de ces plans sécants. Ce serait encore une 
des àurfaœs nomfflôes oylmdrmdeê. 

M7. Lorsque la surface réglée n admet point de plan directewr^ on peut encore 
raniplaoer une ou plosi^urs des trois courbes directrices A^ B, C, par des surGaces 
auxquelles la génératrice devra être tangente. Supposons, ^»effet, qne Vcm assigne, 
• pour diriger le mouvement de cette droite « les courbes A et B avec une surface S ; 
ponr chaque point L pris sur A , il faudra construire deux cônes ayant leurs sommets 
communs en L, et dont Tun aurait pour base \a courl^e B, tandis que Tautre serait 
errconfeerità la surface S (n° 3ft8) : les ÎDlerseclions de ces deux cônes, qui seront 
nécessairement des droites» fourniront les positions de 1& génératrice lorsqu'elle 
passe par le point L. Quand la surface S se trouvera développable, il sera plus 
court de lui mener un plan tangent qui coupe les deux courbes A et B en des 
points qœ Ton réunira par une droite; ce sera bien là use position de la gêné* 
ratrice. 

Si Ton donne une seule cc^irbe A avec deux surfaces directrices S et S<, il faudra 
combtœr ensomble dçux* eônes oif conscrits Tun à S, Tautre à S', et dont le som-î- 
met commun seitait en an point L de la ligne A, 

518» Lorsqu'on assignera ù^ais surfaces S ^ S\ Sf'^ auxquelles la droite mobile 
devra rester eonatamment tangente, la construction des diverses positions de cette 
géawalrice sera lieauooup plus lalK^rieose ; mais on y parviendra en ramenant la 
question à Tun des cas précédent». Ën^effet^ si nous connaissions tme droite G qui 
touchât la surface S en un certain point «, S' en a\ et S'' en a" ; puis, qne nous 
fissions glisser cette ligne G«a a^ sur les deux surfaces S et S', en rassujetlissant 
d'ailleurs à demeurer parallèle à un plan directeur P, nous obtiendrions, par la 
méthode du u"" 516^ une surface auxitiatre Z> qui couperait S^"^ suivant une certaine 
courbe «"6"/ passant par le point a", et à laquelle la droite G serait nécessaire- 
ment tangente en ce point : car G ser trouve évidemment dans le plan tangent deS^', 
et dans c^lui qui touche la siuface gauche 1 au point a. Par conséquent, si Ton 
commence p^r co4Eirtraire la surface auxiliaire 2 qui a pour directriées S, S^^, et le 
plaa.P;, puin^t si Ton détecmine son intarseotion o^iSY^ ^^^^ '& surface S'', il n-y. 
aura plus '(|q'à mener à l&^coiirbe /'6V ^^"^ tangente qoi soit parallèle au plan P,. 
et cette tangente sepa la position d'une génératrice G de la surface demandée qui 
a poor divectrioe S, S^« S^- Pour obtenir d'aïUires positions âe cette généralricei on 
fera v^iriep la dirociioii du plan P. 

510. Oa ^eulp encore dhriger le mouycmeiKt de la droite qui eocpendre «ne sur* 
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face réglée ^.jQivasçii^n^nt deux courbas dlreciriôes A et B, avec la condition que ta 
gét^érafriffèpou^. l'uffe d'elles sous un angle constani et donné ; ou bien , que ta position 
de celle généralrke comprise enlre A cl B conserve une longueur fixe. Oh peut aussi 
f?ire ^liçser la flroite mobile le long d^ une seule courbe A tracée sur ime surface fixe S, 
à taquetle la, g^fiératrice devrait rester nqrmale , etc. , etc. Mais toutes ces variétés' de 
surfaces réglée?, pour lesquelles il sera facile d'imaginer un mode de constructioifi 
apj)rpprié aux conditions q^ue.chaque problème imposera , n^ofTrent pas assez d'în- 
tér^lpoçu: que. nous les discutions en détail ; et, d'ailleurs, elles ne forment pas, 
au Jpnd» dep genres vraiment distincts, puisqu'on peut toujours les concevoir ï*li^ 
menées à celles du n"" 513, en' adoptant pour directrices de la droite mobile trois 
sections faite? à volonté dans la surface* 

.5tî0. .Pour compléter ces notions générales, nous ajouterons que, par*n[ïi les 
CY^.lî^oROïDEs , on dopne le nom particulier de conoÎdes aux surfaces gauches qui 
admettent un plan directeur P avec deux directHces dont une est recâligne : Tautre 
directrice peut être une"fcourbe ou une surface. Le cono'ide serait dit droite si la 
directrice l'ecliljgne était perpendiculaire au plan P (voyez n'^SOG). 

Lorsque les deux directrices sont J'une et l'autre des droites, le'cono'fde prend le 
nom de forabçUnde^ hyperbolique^ ow de conoxde du second degré j parce que c*est le 
seul dont l'équation ne s'élèye pas au-dessus de cet ordre. 

Enfin, lorsqu'une surface réglée, qui n'admet pas de plan directeur, a pour 
directrices trois djrqiies quelconques, elle reçoit le nom A'hypçrboloide à une nappé -; 
cet hyperboloïde et le paraboloïde dont npus venons de parler se désignent encore 
simultanément sous le nom de surfaces gauches du second degré , parce que l'analyse 
montre que ce sont les seules surfaces de cette nature dont Téqualion ne s'élève 
pas ap delà du second ordre. Nous allons commencer par considérer ces deux 
ge^pres particuliers, qui offrent des propriétés fort remarquables, et nécessaires à 
cônnattrQ pour étqdier les autres surfaces gauches. - 



CHAPITRE II. 

DB L'HYPBRBOLOTiIB A UNS NàPSV. . . 

521. [Fig. 109.) Nous appellerons ainsi la surface particulière engendrée par 
une droite mobile A , qui s'appuie constamment sur trois droites fixes B j B', B'', non 
parallèles à un plan unique ;, et dont deux quelconques ne se trouvent pas dansùh mémo 
fifan,\paFpe qu'il ser,a démontré plus loin (n'*535) que cette surffefce est identique 
avec celle que oous avons déjà désignée sous ce nom au n'BS. Là Cbnslrtrctîôn 
des génératrices s'effectuera par le procédé général du n* 513, qui deviendra ifci 
très-simple, puisque les surfaces coniques auxiliaires se réduïrortt'à' des plahs. 
Ainsi, après avoir pris un point arbitraire L sur la directrice B, on conduira 
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par ce point deux plans d^nt rpn passe par B', et Tautre par B'^ ; puis , en cher- 
chant riotersectioa de ces deux plans, on obtiendra uhe droite. ÀLMN, qui Vap- 
puiera évidemment sur les trois directrice^ assignées. On arriverait au nième ré^ 
suUat, en construisant Fintprsecùon de la direclrice B'^ avec le .sei^l plan mené 
par L et ïa droite W\ et jçn joignant ce' point' de' section aii pôînCL. Ce procédé, 
appliqué successivement à dWtres points 1.^, L^,...^ de la droite B', fournira les 
diverses génératrices A, À', A'', A'*,..,, de l'hyperholôîdè en question; et comme 
chacune ne peut évidemment occuper qu!*one position unique, lorsqu'elle passe 
par un point donné L ou L', if s'ensuit que fe mouvement de la^'droite mobile 
est complètement déterminé par la condition de s'appuyer sur les trois directrices 
assignées. 

522. Cette surface est nécessairement gauche; car deux génératrices quel- 
conques A et A' ne pourraient se* trouver dans un m^me plan , qu'autant que les 
drpites. B , B',, B'', dont chacune a deux points communs avec A et A', seraient elles- 
mêmes situées dans ce plan unique; ce qui est contraire aux èdndllions formelle- 
ment imposées dans la définitiojçi du n* 521, D'ailleurs/ ce raisonnement n'exigeant 
.paç que les deux droites A et À' soient ici infiniment voisines, comme on le sup- 
pose pour une surface gauche générale (n* $10) , il en résulté que, dans Thyper- 
boloïde, deux génératrices quelconques ne sont jamais dans un même plan. 

523. (Fijf. I lo.) Si , parmii les trois directrïcesB, B', B*, que l'on suppose n^être 
point parallèles à un plaix unique , il y en avait deux qui fussent dans un même plan 
B'CB", la droite mobile A ne pourrait satisfaire aux conditions imposées que des 
deux manières suivantes : i"* en passant constamment par le point de section C et 
^u gVisss^nt sur B, ce qui lui ferait décrire le plan CDB; 2*" en tournant dans le plan 
B'ÇB'', autour du point D où il est rencontré par la droite B. Donc, alprp, la sur- 
^ce décrite serait le système de deux plans qui se couperaient. Mais cette variété 
de l'hyperboloïdcy qui est analogue au cas d'une hyperbole réduite a ses asymp- 
totes , ne présentant aucune recherche nouvelle, nous continuerons à exclure 
dorénavant l'hypothèse toute partie uliew - qqeiieux des directrices soient dans un 
même plan. r . , . 

524. (Fig, 109.) L'byperbotoïde à iitie nappe jouit d'une propriété mm re- 
marquable, et fort importante pour la détermination des pians tangents aux sur- 
faces gauches générales : c'est qu'il admet un second mode de génération par ia 
ligpe droite , dans lequel les premières génératrices deviennent directrices, et réci- 
proquçment« C'est-à-dire que , si Con fait glisser une droite mobile sur trois quelconques 
des droites A, A', A'', A"^,.... que qous venons de construire , cette nouvelle généra- 
trice^ qui coïncidera évidemment dans trois de ses positions avec B, B',^B'', décrira 
une surface identique avec le premier hyperboitnde , tartt pour la forme que pour la 
ppsition. Mais avant de démontrer cette belle propriété , nous rappellerons deux 
théorèmes connus de la théorie des transversales* . 
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5%. Lemme P'. (^Fig. m.) Lorsque, dans im* triangle ABC, on mène une 
transversale quelconque PQR, qui, en coupant leurs trois côtés ou leurs prolon- 
gements, fornie six segments , le produit de trois Segments non contigus est égal au 
produit des trois autres segments; c*est-à-dire que Ton a 

(4 AP.CR^BQ— AQ.BR.CP/ 

Eo effet, menons la droite BH parallèle à PQR, et nous aurons évidemment les 
proportions 

AP.QB 



AQ:QB :: AP:PH=: 
CR:BR :: CP: PH = 



AQ ' 
CP.BR 
CR ' 



puis, en égalant. les deux valeurs de PH, on obtiendra la formule (x). 

526. Lemme II. (Fig. 112 et 11 3.) Si dans un quadrilatère gauche ABCD on 
trace deux droites MN et PQ, qui , en s*appuyant chacune sur deux côtés oppo- 
sés, ou sur leurs prolongements; se coupent elles-mêmes en un certain point 0, 
le produit de quatre segments non contigus sera toujours égal au produit des quatre 
autres segments ; c'est-à-dire que Ton aura 

{y) AP,BN.Ce.DM=:^AM.DQ.CN.BP. 

D'abord, observons qtie si leis deux transversales MN et PQ se coupent epfecli- 
vemeni, elles doivent être dans un même plan>, lequel contiendra les droites PN 
et MP, qui, par conséquent, iront se couper en on certain point R ; mais oomme 
ces droites PN et MQ se trouvent, Tune dans le plan du triangle ABG^ Tautre dans 
le plan du triangle ADC, et que ces plans se coupent suivant I4 diagonale AG, il 
faudra que le point de rencontre R des lignes PN et MQ soit placé précîséinent 
sur cette diagonale. D'où il suit que , pour obtenir dans un quadrilatère gaciclie 
deux transversales opposées qui» se coupent réellement, on peôl prendre à volonté* 
Tune d'entre elles MN, et choisir arbiu*airement le ipoint P delà seconde-; mais 
ensuite on devra tracer la droite PNR , qui ira couper la diagonale ^C eu. on. 
point R, puis tirer RM, qui déterminera la position du point O9 qu'il fatidra jDih* 
dre av€C P. 

Cela posé, les triangles ABC et ADC. coupés par tea transversales PNR etMQR» 
donnent, diaprés le lemme précédent, 

AP.BN.CR = AR.CN.BP, 
CQ.DM.AR=^CR.DQ.AM- 

d'où, en nmitipiiant oes égatités membm àiseiidMr^, et supprimant le^ facteurs 
canuDUBS, on c^ait la relation anwncée, ^ 

(jf) AP.BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP, 
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laquelle peut s'écrire ainsi : 
• AP CQ_AM CN 

^^ PB ' QD ~ MD • NB" 

527. Réciproquement, si denx droites PQ et MN coupent les côtés opposés 
d'un quadrilatère gauche ABCD, de telle sorte que la formule {y) soit vérifiée, 
ces deux transversales sont dans un même plan. En effet, si cela n'était pas, oq 
pourrait mener par le point P une droite PQ', qui couperait MN, et alors on aurait 

AP . BN : CQ' . DM = AM . DQ' . CN . BP, 

équation incompatible avec la formule ( y) , que Ton suppose vérifiée, puisque si 
CQ' est plus grand que CQ, nécessairement DQ' sera moindre que DQ. 

528. {Fig. 109.) Maintenant > revenons au double mode de génération que 
nous avons annoncé au n* 524 pour Phyperboloïde à une nappe, et prouvons 
qi» toute rfroîte B'^'DiyD'*, qm s'appuiera mr trois génératrices quelconques A, A', A'" 
du'premier modej couplera nêce^airement toutes les droites de ce système; par exeûiple, 
qu'elle rencontrera la génératrice A" en un certain point D". 11 s'ensuivra évi- 
demment que tous les points de cetle ligne B^' se trouveront sur le premier hyper- 
boloïde déjà construit avec les trois directrices fixes B, B', B'^, et qu'ainsi «ne de 
ces dernières peut décrire encore cette même surface, en glissant sur trois droites 
du système A. 

Or, puisque, d'après le premier mode de génération, les trois droites A, A', A'" 
coupent B, B', B", le quadrilatère LNN'" V donnera, en vertu de la formule (s), 

^'^ VL'* N'N ~MN*M"'-i;"' 

mais, puisque la droite A'' rencontre les trois droites B, B', B", et que B'" coupe 
aussi les droites A, A', A"', le même quadrilatère fournira encore, d'après la for- 
mule (2) , les deux relations suivantes : 

, . LL" N'"N" LM N'^'M"' • 



(3) 



UU' WN MN W'W 
LD N"D^' LU N'"N' 



DN- .D'"L'" W N'N' 



alors, les seconds membres des équations (3) et (3) étant égatrx en vertu de l'équa- 
tion (i), nous en conclurons cette nouvelle égalité 

LD N'"D'^ LU mN'^ 



(4) 



"DN jy'U' ~UU' N"N ' 



laqodle prouve (n* 527) que les^deax droites A" et B'''. se coupent effectivement en 
un point D". 
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*^32 ^'^ ^tfvft^ Vi/; ^^HàH^éëm^ES àiiMB^;'''^ 




con(^uë'AViï«l^a|ipuièra siW les h^oi^^ ;/■-' jm.) . ; > 



v-rj- •..'.,.■.>,.'!:• ■•;,■. '.t;-; , :W ^^j Wf. -.,..;)..,„,.;: > 

rV /• • i 4 î'fW M' M'"' . .. • I . ' 

' ^<. -;'iî/iL •;/ I.M, . , : 'h! ' .:, • J-i X - .. : ■ .M'^l, - ... i-, ^ If ; ., jt .'^ ■.', i, : ., .... , ' :.^ 

6r; si lès (rois dVoilès fr, è', fi^ 'sb tttnVâîeht pâr<J//é^^^ô'tirf^ih^ ôè^h 

qu'eftéè diviseraient' A et 'A'''* ett' parties' 'prôpbrtîdbûellfe/^ aurait 

'ft^=zL'iVp'àricbiisétiiîeilt;'Véq^^^ qdi déVïenUîbrt - ^ '^''' -'i*' ^^ ^' • * 

prou\}è^ il'uè, dlan^ ce xâfs,' lés débites A;' A', A'*' 's^îérit'tiëéfeëèlfth-éttïèht aussi 
pardW^/krf^^n j)fby^ tiM^è', tiiaîs^ difrérênt^tfu^pfétiiier^. WDbsmMtovfeï*oii*t>tàskrin 
cëÛè'fcoti^éiiueiiceVdafnéleparâbô ' " ' " • • " 

'ââtfi Dû plan iah^éhi.'f^Fig: ic/^.Y9\Ast[nejpitt]chÈ^^^ 
if 'pôssô Uèàx dfdiles (nr528) V l'une du sjistèirie A, Tauli^ dù'syslêmièB, et (juo 
ceë ligues soûtènes-mèbéèleursr prttpres iangéûtës j elles' devVdat se» Iréuvér toutes 
deux dans le plan langent relatif au point où elles se coupent; et, paf cAnééqnéttit, 
elles suffirbht peur délefrniînèr de- ^Îah^t»p6àr ti-ouvèr ses* tracée.' Ainsi , 'lorsqè'on 
définît un h^perboloïde par les trois (îîreclrices(BvBfi B^'^ et qu'on aaiigèera'le 
point dé contact D Sur tiaè génératrice dorinéé 'A, il f«/adra construire (nP 6211) au 
moins deux autres positions A^ A^ de cette généra trtcfe;' puis eu adoptant ces lignes 
A, A', A" pour directrices, on con^ruira une droite DD'D^ qui s'appuie sur ces 
dernières, et qui parle du point p. Aliorp cette droitffPD'IJ'^ sera située sur l'hyper- 
bploïde , et en conduisant un plan par les deux lignes AD'' et DD'D'', ce sera le plan 
langent relalif au point D. Celte solution est' ti*op simple pouf que nôub croyions 
nécessaire de la construire' dans une épuré spéciale. ' ^ 

•531. Lorsque les données d'un hyperboloïde seront assignées 'sûr deux plans 
de projection, et qu'on citera seulement la projection horizoniale D, par exemple, 
d'un point de cette surface pour lequel on demandera le plan langent, il ne sera 
plus possible de mener inâmédiatement la génératrice AD, avant d'avoir trouvé la 
projection verticale dû point D. Pour cela il faudra, en général, conduire par ce 
point un plan' vertical quelconque; chercher la section qu'il produira dans la sur- 
face , en construisant les points de rencontre de ce plan sécant avec diverses géûéra- 
trices qui s'appuieraient sur les droites données B , B', B'', et enfin projeter, sur celle 
section, le point D assigné sur le plan horizontal. Alors, connaissant les deux pro- 
jections du point de contact, on pourra aussi construire les projections de la géné- 
ratrice A qui passe par ce point , et l'on rentrera dans le cas du numéro précédent. 
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GHAPiTHB tu — HTPeUQtqÏDE A^ UNE N^PPE. 3S3' 

53t. Du CEOTRE «/e FhyperbQlcUde^ {P^ffi ii40 Celte surface est doué^ d'un 
centre,. tfesl-Mii;e qu'il e^^iste foi pwft t^l^ qufi fouies le$ ççrdes 'de la surface qui 
passetH pojf ce point iij trouvent dimées cftpcurie en deu:c partie^égaliesJyov^r qj^montrer 
cette propositioD, repréacntoos parB,,B', fi% tirojs, directrices primitives ,qui satis- 
fassent aux conditions énoncées dans ia définition du n''52t : nous pourrons alors, 
parles droites B' et B'^, conduire dciii plans dife^incts B'DC et B"CD, parallèles l'un 
el l'autre à la directrice B, et ces deux plans se ^couperont suivant une droite ACt) 
évidemment parallèle à B; de sorte q^ue cette ligiie ACD. sera uoe^génératrice de 
l'hyperboloïde proposé, puisqu'eille s*appuiera sur B' el sur B'[, et qu'elle ira ren- 
contrer B à une distance infinie* De ménçie , en conduisant par B" et par B deux 
plans B"6H et BHG parallèles à B', ils se couperont suivant une droite A'GÏÎ, qui 
sera encore une génératrice de Thypc^rboloïdè \ et l'on en trouvera une troisième 
A"KE au moyen de deux plans BHFefB'DI, 'parallèles à B'\ et menés par B et B'. 
De ta nous conclurons d'^):)9rd que/c/ia/^tie gémirnirice if un sixième a $a parallèle 
daM9 le s^tème opposé; car ce que noua avons dk ici de B s'appliquera également ^ 
.toute autre génératrice B'', B"",.--» laquelle peut être prise pour directrice atf lieu 
deB (n^'dSS»). Bnsuiteles six plans q.ue notis avons Qonslruits ci-dessus forment 
évidemnieni un parailélipipède qui a , ^onr arêtes opposées^ les six droites B, B', B'', 
et A « A'« A"' ; et je disque le centre Q de ce parailélipipède est aussi le centre de 
rhyperboloïde. 

Pour le démontrer, je mène par un |K)inl M, pris arbitrairement sur la direc- 
trice B une droite M'MW qui coupe les deux autres directrices en M' et M'', el qui 
sera ainsi une génératrice du système A; puis ^ je la compare avec une génératrice 
du système B, qui, s'appuyant sur A, A', A", serait pajallèle à MM'M". Pour obte- 
nir celte nouvelle génératrice , je prends les dislances 

DN=HM, GN'==:EM', EN"=GM^ 

elles trois points N, N\ M'^ ainsi déterminés, se (rouveront en ligne droite. £n 
effet, en tirant les lignes OM el ON, les triangles OMH el OND, qui sont visiblement 
égaux, prouveront que les côtés OM el ON sont égaux et en ligue droite ^ la même 
conséquence aura lieu pour les lignes OM' el ON', OM" el ON", en vertu de triangles 
égaux que l'on aperçoif aisémeuU Ensuite, les triangles MOM' et NON',, égaux par 
eè qui précède, eniratneronl le parallélisme des celés MM' el NN'f et enfin, MM" 
sera parallèle à NN" en verlu des triangles égaux MOM" et NON". Par conséquenf , 
les deux portions N'N et NN" ne formerpnt qu'une seule ligne dioile, qui sera une 
génératrice du système B , parallèle à la génératrice M'MM" choisie à volonté dans 
le système A; d'ailleurs, on voit par là que deux génératrices parallèles se trouvent 
toujours dans u^ ptan.passant par le point , et sont également éloignées de ce point. 

Cela posé, si, par un point arbitraire P de la droite M'MM", on lire une corde 
POQ qui passe par le point 0, elle ira nécessairement percer l'hyperboloïde en un 

5* éUii. 30 
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poiirt Q situé eur N'NN'', el, d'apiè^^le&nelat^cM^^dâwm ^l)lk|ih,Qa 4Qrt,éiri- 
âeaiaieBt.OPt±=:OQvdûnc>» I^uîm|u« cetia cMfié(p9nGe#&t vvAiûj^oair (aiiipwit.P 
pris sur rby^ârboUiïde, ii demeuxe. prouvé ^uelû poUiLQ (SSkbîia k.(;e»èU;fi dftcett» 
surfoce (*)^ '. . .'•'.:,'■ •,-.; ■ 

533. ObserTOOfi que, q/aand il s'agira seulemeat di^cmêtrmr€fee^fimrpiiJ^m.yçbr 
tiendra sans trader te paraUdipipède dout sDâus Teoona de paot^irt m ck^rckaol 
rîDber^cUoD destUok plâQ8.menés^r la droUe donnée B*et sai pvallfileA^pav K 
el sa parallèle A^^ par B'' eL sa parallèle A!% car. ahwua de ces plans^dî^^S^^i^tti^ 
passe évideanaent par le ceiilra du pacallélipifiède» q^lest celui de nu^y^rbûloïdA*. 
D'ailleurs, on peut dire que €6*3001 là ircH^plan&asijmpêÊtiqws de la suriaeety coaune 
ttûos Vexpliqifaerons au n"" 5A& i 

• 53ft- En résumant les pcoposilioos précédenles, pn Toit.^ue.d^us Tti^y^bo^ 
loïde à. une nappe, .i"" ilt existe deux systèmes de génératrices reotiiigpea 

A, A^ A^ A''...., et B, B', B^ V%..., 

' ' ■.,/.., 

dont chacune coupa toutes les droites du sy^ème ogiposé (tf ô^^)i CApendaAty 
obaque génératrice A^ a sa parallèle daas^le aysième B (jà"" 531) ^i eLiéoipnH|iiesifnt;. 
dei sorte que pour ces droites com^^arées deux, à deux.,, la jenoaatce n;>§lii& liea 
qu'à unediâtanc&iafini&v 

2"" Deux génératrices du système A ne se trouvent jamais dans un plan luûqutt 
(n"" 5122); il en est de même des génératrices du systèaie B, puiaq/ie- ces dernières 
s'appuient ansen (n'' 528^) sur troie droites da ë^s^tèmeA, ittq«elle& sont dans, da» 
plans différents. 

. 3* Troie droites quelconques du système A ne sotai jasiai? patallèln à um même. 
plan; car, si cela avait lieu , il s'eAauivraik par le n"" 529 q^ie lesi directrices B^B', B^'^ 
sur lesquelles s'appuient toutes les génératrices du premier mode, seraient aussi 



(*) C'est M. J. Binel qui a fait connaître {Journal de CÈcole Polytechnique, i6' cahier), parmF 
d'autre» imrallélîpfpêdôs concentrfqires avec ThyperboioMô, cenx qtrf sont aînsf* fenifés partrofer 
génératrice» ^adeonqttes d'ut syitènM^j^iats^à.feorepariinètadaaale 89stèim«|9iofl6. Ce maHit 
géomètre en a déduit beaucoup de canséqugHce& intéressantai ;> mais ici. noua Cerons seulement ob- 
server: 1* que chacun de ces parallélîpipèdes est circonscrit à Thyperbaloïde , puisque chaque face 
renferme deux génératrices, et devîent tangente dans le pofnt oïl se coupent tes droites;: 2*qnfBèr 
ctirent.uoa conslructfon graphite lèrtélégaRite, pour «rtttMerle eenlreds Ik aarfaoKgaMheiéMflto 
par trois ëirectrioes rectillgce»; 9 fiTlls ne. sont pa» msAtm utiles, mi» la rafigrart analyUqua, guis* 
qu'en adoptant ce centre pour origine des axes coordonnés, choisis parallèles aux trois directrices 
assignées, fêquation de la surface se présentera sous fa forme très-simple 

En effet, les axes actuela étant évidemment trois arêtes du cône asymptotique, il doit arriver que 
chaque phm coordtjnné coupe lasarflpce suivant un ftyperlmlè qnf aM pour asymptote» res-^ea^^aaes 
mntaamàmm er piur» 
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|KtnaMèle6 tstiteB irais à'*ttQ«méne pian^ ce «ftii 6Bt coftttôire à. la définiUoiiifai 
if VUL Bdiiiprtyi|i]ABetiA *tp«^ ^uato— atoos da» .gteérabriûeB du «ysftèoie fi ne se 
«vèVMÉt j*«iii»fparaHèkB à on wAmer plaa; «or oebt MtoamaEMi auBeî {W" &iB) 
«De mestradiûii Mnbltble f anr le» drcôles ém Bjfêième A, eur JMqotilIefi 6';a;|pfmîeiit 
«0B'gén6MlMi»dÉi»eai>»dimHla ..... 

^ l^scu^m devl'iiypeièQioïdB est .^Méi»» ^ofiB^re 4ii patdMWipipèdeioOQelnul 
avec trois droites quelconques du système A, jySÎEleft AUXliroiA gànéniriceBdii iSfB*- 
«mae B, «fui ee trouvant raspaolMreneiit pacallèles aux trois pnQiiiiènes (n"" SJIZ) ; 
0Q ipkis «wptowent, il 'tstidMné far ]'4Qiâi«ectÂ0n dd itrcMs (^IsAs-asyniplôtiqtt^ 

S* Uns âvoite qudloenqAie D ne saurait paroer Thyperbololde etk plus de deux 
^poîate;'QHr, ^eîelle ii^aU If ois potals communs avec cette surfiace^ia droite DiS'ap- 
puierait sur trois génératrices de Tun ou de Taulae syëfbkae, déporte 4|u'elte coïn" 
iâderaitloutâutièra avec JU «urfiaoe* D ailleurs, pour obtenir ces points d'interasc- 
tkm^ il Caudna construire, ooMuae au a^ 5âi, la seotioa faite dans rhyperibotoifde 
fiar oB ftatt venical ou honiroulai , i^ouduit aaivani la droiile D. 

!&Sifti Lumrfaee gaudhe enf/ûudrée par um Mreiàe qui glme amt irçis autres dmit^ 
foeesmmjmtMéàeÊ à «n itaâme pUm^ «al 'inwnûUft o^tfc Vb^eféoUOe à une futfipe 
que nous w^^sïb >AéoriX au a* SSi. £fi effet, oette stirGaioe gauche «at d*ab0rd du 
second degré, puisse ^-sans-effsctner Jes calculs, il^st aiséde voir que les condi- 
tions par lesquelles on exprimerait que la droite mobile a un point de commun 
avec chaque directrice, ne pourraient conduire qu*à une équation du second degré. 
Eusuife, cette surface gaudbe est douée d'un centre' (n^ ^32); donc, comme elle 
ne saurait être évidemmeat ni un cône, ni un cylindre, qui sont dëveloppables, 71 
faut qu'elle soit un dIlipsoFde ou l'im des ù&jm bypeiiboloïdeB. Or rellipsoïde ésl 
une surface limitée en. tous sens (n"" 81) ^ui ne saurait admcUre pour génératrice 
unedroite indé&nie; d'un autre côté, Thyperboloîdedu n"" 85 présente deux nap|)es 
séparées par un intervalle imaginaire^ de sorte qu'*une droite indéfiaie et continue 
ne saurait évidemment s'appliquer lout entière sur cetle surface; par conséquent, 
on est ramené à la proposition énoncée au commencement de cet article. 

ââCL (J%. 119.} Pour manifester plus clairement Tidentité dont il s'agit^ et qui 
/peut paraUre assez étrange au premier coup d'œiU nous allons démontrer syn* 
Ihétiquement que Vbyperiboloïde décrit au n° 83 admet en eiTet deux sjjsièmes de 
ffén^Btficeu reciHignen. D'^^rès la définition de cetle surface, toutes les sections 
perpendicalaices à soq ^xe imaginaire sont des ellipses semblables : si donc nous la 
,couj>ons par Iroîs j)lans horizontaux e'a\ TX', V"X", dont le premier passe parlp 
centre et dont les deux autres soient à égales distances , au-dessous et au-dessus de 
ce point, nous obtiendrons [ellipse dégorge {abef.a'e*) et deux autres ellij)ses égales, 
jprqjetées horizontalement sur YUXY gui a ses axes 4)araliàle3 et fa*oporlion|ieJs à 
ceux de abef. Cela posé, en menant à celle dernière «m iaiigeBte.flpiekaa(|aeASkB, 
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OQ aaitqAialâs pariiez viD ekJ^B 6ei9irt>é9M(i«^(^>p-èi>t!k>aev.fimii'joig^ l(P^inl 
(D(DI)iivec fA, A't)6^B^'â')^ MlU8K4)(|9wlnôbMbb^ dm)ita»(A^D,rA';OQvel>(nB, A\df^^ 
quixaeroirtt néeqs^aîteaidnti le^ prtoldMBgepranU ViiMcd^ <i>aittre>;«!fmi^u(e.'tô/8QAl leà 
hypoténuses* did^etix» triânglesi^rek^Ungleé» émiwimpnl -égêif^ f ifm>j4Clé6<siiir A^iW 
et D'V&u^jy'oi^i^ rébuUe tqtie<J« dpoila^'to(alo.<tADBv A'-^I^«^0^ ^' Umétptm^ dc^xr^islft 
iQnD6 «¥Qb l'^yperbolo{d&v«l|« cbn6âc|uQniuBëin » «//e^oir id{it!CfM|tdm[ftfiifacfftd suifice « 

atteQClu|qU(^Cell6^68jl<dll'€0OOIMlid€ig«'6i' 'iT-M^n f.l r lirh'vniKH-'iM .,t i;;|){|.j.M(;n.. , 

. . Maintenant ,: projetoDS )le< pbint lA itn^n'éiiipaeBdiiécîîeBreieir)^ ,; «l^leipoink'BtetÉr 
l'ellipse inrérieure en B', puis, joignons ces deux points daae!rH8paqerial^Bei('D^'iy^9 
nous ^obtîeiidnMis enétore d&ux dtoUea (:BD)>fi^iy)vl( ^\ Df^ti% dost on:f rçibtèra 
de même la coïncidence; de sorte que la droite totale (BDA, B'Df^f^iaruutilfOiis 
poiirts 4e.t9^mflA» a,vec rhy^el*boIôïdé /^t vvpM^ «uite^^^tt» ^enâiBiUmés toAit jéttUère 
sur .cette surface cJn^Sfecbnd deg^é. . ?"' 'f*■•v^^'^y^ i^'-j . V'u--,a /.S v ÙMtb vm /.'>upv 
>537. ÇFig. ^iig.) Pe là, iiou8Kpau¥i(ta)»eoBtiur4<qae.lM4 plort ^ii^rcsd iAAftj 
tan^eçt èJ>elHj|^e deigôrgeiffeewpèl'bypeiiMoîJetstuV^ dkimdltê'i 

qui sa-oroJAeptieQ(Qi J)') sur <)ene«9^ge^'etisoûtiMclhiéQ6:0yméirjqO6ment'dolpa 
et. d'autfc.de lii vertieiilet^DiiffarrrcawéqOeiali^ aetle ^ttrfaed fj^ut^fètoe regardée 
coiviinsie ptToduM^.par teinwm0ment<k1a[gékémfiM{Ah,éi'f^^^^ 

car on sait (no5l3) que ces conditions règlent complètement le mouvement ^^^in^^ 
li^e droite, l^es diverses positions de ces dçjux génér^lripQSj^Pjr^çplerout df{uè 
deux systèmes ae dVoîles in4éfir}ie3, situé(îs taules suj-^'hyperboloiitie^.^Yoir :. , ,; . 

[A] r, ' ;,, ,.,. >i(.ADrA^Dr).,' .(A,.B,^A'vE'), ('A3IF, A^^t.F/)vj*o, •' . > -'' 
[Bjjv. , ....; M> CB»r:«'iy)f (Bi.EV'B'-Br).,i (B^F, B', P)^...,.^» > ' » .' v- 

ètteuné^ comme lés autres se '[)rojetferbht verticalement siir dès ïangenïes à Hiy- 
perbdie X^cr' X', V^ii' V'; contènuedàn^^^^^^ 

6tl f bhé'de èes'gënératrrèes vichl percer ce plan VX/lé plan tangent àe la surface 
est peT[iëndlcdtdir^fe' élu plan vèrlîcal, aUciidu qulj 'côn(îent'ia tangente à' IVllipse 
horfzoïilâle qbi aurait sôiî sbmniet en (N, !^); donc la' génératrice (BND, B'N*D') 
se confond, i?'/! projection veriicide^ avec la tangente de rbyperï)olè (X'^a'X', a^) 
l|uî est'âufesi^dans ce plan tàn^ènt. La Wôniè circonstance arrive pour la droite 
(ADN, A'D'ÎVyaontla projectièn^fei tlcafè touche celte hyperbole au point (N,N"); 
et les asymptotes sont fournies par lés ^éfjéi*alricës (*K,0'K*'),(/B^,0'è'J , les- 
quelles, étant pài-allèles au'plùn verticarVX, ne toucheront plus Fhyperbole qu'à 
rinfini ' • );;>.- .5 ./.. - 

(•) Cette pr(H)osition se démontre aisément, pài*^la définition purement géométrique des diamètres 
conjugués et des courbes 8etnblable& 
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iàliiiikM'en Micni|ii9/fMniV ia ptiwmre» (tel<;eft»)<iroiieMto <f^(Mfft»(Mvl)é(â»liisM^ de^ 

appartiendra néceseairemeDl à la nappe ivStvjbé9iée\i)el^9i\fitK^èiéi^ 
ûrBitkÉ rtprqpdsées. iieide •tmipèqO'pas j i et Q'aîiltfuts il") eA -ïà9iei'\éviiAewv-qv!e\\ëi ne 
$â'iiMét)isftteeipai]aH9le8j'["-:(no^} 7.1-1» -■••t -.to.-:» i ,'in<i . î( c-» ^i'.-mi; 1 v- / 
' 0(l^ptK)uveM de luânné cjbé deQti§(énéldtrîcefei db gnrot&Rie'Biw^mnt jamais daliè 

toutes les droites du second, par exemple (BD, B^»fif')i>QaarJe'f)aîfi/iiSI/o#€ertacon« 
titéijt'iéb projwtiohf lÉ»ttzontaleB'(cle'ce9>ii0iigc<dw>ite6, •estt^^lacéy* sur fbne 6l<6ur 
ratftneg-eh <}éçi !d6»'pbihlB <ii>6t''&f it))iiî' appbrtiqiivient'^àf etlrfi«ei!)d''go érae 
les deb?c:ipœotQ'pntojeHS8'im^M »»»iiti<»]r 1^ ^d^ rbyperb^ftter^ H, 

pahtNoméfoéntt, ily ge 'projettent «^ teTqto^cii M\i tbi^^iié'osllétiafîpe^tie^pefai évi* 
d«niinèiil»^ti^^^cMf>ée ^ir là'veHiotdeM qn^en im^sevl poi¥lf.^QbMp^^oti&^ ^en- 
danty que qQ)ftlMi^oo'o)l(risiï9v>ofte^^éKMirkIB'4^^ système B 

qui passeront par Ie9 i^tré^i^ d'iin^ii)ém9,dian)è|r(y de) K?l)îpftô de gorge, ces 
deux droites se trouveront p^ratlèles; ^ais du moins elles seront encore dans un 
plan Unique. ... - » 

< On dëméiilrera^de même' que cliàqùe géhéràlHce du système B coupe tout^ 
celles du systèoîë A/éxcép\ô iine seule qui lufcst parallèle. 

5ft0. Or, le moyuvémeht d'^ne droite étaét/cômptéfénléntt déterminé (n* 521) 
par la condition que celte ligne moliilé^s'iQpfttiie coHétymiMhl sur trois droites 
fixes, il en résulte qpe si ron.fetV gli3âer la gépjéralriee (AD, A' P') sur troi§ droites 
quelconques du système. B, elle ne pourra prep^re.queles po^ilio^s A,^ A3, A^,**, 
qui toutes rencontrent ces trpis directrices (n* §30); de même,. la génératrice 
(BD, B'D'),.en glissant sur trois droite.^ du sj'stèm.e A, viendra cq^'p(H^er. néc^^ 
saîrement avec B^,.B^, B^,.... Par co^aséquent,. rhyperboloMe actuel npus^offre 
bieni toutes les propriétés que nous avons déjà reconnues dans la surface gauche 
du n* 59t; et, si les trois elKpses directrices étaient des cercles, on retomberait 
sur thyperbolùUe de révolution dont nous avons parlé dans les n°* l&O, iftl,» ... 

5ftl. Duptan tangenU ( Fig. 119.) Lorsque Thyperboloïde à une nappe est défini 
par îes trois ellipse; semblables citées n* 537 ( courbes que fou peut aisément con» 
-struire, dès que les trois axes Oa=0'a^ Ob, Qfc' de la surface sont assignés), 
il est Uen facile de trouver le plan tangent relatif à nn point donné par sa projec'» 
tion horizontale M, En effet, si nous tirons par le point M une tangente AMB & 
Tellipse dégorge, ce sera la projection de deux génératrices, représentées sur le 
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wi^Dt^w ttaX'; de4prtequ'iU y^ikra^acii^ipoeilîooifiiMj; kif)Wftt(Nr<^ûM..Gnttf 
sîdérMfl 4*abMd te foint (( }L, W ) Bihué *e«r Ui droÂte ( i^Q^U ▲( B\W) r iJ y ^a«e 
«ne seconde géttécairioe^fipailwaoi «u «ycilàiM A« «aintir (B« £îMs0^iG'M'< j^ .kt«- 

901^. Mo^^ YiQUBomti^ de iCqs ileux ^néralnîofli «détenaiMra ^eMOf^létorioieat 

4roit€B,fouiwimUiiu{MidiateiiiHal la ii:acQ^bQ»Mijtele:iAS« P 4» w |«lwi teogaat. , 
Quant à sa trace verticale PQ^', on Tobtiendra par le jâ€aw»i4« d^^MimalAle 
<iiQ, U"Q' ) iMDée pacnUàleaeDt à AB,. 

Pour Tautre point (M, M^) on combinera ensemble les doiiK ^foéMÉrioBS 
(IfildD, VM'i)') et A,MG, ÂVM'G') qui .«^ ^d«>«l»ai>l4 ^' la farMe iioitiwnJiiia.du 
^riaBiaii^ot. relia tifà-eenoti veau pDitft»era la dooita A.D^^ aô triMUveraéfvidM^ 
muni paratlèld à iJB^. JLa4raoe veUVicalei^'iibtieAdKail pm* leiHènesi^i^M «pie flé^ 
«cédBmtteoU , 

52i2« PaiH* obtenir ll^l^ fiywaétrÂe ^»p wni^bJe Ai«a la c^iéflMtatiwMde J-bçpapt- 
Jboloïde au.inoy6n'd^fie»9ÔAérairipBB mcLiRgii^a, ij«i^<ai(9eptiiâlid^ pb<»e«rka«0P(l09 
AA^ A, B^f A,.fi,9.*.M ^w le ^aa hmwmiail » ide manière «qn'eUea i»ev<miii€»t tètimi 
tand 4tëoHUndei»& À di^ax mul «nôtte» p(wtede r^llipfii^XVVUM^Or^ rai «elle «com^e 
était ^n cercle , on sait ( n^ AifO) que^roa a ooiplicai^ oeUe «aoi^iiiM m paptegoani 
k QÛroca^ôr^yEK^ en Jon Aoer^aîa npisJbae 4e^ |^a4li^ )^1^« itfrea Uraui «das c$rrdâ» 
qui sous-tendissent un nombre constant de ces arcs partiels; d'ailleurs^ œa-dordep 
fie. .traiw<er.9i^n|l bien tangôfitee âu cenole de igorge , q^'^eUes tnacaraîent par leurs 
seules intersections succeaf^ij^es* Si >d(Mic» <en. BuppwantiîeUe QODstnuolîfKD dffocitiiée 
pfw. l«i cf^cle tdéorit «fliMfr VX «comne idiaji^re» on iïaa§im^i9$lil tourne afUDur 
^ VX, 4' une oerlaÎM quaiOilé angulaire jpitopreÀ lui donoer pour^prDjeoiiort l'el^ 
lijiae ÎYYU, il arrivera bien que Jea CQr,des prwil^i'ViCB ^eippqjett6fia<ttiâ«rd'd«lipeB 
cqrdeB, qpi viea4roDt nôoesdairemeat aboutir 9 éi&d% à deaix.9«Mi« aiÔmeafKânte de 
4Mtte leUipset. et en oiàim, ces iixMiveUeft e^rdes setooit éviémumtii tasposleB à 
ijeUipee 4i\térwii)re Aui^^ant ^qmlhè «a projettera l^ teixie d^ goqg^e prioitff. JD^tii 
^ ooBOltti qu'il iCaiH oboiair les' pointe A| A^*i A,i, ^ . « de lelb sorte qu'ite xéfNWidûiit 
4^Q]& «ordonmàas qui «diviaei^ont leicercle VX en..ar0s ^au&:; at in^ar.teMiiUe dMS 
J'eUipce X¥VU, des cordeH Afil^ A^B,^...» <i^^ sô«9^4endant wi nombre cméiani\de 
ces arcs d'eHipw» quoique ceux-ci ne sfiâaiU iplttB'de naômeiloogaetir. Utoefoia fiie 
Ub /SéBÔratrioeB seiontainai détarmiijibôes «ar le plan liorix^Mtal., iMi QA.cattblnra 
aîfiôraaatles ^pr^oij^ctioiis yterticales, en.i^rojetaAt im eMr6mlé|^A<et B au À!iei£% 
0t 4ias6i m^mel £» «mt les ideux .p«nallàleB Y'X' et V'iXfM .filaiirleiii»;^ i^ ix^teiMO* 
liAMooBfiéottti¥ea*de toarteS'^eei sjàaér-alricea^ ai elles )SQ&t Miin iautiii|iliéee^ WBifSt 
fcmt f)our 4kasjner .par eUe^niéafiB le HM^ntQur.de l^efttîpde d0.%Qrge dmrie ptoi 
JloniâBOtttal» et las «deuiL branobes df» rhy,pejibple pa^^al^le a« pian "wnkîeid. 
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de^œtte ibMrièiie;8iR<awe^ 011 nëmôl^'diefl^^MilM oespccUv«in^(; parallèle a^x: di^ 
verses génératrices du système A, elles le seraient en même temps mm fjêtiêfK^ 
tmms. dm #s«lÉnBr ft). fÉris^et «hM|«rdraite é?w» sr^stèiie 9 m |««aMite dtons 
VsmMif(df^SB3ft); M L'oa*^AmMrail: Mrisi OMte'Mpfiac» €iMiîq«B qui serait asprrtpmtœ 
de> l^li^peilMdctfdai' psopmét ^csor le paoufcrv ekevchons d^âiboré ^mlle sep» h» 
Irooe httriiKRiiAiâ ée ce teôm. Su cdnaldéitanft Ifarète qttdcoaqn» O'm et les^ éema 
g^éraéCTas DA et) HR ^ Iw siftl panslièle»,. cob^ tvai s^ droiieflh ser ont; da^s- tm 
nèfliepiaD) patMBltp«rfe dnunàbe) hôrizMÉal (DOfty 1¥€^)i; donc hn Utmb decA 
plan sera une corde RA paraJUde* » D€H^ al 11» onliau m 4m etdtte onrde sef» ém*« 
dbMMn*. i« iféeA de YmaètBi Otmi Ërn raîsoiuiafiil' de néMe pdui)* a«»b aviDa arête et 
pour leadcttx 9éiié«a4.pi6tt dat 1 byptnboted^^ qm. lui saM.paraïUèle»^ or verra que 
tofitrao) faksriflotttetft «Myor d» aôa^en qnmtkm sera ftnMTHm par Res^ imiiecps ê» 
tautanlei fiordbs (pn «Ms^^tendmnt, oMmne^ftA, im fi«ifféftr<7oyMiriM^ dd dlvmon» 
dans) l'eilîfiBa YYX* Oo> d'apnèit es qraer iicanh a^nineh ditau: auméfo» pré«éd<int^ otv 
sait qfuQr txrate» ces oocé» ont po«r cavetoppe' «me* eMip^ qu'eites* tottchenl; en» 
Irai», miliewsi, etqari esd wndriaMe^ k Y¥X $. donc fe* trace pmigœ esl eflbetttvomenè 
une ellipse qui jouit de cette propriété, et daMie demiîvgmnl mb'&^^ est égsAàbK. 

•IfamtenaM le cane cpi9. vous wi mw ib ée cGRistoimne esV osytnftoAc â» VliyperHo- 
UM^çiear^eiiiorapaaA ec9'deia>s«rftiees|mf é» ptantelMrizoftlftws, tesséctionë 
seoaîeiit des eilipeesi reipec(iiv«0Den* sesririaUBS. à ¥¥]& et( vjfot, et qii£, eomim ce9 
demièras; auraient psur iMëreiuse de leurs* demi-aareB mieiqoaoléié varraMe Yp 
égale à l'intervalle V'K' qui sépare l'hyperbole V'c'V" dstsm a8ynisptet»<yK'. On 
eat ifiM^vallftapppaciia' indéfloimenlr de zéro, à mesure^ q«p»l- on s'abaisse davan- 
tiage an-dessAtta é» certvmiH ; done vmm les^ deux sèctiotts fÉÀte» dans rhyperbo^ 
leiide:et dam le oèM pev uo méorapian iMrtsBOStal'qur s'éloigrie deptesen' phis âfi 
oentflc» geponi deg etliyse» ge Mblib teg> qui appreoberaM màéfimmênt de se con^ 
Foiidrev quoiq;» isr prvnièrefeaveféppBhtcnqmir» la secondes; doue ces deux sav^ 
faceE» son^ bîeai asymptote» Tane de faoére. 

94fti Des sftdTiow. waiibs cfe BhfffierbotMe, (Fty. 109. ) ?<nir ofbteirir' t*Hi(etv* 
stetioii.djS?«tte snnface par on plaw dontté it, îi vstSi de eherdier les pfoiota dttti9 
fesqaeis ee >pian weMfXBrin diirerBiRs généiiatificeB: A^ A', ii^..., que ro» sait 
cantouite^D'^SAl) dlaprèailaimnnaissaiin'deBtifeisdîveefriUE B^ S^^ puis, db 
nfaum tous sea paintspar m.' tndt «onlnii . Las tsm^snle à cette courbe sera donnée» 
par LMateiaeetjnii. dur plaov na^mt le^plw langent d«^ FhypepMbïde pour le point enî 
question, plan quanous avons enseigné à construira (n* SS9); 
• U^v. Ban lecas poilîGMiîer (xœ le plan diMMié w paflB(a?attpairune' gébéralMce 
A du premier système «. la seconde branche d'iatersectiou aeraii nécessairemenL 
rectHidne^ puisque la surface est da second degré; et cette droite ^ qui appaçlien- 
drait au système B^ s'obltendnffit ea sbeFahaAfc aetflemesnfc la émssu pdiito om \» 
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plan tt cottpedeux générairiees A' et A'' dU premier systène. D'ailleurs, ce plan ir 
serait îmgent à (a surfoce dans le point de rencontre des deCix génératrices qo'il 
renrertnerait. 

tOfi. Lorsque ces deux génératrices se Iroavenmt parallèles entre eliest le plam 
?r devra être considéré comme astfmpioie de Thyperboloïde , on taisent dans le 
point infiniment éloigné oti concourraient ces deux droites; alors Je planir paSse^ 
rAit nécessairement par le centre ( n"" 5d3) de Ta surface, et serait tangent au cône 
asymptote, comme on Ta vu (n* SUkS) pour les génératrices DA et HR de layi^. 1 19. 
Ainsi , tout plan tangent au cône asymptote i^ûpe Fiigperbolotée mvanî tteux droites 
pàralliles^ à rareté de contact de ce plan avec le cône. ^ 

5A7. Pour reconnaître dtatance la nature de la section prodnHe par nn plan donné 
ir, il faudra examiner s'il existe quelque génératrice parallèle au plan séûant; parce 
qn' alors la section admettrait une ou deux branches infinies. A cet «ffist, on con- 
struira la trace du cône^asymplote sur le pian horizontal , en menant par le centre 
de>rhyperbok>ïde, déterminé comme au n** 533 (on même par un point quel-* 
conque de Pespace) , des parallèles à un nombre suffisant de génératrices A, A', 
A^',., . ; puis , on conduira par le sommet de ce cône un plan it' parallèle à ir, et alors 
il pourra se présenter trois cas distincts. 

i\ Si la trace horizontale du pian 1:' ne rencontre pas la base du cône asymp- 
tote, il n'existera sur ce cône aucune arête parallèle an; et il en sera de mémo 
des génératrices de Thyperboloïde , qui sont ( n"" 5{b3 ) respectivement parallèles à 
ces ai^tes. Donc, dans ce cas, la courbe de section n'aura aucun point situé àl'in* 
fini , et elle sera une ellipse. 

' âV Si la trace hoHzontale du plan -nf coupe en deux points la base du cône 
asiymplote , il y aura snr ce èône {deux arêtes a et a parallèles au plan ir, et aussi 
dâiîs fhyperboloîde deux génératrices de chaque mode (a et fr, a' et fr') qui rem- 
pliront celle condition; par conséquent, la section faite par le plan tt admettra 
deux branches infinies, et sera nne kffperbole. Pour en trouver les asymptotes, on 
mènera le plan P , qui touche le cône asymptote {*) le long de Tarête «; et comme 
éé plan renfermerait (n*5ft6) les dënx génératrices a eib qui , sur rhyperbolofde , 
sei^àiei^t parallèles à a, il est tangent à cette surface pour le point infiniment éloi- 
gné où a et 6 iraient rencontrer le plan sécant tr : donc Tinterseciion des plans P 
et 7r d0T>nera Tasymptole de cette bronche. L'antre asymptote sera fournie par 
riOlerseciion du plan ir avec le plan F qui touchet^a le cône asymptote suivant 
faréle a ; car c'est diaus ce plan F que seraient contenues les deux génératHces 
a' et A', qui sont parallèles à a . 

3\ Si le plan TT . mené par le sommet du cône asymptote, touche ce (Ane sui* 
iJ • _- L 

' (♦) Il faut, ici, que ce cône ait été construit de manière que son sommet soit précisément au 
cehtre Ô ûe rhypert)oloïde , que Ton sait trouver pîit' le rt* 5M. ' 
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-{(iLfA^SAf^.il/1^^^ la 4M(«qi»J«iito p»r 

le pUû ff n'aura qu'une branche infinie , et^era tme parabole. O'ailieiw^^ij^li^n'ad'- 

im0Vi i^mé'mmv'lfi^^^ $i4^te>piél^)9 J«mii^ lecânecaftym- 

totoï^ jenCerflWjra** (nîiSftô,). l^^/^^ paiiaUèles k ». ftonc ce 

HPlftA ^9t rfM^Pti^iKbs^Q^^ ta^.<imirt)î«fim«9i|^î^gi^ il« courbe ; 

, .î-Mi^^JP^r JWrfiîûjiitwti^ ,ïiéejm^ce i^, problème «ui- 

vant, quand il sera possible .:37#i|t4rr,.«p«' m f&piP^l^f^i^^ Mffi^gér^rMrvç^ qui 

mkm^^%4 WiP^WW^^.m .C;^!>>«P*»^^ ^ne.^syn^le 

le pton^;/. saj^s^l^,,k:,K^,f^\^^^^ «lûvant w^ lOu deox arêtes 

0^:-^ V 4 Jea .plaus/ tajj^fopll^, auis^e .ci^ l^long ^^t^m.arétoft. donneront « par 
.lW^.Û9fteiF»^Q^l9P9.#y^ ,Hbïimbo)o«fl0^ les ,géi9^ralficegt.a et (»» parallèles à a, et 
Je5,gén^atr^,jl'^ ^;(i'^ p^ralldleB (à «'^ |<iM]mIlea.Aaiift^optli<Mte3 quatre à la 
qieâliQ|i.piP0PfM|^ ;/ .r. ^..^:;^ •>vi...M>î^.h. , -.'.iî.-u.m ••'. . ^> ^q- '■ 

I ^ - n. il . - M i'AWlIOLcdQDB' H«mB9Mâ^ i ./ 

^Wt. (,i^V*.^.^^*J N.^ft îipp|^JIerOBs^»ia$^i.\aJwrfftçe engpndréQ par mis draiie 
mobile A , qui glisse sur deux droiies fixes B et B' tum sitii^es ^ifs m^niémç plfi^ % «< 
guiflemeure en oui^fi çpHsifiriiinnenlpafi^ièlfi à u»^f^n,fio^t^ P» que l'on nomade le plan 
direçt^r; car \l sera 4^patr.é..plns )o;n. {fx'* 3^$.) que CQtle.^urface est identique 
avec celle que. npu^ avpns 4^^ d4Piigi^ée.8QQ& fie nom au^'' .&9.;Poui; conôlniire les 
dÀyerses positions de la gépéra^trjqe. i{ sui]9ra de mener par chaque point M;» pris 
à volonté sur la génératrice B., \^n plan p^a^^le^Pj puis, de chercher le point N 
où ce plan ira, çquper Taiitre directrice B\ et de jqindre.ce» deujL pointa par une 
droite AAi(N, Qn voit ainsi que les condition? précédentes, rè^/^n^ complètement \e 
mouvement 4e JU droite mobile, puisque., pour chaque point l^l ,, elle ne peut 
prendré^qu'une position unique. 

550. Le paraboloïde hyperbolique est. une surface gauche; car deux génératrices 
quelconques A et A', mépae quand elles ne sqnt pas infiniment voisines , ne pour- 
raient se trouvev contenues dans un plan unique » qu'autant que les directrices B 
et B', qui ont chacune deux points communs avec les premières, seraient ellea- 
mêmes situées dans ce ptaq : or cela est contraire à la définition donnée au numéro 
précédent; donc la surface est gauche. 

551. (Fig. II 5.) JLa surface qui nous occupe admet, comme Thyperboloïde 
gauche, un second mode de génération inverse du premier, et dans lequel deux 

6« édit. Si 



Digitized by VnOOÇlC 



ttC2 ' Lif U ' Vli. ^^ MBr MttF A1SBS «AOCI 

lies génératrices A , A\ A^;;..,>dmi9tidirott»l«B>direo(rioQS. Poarle^prMveri défeM»- 
Iron'fi que tout ptttn f)Uy, paràUMe imtx ^àmx^ éiHOiriceê'B et S^,. witpele fMnéo^ 
Mée tuivmivne tf^dtfe; >be ^ni «e réânU à fevra vo?r «fUe <)e6 «i^oit'pdiMBCH 'D^viD^t 
0Î1 ee plan fëwtifitrë troi^^ttéralrioeB quetoonq^es Â , A', A^, m^UrmmuÊim ligK 
droHe. ....... 

Projetons id figure «nlièfe mtmt pian'QOX, fmrritèle atssi aoic^deiix'diMe' 
tricesRel'W, eten^oyonfr poor Kgties pmjetanles des drolldBoblîqfmB (*),ibm»s 
parallèles toutes à ttne ligne PO œedée arbitraîrement daoïBle'ptaii^ireMear POK. 
Alors B et B' d€fvt6iKlfxynt deux lignes quelooaqties é et V'j maie les droites 'HDN, 
H'D^N', M'^O'^N^, ayatft leurs p4«t>s projifilantie «p^fallèles à P, se projetMMnt Mi- 
vanl des droites mên, wf(fn% m'^d^n^ aécâdsarfemeDt jMra/M^» à fintoré^iOD OK 
des deux plaos P et Q. €eta posé, on awa évMtenraeni * 

m~dn' D'N^~dV* WW~d!'n'' 



mais, d'un autre côté, le plan DUV étant parallèle aux deux lignes U*ei fi'^ on fnut 
regarder les droites A, A\ A'\ comme coupées par trois plans parallèles, et, 
d'après un théorème connu de la géométrie ordinaire, on aura les rapports égaux 

q4ii>, en vertu de$ égalités précédentes^ donneront encore 

rnd_ m^r rt^ »' 

■ dn ' '' dln'"^ dTn''' ' ' 

Or, puisque ces rapports égaux subsistent entre des droites wjm, m'n\ w!'n\ qui 
sont fUToUèles entre elles^ il en résulte nécessairement que les trois points d, d', d'\ 
.)60nt sur une même droite qui^convergerait avec b et A' vers un point unique ; d'où 
il suit que les poinis de l'espace D, D', D''^ se trouvent dans le plan projeiani pais^ui 
par la droite dd^d"i et comme ils sont d'ailleurs dans le plan DUV, qui es^ distinct 
de ce plan projetant^ jl en résulte que ces trois points D, D', D'', sont effeclivemeut 
en ligne droite. 

552* {Fig. 1 15.) D'aj[)rès cela, si Conjait glisser sur deux génératrices A et ^' du 
premier mode une droite mobile B" assujettie en outre à demeurer parallèle au plan Q, 
elle engendrera le même parabolôîde que ci-dessus;, car, lorsque B'' passera par le 
point D par exemple, elle ne pourra manquer de coïncider avec la droite DD'Df qui 

(♦) Nous avions, dès l'année 1818, démontré cette proposition en.coi^ervant kit .prqiecUoBS ^- 
thogonales, et employant un plan QOX perpendiculaire au plan directeur P; ce qui laisse subsister 
tous les raisonnements et les'calculs du texte. Mais la marche actuelle offre Tavantage dô mettre sous 
les yeux do lecteur le second'plaa directeur Q '^o'udmet le ptraiioloféè ^yperbellqtek 
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GHAPITM HIm-^'BD MliàBOLOÎBB JnPMBMIQUE. 3^3^ 

est nierez («T Stti) mr ce pareboMdie> et qw remplit d^à le9 eondkkMiB'iiDjiodéd» 
à B". Ainsi, voilà un second mode de génération où le nouveau plan directeur i^^eêlb 
ptrarSète^am deux direetrkm B et B^ de TaDoieii' mode, et 0[it les dire^tPÎceA bou- 
Tette0«0Dtden? ^ériMrices qmleoaqnes du pFem 

563» Maintenant, essayons de iaire mouvoir une droite B^ de manière qù'én& 
s'ap^^me eonstomment sur trois droite quelcoDqQes A , AV A^', éâ prei»i^ firygtèÉie, 
sans lui imposer la restriction d'être parallèle à uaptan direciteQr. Ces conditions 
suffiront pour régler complétemenl (u"" 52i) le mouvement de cette génératrice; 
et quand elle passera par le poini D, pareaL^mple, elle devra encore coïncider 
avec DIVD^', qui remplit déjà les conditions énoncées : donc B'^ va ainsi décrire le 
même p9tnAG4oïâe qœ préeédemment. Par conséquent, voilà un troisième mode de 
génération, dans lequel cettesupfece est prodûriepar le mouvemekt (fHne dMteW 
q»i glisse constamment sur (rois droites fixes A, A\ A^, lesquelles sont parallètes à 
un mAne phn; car ici ces tms directrices, au lieu d'être tout à fait quelconques « 
se trouvent, par la définition cTu n*" 5ft9>, parallèles toutes au plan P : de sorte que, 
sotts tie pè*rit de vue, le parabofoîde feiyperboKque est un cas particulier de Ffcjf- 
perbololdeà une nappe (n^ 521). D^ailteurs, quoiqu^bn n'att pas imposé à ladrtntè 
mobile W* la-restrietfou de demeurer parallèle à un plan fixe, elle ne laissera pais 
de remplir cette condition, puisque les positions qu'elle prendra, comme DIVD^, 
sont déjà toutes paraiHèles au pluB Q ; ce qui s'accorde avec la remarque du 
n« 529. 

Il est aussi évident que ce mode de génération admet , pour réciproque , un qiia'-^ 
trième mode dans lequel on ferait mouvorr la droite A sur trois quelconques des 
génératrices du système B; car cette droite A ne pourrait prendre (n* 521) que les 
positions A', A'^... , qui remplissent d^k cette condition, et eUe demeurerait aîûsi 
paraltele au plan P, quoiqu'on ne lui eût pas imposé cette restriction. 

554. {Fig. II 5.) Il résulte évidemment de là : i*que par chaque point D prisa 
voïonté sur le paraboloïde, il passe deux droites situées tout entières surla surface, 
et appartenant l'une au système A, l'autre au système B; a* que deux génératrices 
appartenant au même mode ne sont jamais dans un (rfan unique, puisque ce qui 
a été prouvé (n* 550) pour les droites A, A', A'',..., s^appKque évidemment aussi 
a?ux droites B, B', F',...; 3^ que chaque génératrice d'un système coupe toutes les 
droites de l'autre mode , gans gu^il y en ait deux de parallèles : car, si cette circon- 
stance avait lieu pour A" et B", par exemple, il s'ensuivrait que ces droites seraient 
aussi parallèles à l'intersection OX des deux plans directeurs, ce qui est impossible, 
à moins qu'on ne les regarde comme placées à une distance infinie; 4* «ne droite 
quelconque ne peut traverser le paraboloïde qu'en deux points : car, si elle avait 
trois points communs avec cette surface, elle s'appuierait sur trois génératrices, 
et, par conséquent (n"" 553t), elle coïnciderait tout entière avec le paraboloïde. 
D'ailleurs, ponr cètenir )œ points d'întersectioi» , il faudra construire la section 
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faite, dans la sntrace par un plàu veriicaï on bdnzototal ^ coml«t StfitMt ta VltoMé 
donnée. . ' ... . .* ^ 

555. Enfin) puisque dan$ le premier mode de génératiott tes diverse» posi- 
tions A, Â^ A'V**.de la génératrice sont fournies par des plans paraHèieaà P» ^uv 
coupent les directrices B et B' aux points M et N, M' et NV-*? on sait, plrr la gâo- 
métrie ordinaire, que ces plans diviseront les droites B^ et B^ en parties prepôrtibn* 
pelles, c'est-àrdire que Ton aura 

d*où il résulte qu*au lieu d*un plan directeur, on pourrait assigner deux positions 
primitives A et A' de la droite mobile, puis exiger que celle-ci glissât sur B^ B' 
de manière à intercepter toujours des parties proportionnelles avec MM' et NN^ (jette 
marche sera d'un usage fort commode pour l'exécution en relief du paraboioïde 
hyperbolique; car, après avoir construit un quadrilatère gauche, telqueMNN'^^&f^'f 
dont les côtés et les angles soient invariables, il suffira de diviser les côtés oppo- 
sés MM^'^ et NN^^ en un même nombre de parties égales ; puis, en joignant les diyi^ 
sions correspondantes par des fils tendus en ligne droite ^ on obtiendra une repré- 
sentation fidèle de cette surface. Pour y introduire en, même temps les génératrices 
du système B, il n'y aura qu'à diviser aussi les deux autres côtés ÔfN etM^^N'''en un 
même nombre de parties égales, et joindre les points de division correspondante 
par d'autres fils , qui devront alors s'appuyer d'eux-mêmes sur les praniers , et ne 
fbrmer qu'une seule et même surface, où les deux modes de génération se trouve- 
ront exprimés d'une manière bien sensible {tagez n"" 566 et la fig. lao). 

.556. Du plan tangent. (Fig. 1 15.) Lorsque le point de contact G sera donné sur 
une génératrice connue AMGN , il sufiira de construire seulement une seconde géné- 
ratrice A' du même mode, en employant le procédé du n"* 5&9, si te parabofoïda!esi 
défini par un plan directeur P; et, s'il l'était par trois directrices B, B\ B'', parallèles 
à un même plan , on emploierait la marche du n*" 521. Quand une fois on connaîtra 
les deux génératrices A et A', on les coupera par un plan mené du point G paral- 
lèlement aux directrices B et B', et la droite GH , qui réunira les points de section , 
sera située (n* 551) sur le paraboioïde; donc le système des deux droites AG 
et GH, qui sont elles-mêmes leurs propres tangentes, déterminera le plan tangent 
de la surface pour le point donné G. t 

557. Si l'on assignait seulement la projection horizontale g du point de contact, 
sans donner la génératrice qui le contient. Il faudrait chercher d'abord la seconde 
projection de ce point. Pour cela , on ferait passer par g un plan vertical quelconque 
dont on déterminerait les intersections avec diverses génératrices, et la suite de ces 
points fournirait la projection verticale delà section faite dans la surface; alors on 
projetterait le point g sur cette courbe^ et, ayant ainsi les deux projections g et g 
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d^rfrt^i^i i» W»l*«tr H.a^'ait b^ç» fecilç, 4e m^W.la .génératrice quj ^ passant par ce. 
point f 8*appi)ierait.8Qr. B et B^ : de aorte que Ton serait ramené au cas précédent. 

betiqm qiie.mou«ia^^op9,4iécrit.au n* 99^ £a effet», cette, surface gauchc^est .(/ti second 
de^0iC9fjf âftd0 (çl^etaer. Ifi^ ealciil^^ ^ est. facile 4a .v^ir que les conditions par 
le9^g«eU«S:Qa.eiipriiQefiût que la dueite mobiliB A a toujours uu pqint de commun 
avec B et avec B', et demeure parallèle au point P lohoisi,^ si Ton y^pt^ pour un des 
plans coordonnés, conduiraient à une équation qui ne dépasserait pas le second 
degré: et celte conséquence s'accorde avec la dernière remarque du n"* 55^. En*' 
auite, cette surface gauche n'admet auc^une section plane qui soit une courbe fermée, 
eooill^noim.fillpAa le.déwoqtrer {jf â^ft) ; d'eille^rs^ eHe ne^pÂut être uf) cyliiidrp 
àfl^aft byf^bolîqup ou par^ybpUque, attendu qu'elle çst g0uche: il fqut donc qu elle 
QOïociçle avçc le parabploïque hyperbolique (n"* 89)^ puisque toutes les autres sur^* 
^Qe9 du second dieg<:é admettent ^ par leur génération même, des sections elliptiques 
( tw^A. M vre 11, chapitre T')* 

^9. Skctioiis planes du parabolcUde hyperbolique. {Fiy, ii5.) Ou obtiendra la 
courbe d'i^erseçlipn de. cette surface avec uçiplau donpé 779 en construisant içs 
poiats QH ce pian coupe lea diverses génératrices. Ai Â', A!\..r^ et ^a tangente à 
cette i(^uii[)e en un, point donné, résultera de l'intersection du plan tt avec le pl^n 
tangent au paraboloïde, pour le point en question , pl9n qui se construira comme 
an n!. 55&. Quant k la nature de la section, on peut la prévoir d'avance par Iqs 
règiies^uiVfaBtep. 

560« D'abord t si le plan sécant, «p passe déjà par une droite A du paraboloïde, 
l'autre branche d'intersection sera encore rectiligne, puisque cette surface est du 
aeieond degré : on l'obtiendra. en cherchant seulement les pointa D^ et D'', où r Va 
p^çontfier deux autres génératrices A' et A^\ du même mode que A ; et la section 
totale se composera des deux droites A et DD'D'\ de sorte que le plan ir se trouvera 
tangent en D, et sécant partout ailleurs, 
i 50|. Dans le cas, plus partîoulier encore, où le plan ir, qui passe par A, se trou^ 
yçrait parallèlefjau plan direc^ur P, qui correspond à cette génératrice, il ne cou* 
per^t plus les autres génératrices du même nuxle ; de sorte que la seconde branche 
d'intersection qui était tout à l'heure DD'D'^, s'éloignerait tout entière à l'infini* 
Donc alors |a;&ection se réduirait à la. droite unique A ; mais le plan n devrait tou- 
jours être considéré comme tangent au paraboloide dans le point infiniment éloi- 
gné situé sur; A, ou bien comme un plan asymptote de la surface. 

562* Généralement, soit ir un plan quelconque qui n'est pas parallèle à l'in* 
tersection OZ des deux plans directeurs; il coupera ceux-ci suivant des droites S 
et^', non parallèles à OX, et alors il existera dans chaque système une génératrice 
parallèle à tt» En effet, conduisons par la directrice B un plan BCE parallèle à la 
trace d ; ce plan coupera nécessairement la directrice B' en un certain point N^ et 
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en oiwaffi pac ce poiatla' droite N^M^A^'paratlèieà*^^''«(terire reoMiitrer todim* 
triée B , et sera éndemoienc tine^généraificsdparallèle aiOrplim ir/Si l^on opène étmm 
manière semMabie pour ta iraMd'^ eu menaBl parlai générauwe A on ptan parai- 
lèie à d', il coupera une aotre droite A"" du mâtoe syHèiiie ài'Ufr ]poiMfiyj par 
lecfuel oorpontra condaine une aotm gënéhatiioe B^^ t)«i Mra parattMeà d' et'«u 
plao n\ De^à oo doit cofielare que la seotio» fiiUe {)ar ^ee plaû tr ptéeâoterli dénit 
branehesoaverteS) qni dOQver^ool verd led points infiiriitieiit éloignée oà ft irttîe 
reiicofttrer le^ deux génératrices A^ et B^' ; aimi cette seclion «era UM k^pei^h^h tlmt 
nours aHoDS coDstruire leaagymptoteB* 

BfeiionB par ia génératrice A'^ un plan )t^> parallèle à Pt ce plan it' sera taBgoafl^ 
(n* 561) au paraboloïde dans le point situé à Tinfini sar A^; dôno riateraeettoti d» 
ce plan langent avec le plan n de la courbe , fournira 4*MytDpiote de la branche qui 
converge vers A^\ et celte asymptote sera évidemmait parallèle à tiette génônatrioe* 
L'autre asymptote sera<lonnée semMa^lement^ par TinterMetion^da plan tt avee titi 
plan t:" mené, suivant B'^, parallèlement au second plan diredear Q, etella^sera 
parallèle à B^ 

* 5C9. Bafin , sapposons que le plan sécant n 9df t parallèle à linlersectiôn OX' 
dea deuit plans direotecTTs / auquel cds ses deax traces d et S' sur ces derniers m 
tronverooi eUes^-mémes parallèles à OX*. Alors, si Ton veut essayer d'obtetiir nlio 
généralrice pariittèle à ft, il faudra encore mener par B un pian BGB parMIèle A 9} 
mais ici œ plan ne oraperaplus' aucune des génératrices Bf ei1i\...y puisqu'il de* 
viendra évidemment parallèle à Q : donc la génératrice parallèle à ir , dans le sys^ 
tème A^ estlraiisportée tout entière à nm distanoe infinie. H en sera de môaaede 
lai génératrice qui, dam le syst^iie B^ serait parallèie à n; de sorte que la section 
faite^par le plan it aera'encore ovrerle, puisqu'il y aura des généralrkes de piueeir 
pins éloignées qni approcberont indéfiniment d'être parallètes à ir: mais eette 
ooorbe n'mura plw é'atymfMe. Enefifet^ cette dernik^efigiie aérait donnée, cofiUÉe 
on Ta vu au numéro précédent, par l'intersçotion du plaiif7ra?ee un plan^^oa it'\ 
parallèle à P ou Q, et Dvenésoivant la génératrice parraltàto à ici oroelte-génératrice 
eet ici transportée tout entière è l'infini; dono aussi le plafttr^ s'éloigne indéfiniment, 
et ne fournit plus d'asymfptote. Par conséquent , la section relative au cas acttael est: 
une pmabole* 

&6^ En résumant oette ^liscussion ^ on voit*: i"" que imt plan it f fWûMe à fiit^- 
ter^e€lUm OX des deux plans directmr^i^)^ d&mé tme^lBOttwB^ FÀftiMUQm; elit^ tn 
outre, TT est parallèUà Vun de oespianê^dùrecê^mi oeîiê pùrëbote^e réMt à vMêéroU^ 
unique (n"" 5êk). 

B^. Si le pian êéoam it n'est ytoint paruUèie àPinteneetion OX des deux pkmsdbtee^ 

— **^ ^ ' — — -1 m -wi II ■■ ..^ ^.1 ■■■■ m ■ — ■■ >»» ■■ I > ■ » ^ ■ «■■■ * Il ^ ' t *" 

i*) On v«rra au q** 572 que cette droite OX est Vaxe principal M parabolotde, ou du moiAs iii est 
parallèle; car les deux plané directeurs ne sont pas déterminés quant à la position absolue, mais 
seulement quant à Wr direction. 
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ù U pain Hca/^ emMem d^MM g^f9ér0firw^^ 

3* Danê amum cm. (a seiUiwifiiÊe fi» m plm quelconque n danjs U parùMMe $tB 
pent itXé f HE CQfBBB Fpivte* 

M5. Observons aussi que. ios eonstruclious indiquées au 0"" 562 serTiroot à 
réBQHdre.Q6<prQb\èiBe:^: Trww 9Uf m pamhl^ide donné une générairice qui soit 
fwaU^kà m plm eanim ic..U y aura deux solutions quand ce pJaa ir ne aéra point 
fiftrallèleà KioteiaecUoD des de«x pU^as directeurs; et le problème sera ûfrpofisibia, 
lorsque ir se trouvera parallèle à cette intersection yi moÎDs qu'il neleacÂt en mente 
4epa|i9.à ruo des plans directeurs, auquel cas il existera une infiftilé de solutions, 
fiMrpies par toutes les génératricea pacallèles à ce plan directeur. 

PROBLÈAIË. Bepré9enter unpanaboUàde engendré par une droite mobile A qui §lUse 
jwr deuax émte$ fi:x€e Bei 9^» m d^msunani.fmmUèle à un pkm directeur donné? y êi 
construire le plan tangent de cette surface ^ pour un point connu. 

566. Afin de donner <à notre épuive< toute la symétrie qu'on devrait chercher à 
obtenir dans la construction d'un modèle en relief, nous ferons observer qu'un 
plan Q, parallèle aux droites données B et B,, serait le plan directeur du second 
mode de génération (n^ 552) du paraboloïde cherché; et comme ce plan Q est 
évidemment déterminé y an moins en direction, par les données actuelles du pro* 
blême » il nous sera toujours permis d'adopter les dispositions suivantes : 

r. {Fig. I20.) Nous choisirons notre. plaa horizontal de projection , perpendi-- 
culaire aux deux plans directeurs P et Q , lesquels seront alors représentés par leurs 
traces horizontales op et o^. . 

2\ Nous dirigeroDs le plan vertical de projection « de nuinière qu'il soit parallèle 
à la droite oi/ qui divise en parties égales l'angle poq; puis, nous tracerons les pro- 
jections (CD, C'D') de la droite *donnée 6, et les projections (EF. C'F') de l'autre 
directrice B, , en faisant attention que les deux projections horizontales CD et EF 
devront être nécessairement parallèles entre elles, d'après la condition i", puis- 
qa'elle&.le seront à la trace oq du plan directeur Q. 

3% Nous pouvons encore élever ou abaisser notre plan horizontal de telle sorte, 
que la ligne de terre VY' passe par le point C\ où se croisent les deux projections 
verticales des directrices B et B, ; et alors les traces horizontales C et E de ces 
droites se trouveront sur une môme perpencbculaire CB è l'a ligue de terre. 

4*. Nous'limjterons ces directrices aux deux points (D, D') , (F, F') où elles vont 
rencontrer le plan vertical DOF mené perpendiculairement sur le milieu de CE ; de 
aorte que la figure CDBP sera un losange, dont le centre sera la projection de 
rojeedupcraboUride, ainsi quonoas lev«rron»p)o8.loin (uT 572), pourvu cepen^ 
dadi que les directriœs B et B, soient également inetinées sur le plan boriiontal 
actuel . A la vérité , celte dernière condition pourrait bien ne pas être remplie par les 
diredricea que la question assigne; mais nous admettrons qu'elle est terrée M^ et, 
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par SQitey que les points (D, D') , (F, F) , sont à la même hauteur, attendu que, 
dans tous les cas , nous saurons retrouver (n"" 572) parmi les généi^lrioes du paro- 
boloïde deux droites qui seraient également nnclinées sur la verticate, et qui , dès 
lors, pourraient être substituées aux directrices données (CD, CD'), (EF, C'F), 
si ces dernières ne remplissaient pas cette condition. 

567. {Fig. 120.) Cela posé, la droite qui réunira les points (D, D') et (E, C) 
sera évidemment parallèle au plan directeur P, puisque sa projection horizontale 
DE se trouvera parallèle à la trace op de ce plan vertical P, diaprés les conditions^* 
et 4* du numéro précédent. Donc (DE, D'C) est une position de la génératrice 
mobile Â; et comme il en sera de même de la droite (CF, C'F'), on voit que^ si 
Ton divise en un même nombre de parties égales les deux directrices données 
(CD, CD'), (EF, C'F'); puis, que Ton joigne les points de division o et 16, i 
et T 5, 2 et 149 3 et i3,..., on obtiendra ainsi les diverses génératrices du sys- 
tème A, savoir : 

(DE, D'C'),..., (GH, G'H'),..., (CF, C'F); 

et d^ailleurs toutes ces droites seront projetées horizontalement sur des parallèles à 
la trace op du plan directeur P. 

568. Quant aux projections verticales de ces mêmes génératrices , elles forme- 
ront, par leurs intersections successives, une couçbe D'O'F' enveloppe de toutes ces 
droites, et qui sera une parabole. Car chaque génératrice G'B' fournissant évidem- 
ment la proportion F' G' : G'C : : C'H' ; H'D', il on résulte que, dans la courbe en- 
veloppe, deux tangentes menées dii même point sont coupées par une troisième 
tangente en parties réciproquement proportionnelles; ce qui est une propriété 
connue de la parabole du second degré. D'ailleurs, puisque la courbe D'O'F' forme 
le contour apparent de la surface, sur le plan vertical , il faudra ponctuer les parties 
des génératrices qui se trouveront au delà de ce contour apparent; ainsi la droite 
(GMH, G'M'H'), par exemple, sera visible sur le plan vertical dans la portion G'M', 
et invisible dans la portion M'B' : en outre, le point de contact M', qui sépare ces 
parties, se trouvera nécessairement projeté en M sur la diagonale DF. En effet, 
datfs la parabole D'O'F', on aura , par le principe rappelé ci-dessus , 

G'M':M'H'::C'H':H'D':: niSj 

mais, dans le losange CDEP, on a aussi évidemment 

GM:MH::GF:DH:: Il ;5; 

d'où Ton conclut G' M' : M' H' : ; GM : MH , et , par conséquent , le point M' «e pro- 
jette en M. Celte circonstance, qui se r^roduit pour toutes les génératrices, prouve 
que la parabole D'O'F' n'est autre chose que la section faite par le plan vertical 
DOF, dans le paraboloïde en question. 
. 569. Maintenant, si l'on projetait ce même paraboloïde sur un plan vertical 
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VZ'S parallèle à la diagonale CE , les directrices primitives deviendraient les droites 
(CD , C^ D" ) , ( EF, E" P") ; et Ton prouverait , comme ci-dessus , que les projections 
des génératrices formeraient , par leurs intersections successives, une autre parabole 
C^O''E'', qui représenterait la section, faite dans la surface par le plan vertical COE. 
Les lecteurs familiarisés avec Tapplication de l'analyse à la géométrie des troi^ 
dimensions reçonnattront , dans les plans verticaux OY et OZ qui fournissent ces 
paraboles y les deux plans diamétraux principaux du paraboloïde hyperbolique , 
lesquels doivent se couper (n* 91) suivant Vaxe unique de cette surface; et, en 
effet, nous allons démontrer (n' 572) que cet axe est la droite (0, O'X'). 

570. {Fig. 120.) Le paraboloïde hyperbolique admet, comme nous l'avons vu 
au n*" 551 , un second système de génératrices rectilignés qui sont parallèles au plan 
directeur Q, déterminé par les deux directrices primitives B etB,, ou (CD, Gïï) 
et (EF, C'F'); c'est ici le plan vertical oq. Par conséquent, ces nouvelles généra- 
trices seront projetées .horizontalement sur des parallèles à la trace oq; et comme 
eltes doivent en outre s'appuyer sur deux droites du premier système A, par exemple 
sur (DE , lyC) et (CF, C'F), dont les extrémités correspondent déjà (n' 566) à des 
plans verticaux DC et EF parallèles à 09, on voit qu'il suflSra de diviser en un même 
nombre de parties égales ces deux nouvelles directrices (DE, D- C') , (CF, CT') , puis 
de joindre ensemble les points de division o et 16, i et 1 5, 3 et i4i 3 et i3,... ; 
par là, on obtiendra les diverses génératrices du système B , savoir : 

(CD, CD'),..., (ffM/i, G'M'H'),..., (FE, FC). 

571. Ces droites du système B se confondront en projection verticale avec celles 
du système A déjà construites; car, dans le losange CDEF, il est évident que les 

. points G et 9 , H et /t se trouveront deux à deux sur des perpendiculaires à la ligne 
de terre. Ainsi, les projections verticales de ces génératrices B seront encore tan- 
gentes à la parabole principale D'O' F' ; mais les parties visibles , comme ( M A , M'H') , 
tomberaient sur les parties ponctuées des génératrices A, et réci|Ht>qiiement. C'est 
pourquoi , afin de laisser subsister pour l'œil la distinction des deux nappes amé- 
Heure et postérieure au plan vertical DOF, nous n'avons pas voulu repiiésenter les 
génératrices du système B comme réellement existantes, mais nous les avons mar- 
quées seulement en lignes mixtes sur le plan horizontal. 

Une coïncidence analogue aura lieu sur le plan vertical YZ^, où les génératriees 
du système B se trouveront aussi tangMtes à la parabole principale C^'O^'Ë^^ 

572. Pour trouver le sommet %i\axeà\ï paraboloïde hyperbolique, il faut em- 
prunter à l'analyse, ou bien admettre comme des définitions qu'il est loisible de 
poser, les relations suivantes : L'axe du paraboloïde est une droïie parallèle aux deux 
plans directeurs P et Q, et telle, quelle coupe la surjace en un point par lequel passent 
deux génératrices qui sont Cune et Cauire perpendiculaires à cet axe : ce point est d* ailleurs 
appelé souuEt (n*9l). D'après cela, on voit que, pour des données quelconques, 

6* édit, 82 
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A ftludra getiérfifleraerrt nafener \m pten tt perpendicwflffîre à P ^t Q, puis cbercber, 
pur )esr9tll^y les deax générartrfoes qm Bcmt parriFètes à ir. Alers le point ^e rea- 
'00^ pe tde «^siSB 'ômx <h>o«tes eara 1^ scmmet deniaDdé , -et une perpefiidkxrtaipe à tt 
floenée par ce point , «era Taxe de 4a doifaee. 

iPig. x^o.) fttoîsici, noAis avoss adopté (n* 566) 4e9 donnée les phi0 ^yvié- 
•riques, il est daif qtie'Paite du paraboloïde est vertical , et qwe parte pokit {<iy<i'j 
a pasee deuK génératrices horfcwlales {R'OT, KOI) -et (K'OT, ftOi); donc le 
ïpoint (0, 0') est le B()flamm<leinandé , et, pw suite , TaMeftl; la <Jreïie(<), i^ii'V]. 

Parmi les condhions admises «ai H* dM, il yen a «me Sfewde q^i'on se 'sera pas 
toujours naattre de remplrr, c'est iceUe «qui suppose que les deux dîreotrioes don- 
nées sotyt égateme^H inclinées sur le p(«m ^anmrAaA , ctboisî «comme noim TavoDS fait. 
Lorsque ce0« relation ne sera^as Térifiée, A énTésuHiepa setfleHienI queJesipointsD' 
et F' ne se trouveront plus à )n «néine lianteur, eft que le centre du losange CDBF, 
fonoé oâpmwie il« été dît (ii^566), ne seru plus la projection du sonmeft de la sur- 
face; mais alors Km obtiendra ce sowmet ^ai* la méthode générale, ou , ptus isnb- 
ptemenl, en menanil Abi parabole &0^F une kmgeHie hori%€McAe. D^ailleurs, mi 
pcMirr^t aufssi m procurer deux direcirices telies que vous les wem advnises, en 
•eonduisani è cette par-abole deuK tangrates également fncKuées sur la verticale -y et 
en regardant ces droites comme deux '^érfftrices d«i psruboloïde, on trouvera 
aisément leurs projections ivonzoïita^es , 'qui •serriroat alors à former le losange 
dont le centre répojuira exactement au sommet de la surface* 

573. Pour manifester clairement la forme inverse des deux nappes du parabo- 
loi'de, qui sont fume au-dessus, f autre au-dessous du sommet ouiqiie (0, O') où 
elles se réunissent sans dtsconlmuité , coupons cette surface par divers plans per- 
^petodiculaires à f^x^e^Oj C'O'X'). Soîtl'il' vn de ces plans*; îl rencoutre les pro- 
jîectîons vertîcaftes des gértératrices ^ue no«8 ^vons construites, en des poînfts que 
Vm\ projettera sur Je "pfem lïoiv/onital , eft «qui formeronlt une courbe composëe de 
lieux bnmdies indéfinies , osms sèfpufées , iM /, RNr . Cettecourbe estnécessaîroment 
lÉue kyperbote («" «©2^ dont 4'axe réel est ici (MFN, WN) r mais sî le plan sUCant 
éftâSt atêhdesoous du sommer, comme f W, alors la "suctton , ^qtri serait encore 
(«r 3«»)nne hypeAote TBW, im», Mi«ft porur ««e réel fa droite (Uti, !)')•; et -si 
ce plan sécant passait précttsémeiit par He sonrai^» (6/ 0*% la se<*îOn »^e déduirait 
awx deux droites (BMM, KT) et(*Oî, K'*'), dont les ^projedHans horizonlates sont 
les asym^6tes communes wux dewx 'sedvovs préoédeutes. 

5%. le phn tangent pour nn point quolooDqiie t*u parabotoïde, donné par sa 
•projection horfeonta1o>,s*6b*i0Bdra en mensfut tes génératrices Xîf^ X6, respécll- 
temenPt parallèles à DE et DC-, puis, si Ton projette wrt le plan iHM^ticrf ïes de«x 
points ou ohâ««nede oes^droiles ira couper tes <?iîj*é8 «opposés du losange Cft^P, uti 
W^uvera ainsi les projections verticales de ces génènertrices, et îf restera è IWrc piaeser 
un plan par ces deux droites. Nous n'effectuerons pas ici ces constructions, dans 
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GHAPITEE IV« -^TUM lÂJmW» iUX SUAF^QU GAUGHBS. 251 

la crainte de imdMréj^aire «p peftcaofiise; Buia elles a'ofiErirdatsiucaAa é«ftcs|llé 
pour le leotavr. 

CHAPITRE ly. 

vmwan nmmoB àxac svaiéq». gàiichib vÉmtKÂim. ■ 

L!h][pçrl!)iOloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique sont, parmi les sur- 
faces jg^utfhes,^ le& plus simples que Ton puisse concevoir^ puisque toutes leurs direc^ 
trk^sQnl recâUqnes; aussi ce sont les seules dont Téquation ne s'élève pas au delà 
du second deg^é» et, pour celle raison,, on les appelle les deux surfaces gauches du 
seimd degré. Comme la construction de leurs plans tangents est facile, on a cherché 
à y ramener la solution des questions semblables pour les surfaces gauches géné- 
ralea, pt l'on y est parvenu au moyen du lemme suivant. 

575.. Lemhs^ (Fi^. ii6.) Lorsque deux surfaces gauches S et S' orU une généra- ^ 
trice CQtnmme GLMN y et qu'elles* se touchent en trois points L ^ M ,, N , de cette droite , 
alors ces dçux surfaces S£ iugcordent complètement tout le long de cette génératrice ; 
c'est-à-dire que , pour chaque point de cette droite , le plan tangei^t est commun à 
Tune et à Tautre surface. 

Puisqu*en L les deux surfaces ont un plan tangent commun , et qu'il en est de 
même aux points M et N , trois plans quelconques menés par cas points couperont 
les sur&iees S et S' suivant des courbes respectivement tangentes, 

Aa, Bfr, Ce, et • A'a^ B'*', G'c', 

dont lœ trei&r prœiîèirea pomarontr aire adoptées, papr éUmarices.^. la dfpito hmt 
biia fiy qa«ad«ite déliât k socfiiM S, tandis que les brûis.autneA QMrbw ^ronl 1m 
dîreRtoice» rdattves à S^ Gek pos4» je faÂs g^ifisûr Ugéoératrice G wr tefitrokidiiwh 
tnices Aa^Bè^ Ce, et ja Uwttèiiô dan» une position înfi&kaeaL V0îâin« flmn : o^tto 
droite mobile n'aura pas ces^é d'étiiQ en n^ôifte temps aw \a, secoode^sorfauieSvpiirae 
qiiâk»eoud^ea directckaft de eelleenoi ,. qfH soat tangenteft aux avtces^, ont da^swi- 
muBiamQeUm les-éléakento \isiéùfm»Ll^Um^ Nitf .donc loB'dreîtea G et. jr, aJaaiipMi 
toute* les fQ^Hhnd, jmtecmédmresi ^ la ^oératrke ». aonb cobududw aux m^SumS 
etS't e8i€^ pecmetlrait d^à^de conclttreque ces surface» ayant do oommmXéUr^ 
ment êtifwficiel eamprîâ enlpe; G «t g^ et iodéûni en loogiveur , eUi»» m knwhMii loai 
le iang de la droite G.. Mai» piaur établir encore plaa claÎMinûDt.^atte eMséqumMe^ 
cou^ns^ks swGftcefrS et S' pan un quatoiècne fbm ari)itraice.» uiené par lerjMbA 
qoekonqiie H :. ^ors les aectiona sei^oni deus courbe» Ud el D^^^ qû ipMadroBi 
« néeeeaaireneQt par Jes deux poicite H et à, où oe ptax sécant leiwmUrera. Iw 
dreitosG ettf ; donc tosccoicbes Ud*ek,Ii!d\ ayAsut deux fOàuta eomoinpa iafiiWMat 
voisins, se toucheront suivant l'élément HA, ou bieai eïlaaawont kunéoi I 
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HAT. Par eoneéquent^: lea plaoa tangebts de Set àB& a« p(Hiit HceïQci^eroiitdiien 
TuR avec Taulre , puts^ua cbacuo d'eux devra passer par les droites GH et HT. > 

576. Si les surfaces gauohes S et S^ soot des àyUnéroUiesy c*es(*à*dire de celles 
qbi admettent un plan directeur, jl suffira^ pour qu'elles se raccordent tout ie loDg 
d^utie générairtoe commuue G /qu'elles aient seulement deux plmn langeni9 communn 
en deux pointa de cette droite , eiqu^encntreAeplan éire^uf sait le même pour Tune 
et Tantre surface. Cette proposition se démontrera précisément comme la précé- 
dente, et l'on doit voir tout de suite pourquoi, dans le cas actuel, on n^exigeqne 
deux plans tangents communs ; car, dès lors que les directrices ka et Ma\ B6 et Vf 
{fig. no) sont respectivement tangentes, et, qu'en outre, le plan directeur est le 
même , cela suffit évidemment pour que la droite g , menée par le point /, ne puisse 
pas prendre deux positions différentes sur S et S', et soit ainsi commune à ces deux 
surfaces. 

Les deux théorèmes précédents sur le contact deâ surfaces gauches, sont non- 
seulement utiles dans plusieurs questions de stéréotomie où Ton Teut raccorder de 
patelles surfaces , mais ils servent aussi de base à la méthode par laquelle on con- 
stituit leurs plans tangents ou leurs normales, dont la détermination estèncoi^e né* 
cessaire pour fofmer les joinis des voussoirs de certaines voûtes. 

577. (Fig, 117.') Dv plan tangent doni le paini de contact est donné. Soient 
Aa, hbj Ce, les trois directrices d'une surface gauche quelconque S, et H le point 
d'une génératrice GLHN , pour lequel on demande le plan tangent. Je mène les 
tangentes LT , MU, NY aux directrices données ; et en faisant glisser la droite G sur 
ces trois tangentes fixes, j'obtiendrai (n* 521) un hyperbotinde à une nappe qui 
aura évidemment en L, M, N , les mêmes plans tangents que S. Donc ces deux sur« 
faces se toucheront (n"" 575) dans tons les points de la génératrice GLMN; et, 
par suite» la recherche du plan tangent de la surface S au point H sera ramenée à 
oriie du plan tangent de cet hyperboloïde en ce même point, problème dont la 
solution a été indiquée au n° 530. Mais il sera encore pins simple de i^ecourir à un 
paraboloïde, comme nous allons l'expliquer au n* 579. 

578. Observons d'abord que pour construire un hyperèoloide de raccordement 
le long 4e la génératrice G , il n'est pas nécessaire d'employer précisément les trois 
tangentes LT, MU , NV : il suflSrait d'adopter pour directrices trois droites quelcon- 
ques, sitQées respectivement dans les plans GLT, GMU, GNV, qui touchent la 
surface S aux points L, M, N; car Thyperbôlolde ainsi fermé aurait encore évi- 
demment trois plans tangents communs avec la surface S. Par conséquent, Pkgper^ 
bokSdede raccordement eA susceptible d'une infinité de formes; aussi, parmi tous 
œs hyperboloïdes tangents, il y en aura un qui offrira un contact plus intime 
avec la surface S, et qu'on appelle hyperboloïde osculateur: mais comme sa con*- 
stroction ne nous est pas utile à présent , nous en parlerons en traitant de la 009r«- 
bure des surfaces {voyez n"" 7M). 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE IV^<^ P£ÂNr'VAMMW AD3C SrarMW 6ÂUGHBS. 2SSl^ 

57ft. Un pùttfMéMe de nesçùrdemênt offre te méibodë; ht p\tj»%m^\B'^ow cèii^ • 
struire 1é-t>1àii langent d'nnesuiface^tiche génékrale^Sc^ En e0ét (^^: l'i 7) , 'danste' 
plav tangent de S «n N'y iecroel esl délermioéJ psr GN et NV, on peut toujours 
ifàtér nue droHe N>R qeî'feoit psfrallèle an ttiénie>pl^ <itie 4e9 deux langentea LT 
et MU; ear cetesé^i^Qit ji'coaper teplafn ta«gént6NV»par 1^^^ paraitèlo à LTi 
et Mtr. AtOre^ ^ fadoptetfes^tromdwîlesDT, MU; NR,^i »ô trouvent pamiMé»> 
à "nn plan miqûey pour diriger le momreinent 4)0 to génératrice 6/ j'obtiendrai 
(n*58ft)' un paraboloïde qui tfura encore tron jetons tangents communs avec la 
sutfece S', dans les points' L, M, N; donc le plan qui touchera Sen H ^sera le méêÊ^^ 
(n*975) que le plan tangent du paraboloïdè akvsi formé : or ce dernier planté 
conëlriiira par la méthode tvès- simple du ^ti* 5M. Nous offrirons bientôl \\w\ 
eletnpte de ces con^truetionè dans le problème d<i n^ 608* «^ 

580. Lorsque la surface S admettra elle-même un plan directeur P, il suffimaièra 
d'adopter les tangentes LT et MU aux denx courbes ditectrioes^ pour^faipe glisser 
la génératrice GLM parallèlement au plan P; «par là cette droite décrira immédiate** 
ment un paraboloifde qui aura bien deux plan9 tangents commune avec 3 Bi le même- 
plan directeur. Donc (n* 576) ce paraboloïde touchera la surface S to«t le long^de; 
GLM; de sorte qu'enconstruisant le plan tangent de ce paraboloïde pour Je ipoîni 
H («''556), ce sera aussi le pian qui touchera la> surfiafce S en ce pokit (vogezr 
Texemple du n^'SW). 

58t. Si une des directrices linéaires était remplacée par une snrfaee directrice 
2, à laquelle la génératrice de S devrait demearer tangente (t^oyez n'^5i6)» la 
courbe ao^a^.., formée par la suite des points de contact des génératriets Ga^ 
6''« , G"a'',..., avec S, serait au ^bnd ia iroisièraedirectrioe linéaire; mais, san& 
construire cette courbe ni sa tangente, il n'y a qu'à observer que te'pi^n' tangml 
de la suffa^ 2 au point » est le même que te plan tangent de la surface gauche 
proposée S, puisque l'un et l'antre doivent renfermer la droite Ga et ta tangente 
de la cotirbe oLot'otT... Donc il suffira de tracer danê le pian tangent de '2^ relatif aiir 
point (Xy une droite quelconque <xR, laqtidie, jointe aux tangentes des deux. autres 
directrices linéaires / servira encore à former une surface auxiliaire éa second de- 
gré, (fui aura trois plans tangents commune avec S, et dont on tirera le même 
parti qu'au n*" 577. Cette méthode trouvera des applications utiles dans les épurer 
relatives aux escaliers en pierre ou en bdfe ( voyez au%i l'exemple du n* 60& ). 

582. Enfin , il peut arriver que la définition de la surface gauche S neftisse pa& 
connaître immédiatement trois directrice», commenous en avons cité des exemples 
au n* 519; ou bien , que ces directrices étant données, on ne sache pas construire 
lews tangentes. Dans ce cas, désignons par G la génératrice sur laquelle est situé 
le point H où Ton veut trouver le plan tangent, et construisons plusieurs généra* 
triées voisines ,..., G, , G,, et G', G" . .., qui précèdent et qui suivent la proposée. 
Alors y un plan ir, mené arbitrairement par la droite G, coupera ce» génératrices 
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dont k reneMtre^ a a^nia 6 fei^ oeAiiftttiKh Iq f^mUitkW kqpiol: kn.pl^n % tweia}^ 
sBffiftQep&; aa^ffefc, ce ^laa «n raAferuMiiMlirU droite G « al la iwgwtei de la MiidMi« 
cKta\*i.f mm ImàiimemU^ & iam 1q pmftt'M, Sa inéiMit qacflywjbiwaotpjgi bh 
dtoiteGi uaanlira plauinV on tcoiuvesar le pHiÀ &o«h il-Bera taBgwi.àS;:|^i^„.i|ii 
iMdaJèBia^pt» 7r'\ mMiéi far Cv, toiicbdn «fMteiswfiMeM im.<w1a«à poMl^y. Qila 
pMés éaaé leç troi» plam tangieate 7r.> W » /irf',. oii> traaeratda^idffoitfisr qjaelcQqqiii^ 
a B , 6 ï, y Y, qtia 1'^ a^ptava pow.dÎRaetoiaea d'iin& wiImm. ^Mipl^e^^u/ a^c^iid . 
da^v laqjUeUQ tQuohena bk«t la. sucfacei ppofosée & tout la loog. da te driuA» G 
(«If &7&) ; d#Dcla reoherabd-du plaià ta&e^rtida S au pokii H^aca réduii(aà tjmtfw 
le^plao tea^eali d^ in^siurfaoe anis^iake du a^ood de^fé pow caioâiûa point : pr^, 
blême qui se résoudra connue, au uf dû6 ou 530*, aaloB.cyiA tea^troia dkactcioc»,, 
rat(àltgws^a«roal été aJb^oiaiaa^ pâiralJèlw,i au. iM>a.| à' ua nâiue plaai. 

aa' imwmiy ODigéAàral » icyt^mf à ceHe suHfi^^ don^ a» ^ar/wà paî»i^ oix (jpii a^* délar- 
mimsaii coMtraiaasi^ Qaoma'airda66aa> la aâurba a, er, « af ^.f, aiwaiit.laqaalla aa 
ptani eoupe lar surfeoa psoposéa. Capeoda«tt, le plan it de^ûandrait aiifmfiiatf da.* 
la Mofaoev aîilaiaoiinliaia,â9^«V *^ ne leaaontuaifc la diaita^â q^'à Uiafiiuii aîasi: 
q^-ik est! anrivé.daas FbyparfeolQa(feT au^tf". 5i!U^; oaeiipore, si ce. plan af^.Qaaj^il 
pas les génératrices voisines de G» comme dans le cas du parsAnMlda esaaaû^ajv 
n^ôM,. 

58(il^ Ce qaî pcécàda^.aaaa paAmaL de réaoodre yn problème inléceasant} du^ 
maiiisr aa<i8( la nappart ^ la (béariat :. c'efiLde.tfaaairaire k kmgmte à. une çowbc 
ï)uméma9éitf(mwmiLf^GLtAul^k £iii.inaanaua.q^nt.à{ae6prof riôtéa géoméinquas)!. 
mwè donnée par aaa daiK& pcojiBoliQOfi.. 

Baat ada^ (^) ^ faiaoaa^ paaaec par a9ttaiaon£ba.ana «urfaca.g^cbaS.q/û ail pana 
(ttimteÎQfSila' aamibe: et 4eu& d«QÎI^ A et B., priaasi à volonté, iiçrès aA^oir coar 
stfuit la géBératrioa^ (iJ9« %uk pâaaara pa« la. point. H doané sav lacaocbaD,. (tfk 
saura tooi^ier, pair la^n°582,.laplao tangi^t de;S.paw la point H^«aiueiitp(o{f«r 
lœ tfm^irteincmmue de la dk^eoinca^ Di Dar mâme,. an formant» une seconda sucfa^a, 
gauefae S^ ,. dont las dîirectricea seraient lar eoorba. & at deux dnoitaa Af « B' , trèsr 
difftoentaa des pceiniàrea, on^ saïuia canatraîre aoaai la plan tangimft de. S' pour la 
point, donné H». Or, puisque lai aowba D «aii aa iném6« temps sas laa dans &ai;&ae& 
S et S^ sa tangente an pokitH devratôtre>sitnéaf dans lasdaujL. plans taiagant^dant 
noua venoBaida) par^v ^* 9^ oaaséqn(8Bty,^la aara fouania^pac l-.intaKiafilMn.de. 
aestplaasv 

. (*) Cette. métliQdo lnc^nieQ3e:estclue.à u^Haçheitc^^s il faut avouer, qjoe^daos la pnatlqpe» !»■ 
multiplicité des opérations qu'elle entraîne ne produira pas un résultat plus certain que si l'on se 
contentait de mener celte tangente an moyen de» lar règle, en îtri donnant un petit wrc dte comnmn' 
avee-la courte 'jproposéa. 
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CHÂPITRB iT. -^ ^LAIIS T&MfiKIt ±VX OTaTAOBS GAUCHES. iBSS 

^Pom fflfiypiner tes <^aitk>M g^apWqttes^ oufMirim foriMT te idkMn: bot^mis 
ganrcbe^S'et S^ «vec^dMicwules dàmttnce» D et A , (D et A'^ en y joigdant dlaîi- 
létM tm |Aaft ditocMiir oramim iF, ilne smle aorftne S soffiraît évîdcMHQCttt , «t ila 
courbe D était plane , puisque le plande o€tte eouiiie dewait veufermor la ^langMle 

' ilB5. B«6 HiAifa 'MNcatms éfonr fe )»itaf die mntfiM 9i'«sl f)M dmii^. ^Qn peut lapili- 
qmr aux Birrfocee gauches «lesioélhoêes généraies indiqoées 'poV'Ces sortM4te pm- 
bfèfmes dMB te^n^ve ¥ ; mais ici y elles «O0I sasicepiîbteBde •quelqqesiiÉttplifications 
TiWAles. 

'K le 'plan teiygeM à te ««rTace S ^esft assvjcMi seulement à jmmer yar tm feint 
émni V, le^pîtMèine adémcipa une ffiftMié de solutions {n'''5ft9), lesqucUass»- 
-rbM %iinAes't0iiteS' ipar /a %ii^ (fe <;Miaoi ^ifiMi ^dto àtmmisotk à la Borftice 6, et 
tiyam ^smi sraiffMl 'tfd V. ^PmM* «cMenir «cette ravrive^ il sirfbra de mônerfar le 
point V et par chacune des diverses génératrices 'G , O^, <f ,•<.., des>iftaDS qui se- 
Tetft lèmgentd a fa raiffai^ S, «n des-poiMs «^ ^S, v>'-7 «pie H'on saura coiMtouire 
(tt* S8S); ricH^ la C(9«rbe'0é€7*..,<qi!n réunira tous oes f (notai sera de ligne ite eau- 
la« <*er(fliée. 

98B. Gelte man^ sera 4iiirt 'comnode , 'si 4& swfaea $ astdu seceaA degné ; «ar 
la ligne auxilîaîf^ (x,ot^yx<x!^ du tirStt, qui ^sertà tramner le poiatide oontact « ckt 
ptan ihené par )a ^nëmtr ice €r , se réduh-a à «me dfoîie dont ii Btfinra de construire 
deux poraits , «t la 'ce« ribe déffffitîre a6y . .. Bera «eito-naiéâie plane et du secoadidegné 
(H- »»>: ■• ' • i . . • 

On pourrait ramener au cas adacA le proUèmcdu mméro préeddaily en tMD* 
sitruisant te parribolôïde de raceordeoient Je toiig de «chaque génératrioe 6 ^ la 
suffoce quelconque S, . % 

W1I. l'Crsque le '{Aatt tamgettt à la mrtece Stlerpa être ^pm^tlile û une éhmie 
donnée t), on ùondotra par tes dtverees générattrioee , G/., fi'V-> d™ I*«s ipand* 
•Mes à I^; et en éMerorinatft (fB^'sSSâ) lears fKjitfts d» ceataot «^ «^ y^..., avec la 
-sttrfece S, la oouite tx6y-. ^sern *r iftyfie ife ^anêÊtad'wi oifttnëve*ckimniûrk àS»*i 
^àflM/fed O7 ]^*ootnéqiietft, cène «mirbe «dy... foepoira 4outm leewMiom^da 
çipobïèiie'preïrtoeé («• 378t); 

588. Si la surface S est 4« second degré^ «on ^trouvera le& «émas sknptiHc»- 
«otn (frf'ont été ind«{iiées au «^986'; et 4'on |Mrarra aiiSBr rsneMr ^au tas actuel 
te{piK)Mème«natogiie ^^o«r ««esurteeqnete 

«8§. Ijwsqiae le plan tangent * la eoiface gwache qoekwnipie S dwra fOÊsertpar 
mt ëretie4mnëet)y iln^-y^awa q^èmiiwe4a»marcheçéoérale indiquéeiau ïïfMè^ 
laqiïéBè consiste <i dherdher fes peiyrtsconttOT^Bîap» ^oomtes^ de^deex 

*d5nei qui sont weonscfîts à S , et q-cri ont ledrs sofimicAs placés wir la «droite D. 

«90. Maïs -si la surface gauche est du second degpé, o« résoudra le proMème 
d'utte mafiièrë bemcoap plus snniiile, par les coii0Îâétt«tions soivaulei. iLe plan 
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langent dierché devra contenir, outre ia droite D, les deax génératrices deThy* 
perboloïde (ou du paraboloïde) qui se cioupent au point de contact Inconnu; donc 
une 9 au moins, dé ces génératrices ira rencontrer D eu on pokit S(, dans leqqel 
cette dernière droite traversera l'hyperbolôîde. 

D'après cela , si Ton commence par chercher (n"" 5%, 5*) les deux points M et 
M^ où la droite donnée D coupera généralement la surface; puis» si Ton construit 
les quatre génératrices MA et MB, M'A' et M'B^ qui passent par ces deux points, 
il n'y aura plus qu'à conduire par les droites D et MA, Det MB, deux plans qui sa- 
tisferont au problème, puisqu'ils seront tangents quelque part à la surface (nf 5^5). 
D'ailleurs, comme le plan DMA refermera évidemment la génératrice M'B', qui a 
un point M' dans ce plan, et qui nécessairement rencontre MA, et que l'autre plan 
DMB contiendra semblabtement la gélaératrice M' A\ on voit que les poînia de oon* 
tact ff et 6 de ces plans tangents seront foul*nis immédiatement par la rencontre de 
MA avec M^B', et de MB avec M' A^ 

59i. Il résulte de là que le problème en question sera impossible, toutes les 
fois que la droite D ne. rencontrera pas l'hyperboloïde. Cependant, il neiaat pas 
comprendre dans cette exclusion le cas où cette droite, venant à coïncider avec 
une arête du cône asymptote^ se trouverait e)le-môme asymptote de la surface : 
alors le plan tangent demandé serait celui qui touche ce cône le long de la droite D. 

592. Considérons enfin le cas où le plan tangent cherché doit être parallèle à 
un plan donné ir. Si la surface gauche S est quelconque , il faudra encore recourir 
à la marche générale du n* &2t ; mais on pourra y substituer les méthodes sui- 
vantes, lorsque la surface sera du second degré. 

593* Ponr un hyperbèldldé gaudie, on cherchera , comme au n"" 5&8, les géné- 
ratrices A et B, A^ etB', qui, dans les deux systèmes, se trouvent parallèles au 
{dan tt; on sait que les deux premières seront paralièlesentre elles, et que les deux 
autres offriront une relation > semblable. Alors le plan conduit par les droitesi A 
et B% ainsi que celui qui passera par B et A^ satisfera évidemment au problème, 
puisqu'ils renfermeront chacun deux droites parallèles à n et qui se coupent. D'ail- 
leurs, les points de contact seront immédiatement fournis par la rencontre des gé- 
nératrices A et B^, B et A'; et le problème pourra admettre deux-solutions^ oaune 
seule, ou aucune, suivant la discussion faite au n"" 5(ii7. 

Ô9&. Pour un paraMmie gauche, on trouvera encore pUis fociloment par le 
n*565, les deux seules génératrices A et B qai, dans les deux système^, sont pa- 
rallèles au plan it ; et comme ces deux droites ne sauraient être ici paraltèlçs entre 
elles (n"" 55{|, 3"")^ le plan conduit suivant ces deux lignes sera )>ien parallèle à tc, 
et fburniraiaaoltttion mique du pr^lème actueL D'ailleurs, le poii^tile cootacl de 
ce plan tangent sera donné immédiatement par la rencontre de» génératrices A et B. 

On aurait pu se contenter de construire une seule A de ces génératrices, puis de 
mener par celle*ci un plan parallèle à tt; mais alors il resletait à trouver le point 
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de contact de ce plan tangent, en cherchant la seconde branche de son intersoc* 
tion avec le paraboloïde, laqaelle serait précisément la génératrice B. Le problème 
peut être impossible oo indéterminé, selon ce que nous avons dit au n"" 565. 

595. THÉORÈME. {Fig. 1 18. ) Dans iouie surface gauche S ^ les diverses normales 
!\IN, M'N', M^'N",..., menées par ions les peints dune même génératrice G ^ forment 
toujours un parabotdide hyperbolique. 

Si Ton désigne par 1 la surface Heu de toutçs ces normales, et qu'on lui fasse 
faire un quart de rétolution autonr de la droite G, chaque normale MN, qui est 
déjà perpendiculaire à cet axe de rotation, décrira un plan et se rabattra suivant 
une droite MX, qui formera jdes angles droits avec GM et MN; par conséquent, MT 
se trouvera dans le plan tangent de la surface S. D'ailleurs, comme ce déplacement 
simultané de toutes les normales altère seulement la position de la surface S, et non 
sa forme, il suffira d'examiner quelle est la nouvelle surface 1/ produite par les 
diverses droites MT, M'T', M'^T",..., qui sont tangentes à S, et qui satisfont en 
outre à la condition d'être toutes perjfendiculaires à la génératrice G. 

Pour cela , je fais glisser la droite G sur trois quelconques do ces tangentes , sa- 
voir : MT, M'T', M"T''; et, comme ces directrices sont évidemment parallèles à un 
même plan^ je forme ainsi un paraboloïde (n"" 553) qui, ayant les mêmes plans 
tangents que la surface S aux points M , M', M", touchera cette surface (n* 575) 
tout le long de GMW. Or je dis que les autres tangentes W^T^,.. . , sont pareillement 
situées sur ce paraboloïde ; car si je le coupe par un plan perpendiculaire à GM et 
mené par le point M''^, on sait (n"" 551) que la section sera une droite M'^'R qui, à 
cause du raccordement établi entre S et le paraboloïde, se trouvera contenue dans 
le plan tangent de la surface primitive S, c'est-à-dire dans le plan GM^'T"': d'où 
il suit que les deux droites M"'R et M'"T''' coïncideront entièrement, puisqu'elles 
seront l'nne et l'autre perpendiculaires à GM^'^ et placées toutes trois dans un même 
plan GM'"T"^ Donc M"'T'" est bien située sur le paraboloïde que nous avons construit 
avec les trois premières tangentes. D'ailleurs, comme ce raisonnement s'appliquerait 
à toutes les autres tangentes. de S, perpendiculaires à la génératrice G, il demeure 
prouvé que la surface £', lieu de ces tangentes, est un paraboloïde hyperbolique; 
et la môme conclusion s'étend à la surface £ y formée par les normales MN , M' N^ . . . , 
puisque celle-ci ne diffère de S' que par sa position dans l'espace (*). 

Ce théorème, remarquable par sa grande généralité , puisqu'il subsipte pour- 
toates les surfaces gauches, servira à assigner la nature desjoinis normaux dans 
les voûtes où la doueUe sera gauche, et à prévoir aussi la forme des sections faites 
dans ces joints par ces divers plans* 

(*} Cette dèmoDstratlon fort simple, et purement synthétique, est due à M. J. BineU 
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CHAPITRE Y. 

EXBHMBS DiVBRff DE SUaFAOBS CAVOÊm^ 
$ i". Conoïde droit. 

596. {Fig, 121.) Nous avons dit (n** 520) qa'xm camjiida étaiA la mrface eug/enr 
dré^ par une- droite mobila^ qui s! appuie comtammcAi sur uhe droite el sur unei courbe 
^cs^ en éennemanl parallèle à un plan domié^ Ici ^ uoys prandroos ce plao. directei» 
pour le plan horizoataLde pxojecUûQi} et pour directrices, reUipse(ÀZ^H, AH) eft 
bb verticale {O'TJy 0)*^ celle d^rnièce étani piiii:|ieD.dkuJai£e du plaît dicettev,, le 
eoaoïde sera draiL Les divei ses géoératrrïcjes se coQ&lruûoal bien, aifiémieni ^ puifir 
qu'il sofSra de conduire iia plaa hArizootal arbitraire B.'G\ qui coupera. L'a&e^ au 
point (0, 0") et l'ellipsie au .point (B'B)^^ (G'G); puis,, eaioignaat ce» poijfttS', oa 
trouvera (OR^O'^B') ôt (OG,; 0''G') pour deux généralricœéii c©àoïdfi:,,et.le8 aatres 
s'obtiendront JiMia manière semlilable^ 

597. Il est certain que cette surface sera gauche; car, quelque rapprochés que 
soient deux points B' et G pcis sux k directrice , les géuératrices eorrespoidantes 
(BO9 B'Q'^) et (GO, CO''^) ner soroat poiat parallèles, puisque teu£s projecliâos 
hjSHriaoatalea 60 coupent en)Q :.et d'aiNburs ces- gjànératrisi^SL ue pu.urroaJ.se cûaper 
dans L^espace,, attendu quTelles sojit situiées. dans des plans hoekK)iitaux différente» 
Rn outre ^ il faut observer que ces droites, prolongées iniiéfijuoie&t., fornaâroaituoe 
aecoade »appe projetée dans l'e&pace aDg.ulaire aO/i; et que te. verticale (Q^ (ViSf), 
suivant laquelle se coupeat les deux nappes de la surCace*^ sera xmeUgpe. de Hrictio», 
attendis qui'elle indiquera la direction de la plus courte distauee entre doux ^né- 
raAricQs quelconques. 

598. Le plan taugeot de ce conoïde„ pt^ur un point (M,. M') donné suc une gêné- 
i^lfijce,,. s'Qbtiendxa ejx appliquant ici la méthode générale indiquéet air n"" âS(k le 
trace donc la tangente Bf T au point de Ti^Uipso où aboutit) la génératrica egk. quâsr 
Uon (OMR, (y'M.'R') ; et,, comnoie Tautre dir^ectric» (0,. O/ZÎ) est une droite qui^eat 
ejj^-méoud. sa profu-e tangente , j.e la coofiepve, et je* faia glisser soc cette vertii6ato.O 
et suc U tan^nte, B' T la. génératcice (Oftffi> 0'' W B( ) , tonipurâi k^zaatale :; paji -là , 
j'obtiens un pambahUe. de racjooKdAnuMj. doi)4 une seo^nàff. g^néraMdce^ du^ Biâtoe 
système es* évidecwaent ladcoite TO.^ tracée dans le plan horizontal, de projpcfeiDn. 
Alftrs^ Xe. cpnpe.les. dewx généralrifîes. 01 et (OMR,. Q('M/B^) paf le. plan v«Bticai 
MR,. évidenunent parallèle aux. deus. dûr^rfirwa, leqjOfiL davca donaec (a"" 55i) pQ«r 
section dans le paraboloïde une droite du secood systèoia^ qnl sei;a(]yiP^MLF)i 
Cela posé, le plan qui passera par les deux droites (MP, MT') et (MB , M'B'), situées 
Tune et l'autre sur le paraboloïde, sera bien le plan tangent de cette surface auxi- 
liaire, et aisssTdirconoifde proposé, purisqueces^deux surfiicesse raccordient(n'*576) 
tout le long de la génératrice (OMB^.Of'ât'B').. Or il est facile de voir que ce plan 
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aura jnmhp traoeboriaomale la droite Pa, parallèle à MB , et pour trace verticale la 
droite aB', qui (kMt«e tronver âfiisM parallèle à M'P'; ainsi, PaB' est le plan tan- 
gent du conoïde po»r le point (M , M'). 

599. Si l'on roulait avoir le plan tangent relatif à un autre point (N, N') situé 
sur la même génératrice, le paraboloïde déjà constrnil servirait encore; il snflirail 
de le tîouper par Iô plan vertical NQ , parallèle anax denx généralnces, et la séfttîon, 
qm^eraitla droitei(N(J, N'Q'), combinée arvec la génératrice (NB, lyTB'), Sowniraîl 
\e pten Q6B' pow celui q«iii toticbe le coiioïde -en (N, N'). On reconnaît ici que les 
divers plans tangents de cette surface, le long de la génératrice (OB, OB''), sofit 
bien ^itticKfts les uns des antres, quoiqu'ils contiennent tous cette génératrice* et, 
pwfi^uite, ieurs traces horiEontalcs soirt toutes parallèles à OB. Enfin , si Ton assî*- 
gnait le point de contact en (G, 0"), le plan tangent deviendrait leplan vertical OBB'. 

«W. H est bon d'observor 4^1*6 tontes les droites JB'T, M' F, N'Q',..., doivrnl 
alter rencontrer la veilicale O' Z' en un même point que j'appellerai w' ; car ce sont 
les projections d'autant de génératrices du paraboloïde, appartenant au second sys- 
tème , et qui doivent tWQtes s'appuyer sur la géûéralrice dn premier mode [O&tù*). 
D'nitleors , comme les droites M'P', N'<y,..., seraient évidemment les tangentes des 
sections fartes dans le conoïde partes plans verticaux MP, NQ,..., te relation pré- 
cédente s'accorde bien avec la nature de ces conrbcs, qni sont ici des ellipses ayant 
toutes nn axe commun O'Z'. Elles se construiraient aisément, en projetant snr le 
pten vertical les points oè cfcaqite plan , tel que MP, rencontre !es diverses droites 
OA, OB,OBV..., du conoïde. 

$ a. ConoUU circonscrit à une sphère. 

Wl. {Fig. 123.) Imaginons une miroite mobile qui, rentant (oujmrs horizùnlale^ 
stipfntie mr tmt drdîe fixe (AH, A' H') et sur une sphère (RI, O'I') d laquelle elle 
denreate tangerUe : la surface ainsi décrite sera encore un conoïde , dans lequel la 
directrice cmrviirgne sera reroplacêp par une surface qoe devrotrt loutAer les divel^se-; 
génératrices. Pour obtenir ces deraières, wi mènera un plan horizontal quel- 
conque CS', qui rencontre la droite fixe au point (C, C'), et coupe la sphère sui- 
vant un cercle du rayon K'S'; alors, en conduisant A la projection horizontale d(î 
ce terc\e les deux tangentes €M et Cm, ce seront deux génératrices an conoïde, qni 
seront projelées verticalement suivant la droite unique Cm'. lyaiïleiirs, si Ton pro- 
jette sur cette dernière droite les points de contact M et m en M'' et m\ puis si Ton 
répète des opérations semblables pour tous les plans horizontaux qui peuvent cou- 
per la sphère donnée, on obtiendra une courbe fermée 

(RLMNPQR^a9fim/R, R'L'M'N'FQ'R''i/>'n'm'rR'} 

I)onr la ligne de contact de la sphère avec le conoïde circonscrit : cotte courbe, si 
elle avait été connue primitivement, anraît pu remplacer la splière directrice. 
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602* ^On. d'obtenir plus de nettelédans noire épure, iio«s avons supposé ici 
que les généralrices dq cpnoïde étaient terminées à leurs poiote de contact avecla 
sphère » ce qui laisse visible toute la partie de cette surface , silnée au delà de la 
courjje de contact par rupport à la droite(AH, A'H'); mais, en deçà de cette droite, 
il e^is;te une seconde nappe du conoïde, dont la pariie supérieure ei visiMesurleplan 
horizontaL se trouve formée par les prolongements BX, C^a, Dp ,«.., des génératrices* 
inférieureêBl^ Gin, D?2,..., de Tautre nappe, et réciproquement. D'ailleurs, pour 
compléter le contour apparent du conojfde sur le plan horizontal , il faudrait tracer* 
les courbes enveloppes des droites AR , B/ , Cm ,..., et GR , FQ , ËP,...; courbes qui 
seraient fournies immédiatement par les intersections successives de ces gé&éra- 
trices» si, en les multipliant davantage, nous n'avions pas craint de jeter quelque 
confusion dans Tépure. 

603. Ici , la droite ( AH , A' H') n'est plus uuq. ligne desiriciion, comme cela arri- 
vait dans l'exemple du n*" 597; mais, par les raisons citées dans cet article, on 
verra que la surface actuelle est encore gauche^ aussi bien que tous les conoïdes. 

QOk' Cherchons la plan tangent relatif à un point quelconque ( V, V) situé sur 
la génératrice (CM, CM'); et comme ici la seconde directrice est une surface et 
non une courbe, employons la méthode du n*" 581. Je construis donc, d'abord, uue 
tangente de la sphère au point (M, M'), et, pour plus de simplicité, j'adopte la tan* 
gente du méridien, qui est évidemment (RMT, Z'M'T'); puis, en faisant glisser 
sur cette tangente et sur la directrice rectiligne (AH, A' H') la droite (CM, CM'), 
toujours horizontale, je forme un paraboloïde qui raccordera (n°576) le conoïde 
tout le long de cette génératrice : d'ailleurs, une seconde position de cette droite 
mobile sera évidemment la ligne TH, située dans le plan horizontal de projection. 
Cela posé, je mène par le point (V, V) un plan parallèle aux deux directrices 
(AH, A' H') et (MT, M'T'); ce plan, qui a pour trace horizontale la ligne XY, facile 
à trouver, doit donner, dans le pdraboloïde, une section rectiligne (n*" 551), 
laquelle est, par conséquent^ la droite (aV^ a V): alors celte droite, jointe à 
(CVM, C'Y' M'), déterminera un plan aSy, qui sera tangent au paraboloïde, et 
auesi au conoïde primitif dans le point (V, Y'). 

605. Ce plan, quoique tangent au conoïde, doit couper celte surface (n*' 512 

et 583); et Tinlersection totale se composera de la droite (CVIVI, C'Y' 31') et d'une 

courbe passant par le point (Y, Y'), laquelle s'obtiendra aisément en cherchant les 

points de rencontre du plan aSy' avec les diverses génératrices du conoïde que nous 

avons construites. 

$Z. Le Biais passé, dit Corne de vache. 

606. (Fig. 122.) Cette surface, employée quelquefois à voûter un passage biais 
compris entre deux plans verticaux parallèles AC et BD, a pour génératrice une 
droite mobile qui s*appuic constamment : i° sur le cercle vertical ( AZ'B , AB) ; 2" sur 
un second cercle (C'Z'D', CD), égalet paralluleau premier; 3° sur unedioileO'OO', 
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perpeadiculaire aux deux cercles précédeuts^eliueûée par le centre du parallé- 
logramme ÂBCD. Pour construire les diverses positions de la'géiïératrice aiobite, 
on mènera par la droite 0(y un plan quelconque 00' K'; il coupera les deux cercles 
aux points (K'y K), (L', L), et en les joignant par une drohe (KL, K'L'), ce sera 
une génératrice de la suriaoeen question. De même f M'N'O', MNO") sera une auire 
position de la droite mobile; et, quand cette ligne viendra passer par les deux 
points des circonférences qui sont projetées en 11^ elle se. trouvera horizontale, et 
ne rencontrera plus la directrice 00' qu'à linfini. Au delà de cette position, la 
génératrice mobile s'inclinera en sens contraire, et ira couper la directrice 00' der* 
rière le plan vertical (*)• 

607. La surface ainsi produite est gauche. En effet, pour passer de la position 
(M'N'O', MNO") à une position infiniment voisine, la génératrice peut être censée 
glisser sur les deux tangentes M'ï' et (N'V, NV); et comme évidemment ces tan- 
gentes ne sont pas dans un même plan^ il enarrivera autant pour deux génératrices 
voisines. D'ailleurs, deux génératrices quelconques se trouvent dans des plans 
menés suivant 00', et ne pourraient se couper que sur celle droite; or elles vont 
la rencontrer en des points différents, comme on le voit par les projections hori* 
axmtales BD, EL, MN,.... Il est bon d'observer que ces diverses projections for- 
meront, par leurs intersections successives, une courbe enveloppe de toutes ces 
droites, et qui ëera le contour apparent de la surface sur le plan horizontal. Quant 
à la nature de cette courbe, et à l'équation de la surface elle-même, on pourra 
consulter V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions^ chapitre XV. 

608. Construisons le plan tangent de cette surface gauche, pour le point (G, G') 
donné Sur la génératrice (MNO", M'N'O'); et pour cela, formons d'abord un para- 
boloïde auxiliaire ayant pour directrices trois tangentes de la biirface qui soient 
parallèles àun même plan (n*" 579). Deux de ces directrices seront les tangentes M'T' 
et (N'V, NV); la troisième doit être une droite parallèle au plan vertical, et menée 
par le point O" dans le plan qui touche la surface en ce point. Or ce plan tangent, 
devant contenir la droite 0"0' et la génératrice (MNO", M'N'O') , est précisément 
le plan 0"0'M'; et, par suite, la troisième directrice du paraboloïde auxiliaire est 
(OV,0'M'). 

Cela posé, je fais glisser sur ces trois directrices la droite mobile (MNO", M'N'O' ), 
et je cherche la position qu'elle prend, lorsqu'elle arrive au point (V, V) par 

(*) Il y aurait, à la vérité, un autre moyen de faire remplir à la droite mobile la condition de s'ap- 
puyer constamment sur les trois directrices assignées. Car, si cette droite, passant toujours par le 
point fixe O, glissait sur le demi-cercle supérieur (AZ'B, AB), elle renc(»itrerait nécessairement 
aussi la moitié inférieure du second cercle, et réciproquement; de sorte que la surface ainsi pro- 
duite serait un cône du second degré. Mais, comme on aperçoit bien que la position de cette surface 
n*eàt point propre â former une voûte qui recouvre l'espace ACDB , nous négligeons ici ce mode de 
génération. 
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exemple. Pour cela, je condais par ce point et par la directrice (O^fi^iyM!) on piaa 
dont la trace horizontale est évideaunent 0'^ Y a , et la trace verticale une droite oêV 
parallèle à O'M'; puis, comme ce plan rencoatre la première directrice M'X^ au 
point (ë\ 6), j'en conclus que (SVy, &Vy) est une seconde position de la géoéra* 
tiice (MNO'', M'N'P') du paraboloïde auxiliaire. Maintenant, je couj^ ces deux 
lignes par le plan vertical GH, parallèle aux trois directrices, et ia droite (GH, G'H') 
est une génératrice (n** 551) appartenant au second mode de ^nération da pa* 
raiboloïde; par conséquent, le plan qui passera par les droites (GH^G'H') et 
(MNO^', M'N'O^), savoir O'^PM^ sera bien le pian tangent dn paraboloïde, et asssi 
de la surface gauche proposée, pour le point en question.(G,G')* On observera 
que la trace PiM'' doit se trouver précisément parallèle à la projection verticale G' H' 
d'une des droites que •contient ce pian. 

S*il fallait (comme «dans la Siiréotomie^ vT 669) trouver la tangente au point 
(G, G^) de la section Taite dans cette surface parun plan vertical X¥, parallèle aux 
cercles <:le tête, on n'aurait pas besoin d'achever la construction du pian tangent; 
car la droite ( GH , G'H' ) , qui doit étve dans ce ptan tangent, et qui se tronve d^à 
dans le plan de ia courbe, serait évidemment la ttatogente dema«idée. 

609. De là on conclura aisément la oormiito de la surface gaucbe au potnl 
(6, G^; «t en construisant de même les autres normales pour divers points de la 
portion (M'N^, MN) de la génératrioe, on obtiendrait un paraboloïde bfperbolique 
(n* âS5), qui serait ppopre à former ie joint normal de celle petite vo^te. 

$ /i. Des Hélicoides gawhes, 

610. {Fig. 134. ) Atppès avoir coostruit ane hélice à base circulaire (ABCXI..., 
M^'Gl^H!k"W ), imaginons lAJie étoilemMle ( AO^ A^a') gm4flUse sur cette hélice €i 
sur jott >tfxe ( 0, 0' Z' ) , ffi jormunl d'ailîeurs im migie 4^fèstant oner: cet «txe : noas pro» 
d»inuKs ainsi un hélioeïée qu'il ne fa«t pas oonfondre avec fhéiUmde déixeloppabte 
déjà oKiBidéré au xi* {||&6; car celoi dont il est ici question est gaudèe, comme nous. 
aUons le démo»troi*, après avoir appris à construire les divocses poâtîtiu »àe sa. 
gén^-atiice. 

611. Pour obtenir celle qui passera parle point quelconque (F, F') del%élice, 
preoons sur Taxe wcticai un ietervalle «y, égal à ta difiénenoe de niveau des 
points ( F, F) et <A, A'), et la droite (F'/, FO) sera la génératrice deuandèe ; car 
elle formera, avec l'axe et le rayon du cylindre qui aboutirait au point {F, F'), un 
triangle rectangle évidemment égal à A'a'O' : de sorte que les angles aux soounels 
de ces deux triangles aenont bien Jes mêmes, -commet i'exige la loi de .mott^emeûpt 
citée plus kaul. Mais, pour rendre oelte op^tion fk» onifonae «t plus simple, 
on observera que le tracé de ThéKce primitive a déjà conduit (n" 451) à diviser Ja 
circonférence ABCH... et le pas de Thélice A' A" eu un même jwmbra de parties 
égaies, ici quatorze; par conséquent, si l'on commence par marquer sur l'aM ver- 
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tical , à parikr do point d^ des intervalles a' 6', 6'c', c'cf, d'e', e'/,..» , lo^s égaux 
aux divisions du pas de lliélice^ il n'j ^^^ P'^® ^'^'^ joindre par des droites les 
points correspondants B' et b\ C et i/, D' et d^..., pour obienir les projections ver- 
ticales B'A', CV, Hftï^^.^r des diverses génératrices projetées borizontatemenC siïf 
les rayons BO, CO, DO,.... 

6t^ l^'après cette construction , i\ est évident qne de^ux génératrice&, qirefque 
lapprochées qu'elles soient^ ne se trouveront jamais dans \m même plan. Car, 
1** elles, ne sont point parallèles^ puisque leurs projections Horizontales se coupent 
en O;. 2° elles ne se coupent pas, puisque les points situés sur la verticale y 
sero&t placés à des hauteurs différentes : don<:^ cet hélrcoïde est une staface gauche. 

HêS. Puisque les divers triangles rectangles formés par chaque^ génératrice avee 
l^^axeci ie rayon du cylindre qui aboutit au point correspondant de rbéKce, sont 
(rt'ôM) toas égaux k AVO^, il s'ensuit que ta portion de te droite mobile, cofir- 
priée entre If axe et Tbéliee direetrice, conserve' toir^ours la même k)nguem^; par 
coDséqtseut^ on peut aussi reganrder fhélicoldke^ gauche qui imwr occufie, conme 
engendré par wte érciêe de tongueur etmêtante { AO, A' «' ) qui gti&se sur une hélice à base 
cifculmre ei sur son axe. 

%%lt* Dans ce mouvement, où la longueur de la gémératrice et son ineHnaison 
sur Taxe demeurent invariables, il est évident qu'un point quelconque («, a) de 
cette droite mobile, reste à une distance constante ^eO de Faxe vertveal (0, O'Z^), 
c'est-à-dire que ce point se metut sur le «ylindre drcwK qui a pour ba$e le cercle 
0:07.... En outre, comme les deii:x extrémités de la génératrice s^élèvent, à la fois, 
d'une qiuantité égale a^b\ ou el'c\ ou aldlr.^.^ il en sera d^ même du point (a, a)^ 
dont les ordocmées verticales, cmvpiées à partir eu ptan hoirixmtai a^ a>\. seront tou^ 
jrars égales aux ordouinées du point ( A, A^)i au-dessus d» ptas A'O. O celte9-<;i 
fionrt^ par la nature de l'hélice que pai-cowt le point (A, A'), propovtionnenes awx 
arcs AB, AC, AD^..-., o^i bien aux arcs «ff, 57, «d,*.,^ ; donc aussi ces derniers sdnt 
proportionnais aux ordomuées. des postlions qu'occupe le point (a^ a') aer-d^ssus 
du plian faorizonlall a » , tonsqu'H se projette successivement en 6, 7, <},... : pur con^ 
séqoMrt (n"" AfijBi), /ép cmirhe. 

éM\^ par un point qwehomfoe («,. a) de la généraOriee^, pendant sm mouvement ^ est 
wse hélke de même pasi que fhéHee primitive^ mais tracée sur un cylindre con^eMitri'* 
opte aapteBiier.. 

Fdut coasfcmîffe cette kâice, il saffirait,^ après smsir décrit le' eeretedu' rayon 
0«, db prejeter les points S^ 7, J,^.., eïuS', 7', if,..., sur les génératrices déjà» tra- 
cées ; mais, afim d'éviter' isi rencontre de; lignes très-obliques, il vaudra mieux cau^ 
per ces génératrices par des borifiientales élerées aa-dessusdu a'oD^ de r, j, 3,..., 
fcwl'îiitepvadea'»^ 
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616. D'après ôeite propriété, on pourrait aussi définir i'hélicoïdè gauche côriitm) 

^engendré par une droite qui cjtme constamment sur deux hêtkei concentriques^ de rayoàs 

'hié^auXj mais d(* même pasj et sur Vaxe commun de ces deux courbes. Par là, on assi* 

gnérait trois directriceë à la surface, et les autres conditions énoncées aux n"^ êfO 

^èt 613 se trouveraient renaplies d'elles-mêmes. 

616. Il est évident que Thélicoïde gauche admet encore une nappe supérieure^ 
laquelle serait engendi'ée par le prolongement a'II' deia droite (à'A',OA), qui a 
déjà décrit la nappe inférieure. Cette dernière est la seule que nous ayons voulu re- 
présenter ici, afin d'en laisser voir plus distinctement la forme; toutefois, nous fe- 
rons observer que non«seulement les deux nappes auraient de commun la droite 
(0, O'Z'), mais qu'elles se couperaient encore suivant une on plusieurs hélices de même 
pas que V hélice ( ABCD, A!^G\i\..). En effet, si Ton compare deux positions de 
lia génératrice qui soient situées dans le même méridien, telles que ( AO, A'a'U') et 
(OH, h'm)^ on voit qu'elles se coupent en un point u' commun aux deux nappes, 
et qui restera constamment sur Tune et sur Tautre, lofsquMl sera entraîné par le 
mouYement simultané de ces deux droite» autour de Taxe. Or nous avons démon- 
tré (n*" 61!|) que, dans ce mouvement, un point quelconque v! ou u' de la généra* 
trice décrivait une hélice concientrique avec (ABCD, A'B'^C'D'...) et de même pas 
que celle-ci : donc, c'est bien une telle courbe qui formera l'intersection des deux 
nappes de Thélicoïde ; et il existerait d'autres sections analogues, si l'on prolongeait 
les génératrices assez loin pour que A'a'U' rencontrât li^^W\ *"'H'",..., en des points 
li^, ti'^..., qui décriraient encore des hélices communes aux deux nappes. 

617, {Fiq. ,124. ) Beprésentation graphique de la surface. Elle est donnée par Ten* 
semble des génératrices successives que nous avons construites; et si l'on restreint 
rhélicoïde à sa nappe inférieure, et que Ton termine les génératrices aux points où 
dles s'appuient sur l'hélice directrice (ABCD,.,., A'B'C'D'... ), le contour apparent 
de la surface, sur le plan horizontal, se réduira ^u cercle ABCHLA. 

Quant au plan vertical de projection, le contour apparent se composera d'a- 
bbnd des portions A'B'CD'G'H'L' et P'Q'A"B''C^F''H^'L^ de l'hélice directrice; 
p\ii8, de diverses courbes symétriques X'Y'B', a/y^L\ X^Y'^B^,..., qui seront les 
eàtèioppes des projections verticales des génératrices. En effet, les droites AV, 
Wb\ Ce', D'd', formant avec l'axe O'Z' des angles qui vont toujours en diminuant, 
produiront par leurs intersections successives un polygone dont la convexité sera 
tournée vers t'axe; et si l'on conçoit ces génératrices multipliées indéfiniment, ce 
i polygone deviendra une courbe X'Y'B', tangente à chacune de ces droites, et qui 
-aura pour ^^mplote la fgénératrice particulière a' A' dont l'indioaison sur Taxe 
est •ima^imim en projection verticale. Cette courbe touchera aussi Taxe (VZ', qui 
est luî-mômé la projection d'une génératrice "(ie la surface, en un certain point %\ 
situ^ entre (Z' e( e'\ pmsy ^1« continuerait à avoir pour tangentes les protooge- 
ments des génératrices E'«', Y'f^ Gf^, Wh\ dix^ni la dernière servait ^neiiéu^le 
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/BffiifmpW^* Mais, x^moie ici It aappQ supéfleune de l*hélicoïda n'existe pasv la 
courbe enveloppe da^.géoér^trioes ee réduira à la partie eomprise depuis le 
point X'y jusqu'au point (situé vers B^) ou la génératrice de Thélicoïde se trouve 
«0 projection verticale, tangente à la sinusoïde A'B'CD'; seulement, dans cette 
dernière jpartie, la courbe enveloppe.se confondra seosibleaient avec la droite 

De même, la branche xy^U do contour apparent se tracera en la rendant tan- 
gente à Taxe entre les points n\ p\ et tangente aussi aux génératrices ti'N', m'M', 
l'Vf jusqu'à ce qu'elle touche la sinusoïde H'L'M') et si Ton devait la prolonger 
plus loin , elle aurait pour ojsympioie la génératrice h! H'. Enfin, on opérera sembla- 
blement pour les autres branches X"Y"B", a;"/L" (*)• 

618. Sections remarquables. Si Ton coupe Thélicoïde gauche par un plan mené 
suivant l'axe (0, (VZ^), on aura évidemment pour section des lignes droites, qui 
seront autant de positions diverses de la génératrice; et si l'on employait, pour 
coopér la surface, xm cylindre vertical 067^.1:, concentrique avec Thélice direc- 
trice, il résulte de ce que nous avons prouvé au n"" 61b, que la section serait une 
antre liélice «'S'y^Vic' ..., de méOie pas que A'B^C'D'L'F.... 

êi9. Maintenant, coupons l'hélicoïde par un plan horizontal quelconque 
G"a"K^ Il suffira de projeter, sur le plan horizontaU les points G", W-, e*'. S'' ,.•., 
où le plan sécant rencontre les projections verticales des génératrices de la surface, 
et l'on obtiendra la spirale. OIKSeWG..., qui s'étendrait indéfiniment, si l'on pro- 
longeait assez loin les génératrices suivantes h"W^ 1"\j\... D'ailleurs, si la nappe 
supérieure (n"" 616), formée parle prolon^ment des droites RV, Qfq\...j imîstait 
ici; elle serait coupée par le même plan G^'a" K'', .suivant une autre bjrauche Oikd... 
appartenant à la môme spipale, et ces deux branches auraient pour tangente cow 
mune le diamètre AOQ; car les rayons OKG, OIB sont dei} sécantes dont les deux 
points de section avec la spirale se réunissent en un seul 0, quand on arrive à la 
. position OA. • 

620. La section que nous venons d'obtenir est une spirale. (TArckimède. En ieSat, 
d'après la manière dont nous, avons construit (nv611) les génératrices de l'héli- 
coïde » chacune de ces droites a p^r. diffiàrenoe de niveau, entre ses deux extré- 
mités , un intervalle constant égal à 0^0^, qui comprend ici six divisions du pas de 



(*) Nous conseillons ici de tracer les courbes X'Y'B', x'y'L^...^ en les rendant simplement tan- 
gentes à la sinusoïde et aux projections des génératrices, parce que ce procédé offrira toute la 
précittaD graphifue que Ton peut désirer, en multlj^ant soffisammeot les géaématrioes qoi sont M»- 
Ç»cil«a à^onstraire. Cependant, si Ton voulait déterminer ie$ poirUê de anUiêei ^ cette courbe, U^ii*y 
aurait qu'à mener par chaque génératrice un plan pei'pendiculaire au plan vei^ticai; puis, chercher 
le point où ce plan serait tangent à Ckélicoîde^ en employant la méthode que nous exposerons au 
B* 697 : tdora, la aufté de ton» ces points '^econtact apparliendratt rigourensemotit au confoar appa- 
rent x^T'JS' <|e luMRûMse; maia. cette marehe serait trèshlaborlenae, 

5* édit. 84 
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rhéMce ; pw« , comme leô points F^ , B^ , D^ ,. •. , son» au-déseous da iilato (V'^*' iiet ^ 
^, 3y.t.9 de 068 ditisiDM , il en résulté évtdemmerit q«e, dttns r«âpace, «n à 

i^t les prajeclkiM horizMtales (fooes droites devant être cb visées dm^ le >méftàe 
rapport y on aura aussi 

FV(r=fFÔ, Re=fEO, DS=^f!)0,.../ 
otiWen ' 

D'après cela , on voit que, pour yjn poiot quelconque W de la spirale, on aurait Ui 
relation générale 

OW AF p ti 

en appfiJ^ol f la rayo» veçtenr de et poia^; n i'an^ corraspoada&t mesuré dans 
le cercle qui a pour rayoi^ Tonité» et R J^ rayai» donné OA. Aîn&î, {nu^i^iie réqfta* 
tion précédente prouve» qpo p et m croissent prv^ortionnelienE^ent, la courba Mt 
ïmu me spirale d'Ardiimède; .maLi^'^uv y introdiûrd, saîvaot l'itsago , le rayon 
vectoor constant R' qiû correspond à la ppeiftière révolutioA UÀtl^^ il n*y<aut4i qn'a 
prendre . . 

W^^n, et FI viendra p^R'— . 

la rractton ^ exprime ici le rapport du pas de fhélice A^A'^ avec la hauteur (V a' 
que nous nous sommes donnée arbitrairement, pour fixer la pretoière génératrice 
de fhéllcorde gauche. 

•21. (Piff. Ï24.) Da plan tangent pour m poini donné sut une génératrice quel- 
•conque (DG, IKrf'). Supposons d^abord que le point assigné soft (D, ïf) , situé sur 
rhélîce directrice : alors, en liraut la droite DT égale à Tare AD, et perperidîcb- 
laii^ i8«ir DO, on sait (n» kfi9) que le point (T, V) sera le pied de la tangente à 
rhëHce; par conséquent, lé plan tangent relatif au point (D, D') se trouvera déter- 
toÎBié* par ^ensemble des denx droites (DO, Wdf) et (DT, D"P), H ce plan'aura 
évidémmertt potrr trace hdrteofhtaléWfîgnëV'T.*' ' ' 

Mabilenant, soit (3, 3') un point quelconque de la même génératrice. On sait 
(n*6l4) que par ce point il passe une hélice dont la naissance (a, a') se détermine 
en décrivit Tare â«, et projetant a eu / sur U géaécalrice Aa'. D'aillcfirs^ iSans 
traeer cette conriae , sa tangente est facile h construine ; car, si «près aroirfflWné te 
droite TO; on tire 35 par^atlëte à DT, il est évident qu*0|fl a(ura 39 = 
pricyetant 9 en 5' sur le plan de namance (/^^^ on obtiendra le pied (è, é'J de ta 
tangeate icherchée, qui sera («9, 3^6"). Gela posé, le plan tan^ient au point (ft, V) 
de rhélicoïde, devant contenir cette tangente ainsi qee l« géfïéralfiee i(;30,'yrf') 
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qm lîieyl.y^fcqr le^pla^koruai^ ^\a aq point ((«4')v U.^ura éFÎdeIl^QeDt poar 
irac6i< Mr oe.i^aodexMfBswacai la f|n)ite (A}, et sur le plan horiwjaial prioûtif.^ m 
trace sera Y i, parallèle à (9» 

Oo opéra*9it semblaUement pour un nouveau point i^^^^) de k {i^iiératrice 
(OOy ly if' ) , .ea eq^oy wt tocypars ie (rwwfile rectangle TOD , :daqa teqW on WMe^ 
Fait, paraÙ^leinfnt à DT» la droite^C qai fournirait ie pied (ji..!;') de la taqg^le 
à rbéKce paqMNaiff">r ^ point (<{;, 4«' ). 

62%. Il importe ici de remarquer que, jwir x^ta ^ points^ d'ime même généraêrid^ 
(DOt.DV) » /e< triangles recum§U$ TDY, 9d^,...^ auroai iesba^eê égales DV^^dgiA ... 
En e&t» la hauteur du point (D, D') au-deasua de ( A, A^ est évidemment la mdiM 
que celle du point (d, if) au-^dessns de (a, a);, par conaéquenti les portionB WY' 
eXifl^ de la génératriee.soatégales^ et il doit y avoir aussi éff^alité eiitre leurs pro^ 
jection» horizontales DV et il. Mais Faiigle à l'a base, Y ou (^ de ces triangles est 
variable; landia(]u*il serait con^^anr et la base variable ^ pour les divers points d*une 
même hélice , attendu qu'en passant du point D aux pcânts G| B^.».., lesoètéaBY 
et DT varient dans le même rappcM*U. 

Il réflulte de Ui qœ leii plans qui tpuchent Thélicoido dans les divers points d'oM 
mâme hélice sput égatement inclinés sur le pUu horizontaU 

623u Ob6ervon& encore que, pour tous les points d'une même génératriee 
(fiOi IV d'), le$ pieds dei tangentes aux hélices sent tous ^tués sur ta droite (TO, T'e')i 
ce qui permettrait d'olj^tenir la projection vertiqale 6' sans recourir (n''62i) au pian 
de naissance a »'• Su elfet , les hauteurs des deux points ( 0, a' ) et ( 9, â' ) aa-deasos 
du pl#i horizontal primitif lournissent éviden^ment les rapporta égaux 

OV_AV_AO_DO_TO^ 

OV~A'«^'~ Aa~D3 ~Tfl • 

. . . I • . ... 

or réalité eptre U première et la dernière de ces fractions indique qu^Jes.ordoi^ 
nées verticale» dea poiînls (0,a') et (6«Q0 sont proportioimelles à leqi^s- abscisses 
comptées du point (I, T) ; donc ces trois points se trouvent en ligne droite^. 

eS(h. Il pqîtde làqpeles tangentes tOT, iyT'),,(3e,a'9'), (^.îjtt^'!;') ,-,. à^^ 
héiieea décrites par 1^ divers poiatafle la géqératrice (DO^ D' d') , s'app^ent touteii 
s«r les deux, droites fixes (TO^ T.'a')et(DO^ ^'d')i ef 4'^llwrs,, cqmme ces.tan** 
goiatcis sont évîdepnment. paralièlee à m même plan vertical DT, il en résulte 
( fi! bti9) qu'elles forment j par leur ensemble , un parebolpiAs bupetbpliqm qjuj. toofihe 
la ^urfaoe de Thélicoïde tout le Ipi^gide la génjéfatrice (DO, Vld')^ , 

625. C'est à qe résultat que nous serioms parvenus si, d'afwèa la jpéthodeg^ 
nér^duiif 577, npqa avions voplu former Chuperhloidfi de rwmrdemem l#)QDg 
de la droite (DO, D'd'); car^ en déBnissant Thélicoïde comme au n*615, par le 
moyen des trois directrices (ABCD..., A'B'C'D'...), («Syd,.., a'6'/d'...), (0, OT), 
cet hyperboloïde aurait eu lui même, pour directrices, les drpites (DX, P'T').^ 
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(Mi^ if¥ )V (0; CVZ^) v«t )[>iii6qib'eile» soât^évicteoiiiiieat toottt trois paraUètte à im 
ménoè^lan Yéiiéeely celte dernière* «aifaee!dégénère (d*56A) eurni pambatoMe^ 
hyperbolique, qui est celtti dont noua avons parlé toot à rbenré.' -» : >' 

MK. Cé*pftraboloïde« peur ptein direoteardu premier système de génératriceB^ 
le-plan venîeal DT; quant au seboiid système^ le plan directeur )d&?raH passer psr 
(TO, T'it')et par mie parallèle à (DO, D'tf), Or, si Von &it paHir^eette parallèle 
dapotnt (0\a^), il est aisé de voir qu'elle ira percer le plan hoHMatai en D; de* 
sopteqbe TD sera encore la trace hoHzontale du second plan directeur, et il sera 
incliné d'une quantité angulaire égale ào^ A' (y, ce qai achève de Axer sa direction'. 
On voit ainsi que les denx plans directeurs sont à la fois perpendiculaires «o plan 
vertical OD qui contient la génératrice de Thélicoïde; d'où Pôn peut conclure 
que Vàxe tfa paraboltfide (n* 572) est horizontal et parallèle à DT.' 
Po1»r tduleaûtre génératrice que (DO, IVrf'), il est évident que le parabdioïde 
de rsiccordenient demeurerait constant de forme , et prendrait seulement une posi^ 
tioAUfiaiogiie par rapport à ia nouvelle génératrice. 

62?. (Pig. 1^4.) Trouver le point de contact de ChélioAde gaudte^ avec m phn 
dannéqui passe par îme ginértxtrice connue. Ce problème, qui sà*aYt utile* dans ia 
Perspective et les Ombres^ pour trouver la courbe de contact de rhélicoïde avec 
un cône ou un cylindre circonscrit à cette surface, pourrait se résoudre cémme 
on fa indiqué tr56& et 587; ou, plus simplement, par les procédés des n** 68é 
et 588, si l'on commençait par substituer à l'hélicoïde le paraboloïde tie raccorde*- 
mient le tong de chaque génératrice. Mais les opérations graphiques sont eiMsot^ 
très-laborieuses , et nous allons donner une méthode beaucoup plus courte, fondée 
sur la remarque du n* 622 (*). 

Soit y< la trace horizontale du plan donné qui passe par la génératrice (DO, D^cf ) ; 
après avoir construit le triangle rectangle TDO, qui détermine la tangente de Thé- 
lice au point (D, V) de la génératrice proposée , menez par lé point t une pardSIètç 
t9 à DO, puis une perpendiculaire e*; cette dernière fera connaître le point (3, d'y 
où le plan donné touche lliéiicorde. En effet, pour construire le plan tangent relMif 
à ce point (d, i'), il faudrait (n^- 621 et 622) th-er, dans le triangle ODT, ladroite 
W perpendionlaîre sur «0, puis prehdre il égale à DV, et ia Jtgoe BÇ serait la trace 
de ce plan tangent sur le plan de naissance «'»' de l'hélice passant par (4, i'); Or 
il est évident que, d'après les constructions employées ci-dessus, la ligne flÇ se troo-. 
vera parallèle à V<; ainsi , le plan donné et le plan tangent pour le point (a , 3') au- 
ront leurs traces horizontales paràltètes , et, comme ils passent tous les éeûi p$r 
te droite (ODV, rf'O' V) , ils coïncideront certainement Tun avec Taotre, 
4M». EÈUCOim à plan dfrecuur. La définitirti générale du n« «» supposa 



(•) Cette méthode a été Indiquée dans le Traité des' Surfaces réglées par M. Gascheau, andea 
ôlèvè de rÈcofe Poly technique. 
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que lia éiffAle mobile plkst iUrune h^tD& et ^surr soriMM, en^fùtnmni^vec ce demiet m 
an^cotimmij mum qtiàùùnqm ^ torftqae<5el angle eBtdrMiM toutefi'ies positioiis 
de la génératrice se trouvent évidemment pérro/tele» au pUm horizontal qjui Ueviefil 
aimi nu p/ati difèclêwrdelà suHiu^e) 'et celle-ci, tM^mB§<mdiey tetilre alors ^tttis 
le genre^des conoïdes droite (m* 520), U.€St facile de voir comment tontes les prow 
priéfés reconiines dans Phélîcoïde gauche général se reproduiront , avec des^ sim^ 
pliBcations remaitinablefl) dans rhélicoïde papticalier qui^nous occupe; c'est pour*' 
qw» ubos noodcoblenterôns d'indiquer la forme de de dernier, en employant 
un •setil plan de projebtion , comme dans la fig. laê^ qui doit nous servir pins tard*^ 
à fêtirédenter mm 'm& On y apek^^H Th^ice dîrect^rioe ABCDE...r el les div^ersési 
positions Ao, Bi , C^^..., de la droite mobile ; puis, on démontrera plus facilmieni 
encore qu'au n"" ôlft, que tout point ot de la géaéralrtce décrit une hélice aSyiti*. 
cattceBUfitfue avec 4a fremière^ et qui a le même pas et le même fUan de naiMonc^qiïe 
celi&*là. . • . ' ... 

629. Quant au plan langent de cet b^icoïde^ pour un point assigné snr uoa 
génératrice, il se' construira aussi en dierchant, oomme au n*" 6%ty le pied de la 
tangente à riiélicequi passera par le point donné; étee ptodaedéteroHiiera enoore 
au moyen du triangle rectangle (H)T de làfig. ia4 : iMis, dans le cas aclttel, les 
traces horizontales des divers plans tangents le long de la génératrice 09), parti?- 
roM des points T, 6 , ^ , • . /^ et êerwit fouies parMèles à OD , puisc|8e celte droite hori*- 
zoMtde^ trouvera coinmune à tous ces plans. 

680. {Fig. 1340 D'ailleurs, la droite (TO, TV), sur laqneUe étaient situés 
(n^ 623) les pieds des tangentes aux diverses hélices, se réduira ici à la ligne TO 
tracée dans le plan horizontal; et le paraboloïde de raccotJdUment (n*' Wih et 626) 
aura pour ses deux plans directeurs le plan vertical DT et le plan horizontal h»- 
même. 

'6S1. Enfin, le problème du n^ 627 se résoudra bien simplement ici, puisque 
étant donnée pour traee horizontale du plan assigné, une droite 16 parallèle- à OD, 
lei point e, où cetre trace rencontrera la ligne TO, permettra de tirer la perpendi^ 
ciiUiire M, qui fera connaître le point de ùontacft dque Ton oherohait. 

La surfhee dont nous parloil6 ici est employée , non-^seuleitieM pour former la vis' 

à //el reciàngulairBy «aie encore dans lesisscaliers dits vis ù jour circulmre^ et mà[ 

noyau plein. 

i^f pe la visa filet trioMgMMre. 

'632; ('Ff|^. ii5;)' Imaginons on triangle isocèle aKa^ dont la baee' m- coïn* 
cide toujours avec une arête d'un cylindre vertical à base ciVdûlaire^ et dont le 
plan, passant 'constamment par l^axe:de ce cylindre, tourne unifl»tiAéii(ent autour 
de celte droite; puis, concevons que ce triangle s*élève en même temps de quan- 
tités proportionnelles aux espaces an|;ulaires décrits par son plan mobile , et de 
telle sorte qu'an bout d'une révolution totale, le triangle générateur ee soit éley^ 



Digitized by 



Google 



dt^vaei bwtaWF égala à «a b^ae m'-^ «.'«^WJHJUce^qpIîl ail^iHM k^ pwiiîw^^» ▲'>'/;. Ato^fk, 
le «oUda6•g^Adl7é pas e^lrÎMglc^ moMe ser^ i« j$/«t de.la; md9i)& je'ci^liach^fKÎrr 
milif. est le nojaa** • . . .. . : » 

6&3» jU erttôvi^eot q^i^ d'âpre. c^ co«dÂtk>a9> eU le a"", iM^, ksoanaoft A< 40 
trîMigle déerii tt#A bélke ABCDËFA'B^*.» qui: Appartieai.. à lutfijflHidM. con^apr; 
triqjiie avee^l&.pr9fl[)i€£» et dû€t le pa& est égal à «a!; d'aiUaQrs,, goqbida U^ côté» Air 
et A.a cencoulmftt. touj<vui>*&rai(e9 enfstfswfc deft angles coB6Uuiteiav«Ci(ieUe ûiffij^ 
il ea résulte. ( n"" 6|&) qimjes.deux faces du fiJet. soAkdm pctirliADa.de d^iKL héUrr 
OftMîdea gfuch^, doat. lai nt^e supérieure de ruB^^a*" 616) fpiape. lafaea;Mii^i^rf' 
diLfiielt|,;laiidifr qu6 b fai^^ supérieure da ee âlôL aipjj^i-tîeiU à la^ m^pe MBjfisie^ltp.à& 
IlaiUrei hélicoïde» ... 

Q&1$^ Vqw représenter comptétemeot. cette, via^, il faudra d'abord. CMsUrHire 
{ï^ /!i&&)^ aui moj^ d'ua planiborizoatal qaa aoiis*avoa6i aupprimé ici ^^ La {urû^ec*- 
tion verticale ABCDFA'B^.. de Thélice décrite par le point A , en observant que le 
pfmAèL d^ ^bà hélke doit èlra pris» ég^ à /a>6a<e aoi! du triangle dop^ô« Entjqjife, 
tea^ivûi^ofiaiégfim cle q« |^aA,.q^i seaL i^i.aa.ppiBbfe de dmf» devcont ôtcaicq^-* 
iée^MT Kaxa^i à parUr dcBipojnifrQ efc ii6 o4 eellie droite eatt reocoutiséf^peir lee.€A^ 
Aà et Ad/ $, caquii produicaîben géoéral deua^étrm dtaliacl^a d^ p9iB^d0 4tvwiaq ; 
JMÎftici alteftni^eii forineat qu'eac^ seale^atteadu. qii^ xMKQStav^n&c^bioiai.te iffiaagle 
AtW^ ^.manière que aea.câbés comficiaaaat , ai^r. l'axe, un noiobré exact.de0dî,vir 
sioQS du pas de Thélice. Cela posé, ao. jpigB^nX Ls pr^mi^ poiatdQdiv^sioQ B;d^ 
IphélK^ aviM^tea poûil^ i el 17^ ïq point C&7ae.:2. et iS« le^, point, avec d^fit ig^^.f 
en QlHî0Pdr» ôvid^mtteat las divoraea poaitîouBi du» tti^gl^.g^catcw^ , 

.-M5u Ti^tefoian il faïul terwoer eea^di:pile& apx paÎDta f et.^^i'y ef, yf,. à et itWi 
o4;eU^^^t^iîeB6onlrer lei ooyjai} cylindrique de la via. Oc,, ceiu^Hsi jà'jéiàfAeiBtm 
chose que les positions successives prises par les points a et a du triangle mpbîJeii 
il.néaiiUe .du rt filAqjuô. la GoucbeiMro^etée ^m(.allf^ff$^&.^ eat une bélîçe< de. pi^e 
pas 916) 4BQ)M^hm> pac eoaséqiiqdt.^ oa détermimra. Gattei,DoweUA.lM^lîce en. 
C 0ii y » n t|es< gé^rattficea .iudétoieg jpar dea bocizoïUalea Rfies^ dos. p«|Hits. 4 et '49! 
5 et 1 5, 6 et 1.6 ^«*». D'aiiUeprai^ QOtmie la poiaii u! eai CQfBpHm^x.d§itx (xi^g^ea 
«An? el m AI »„ il arfruvera «é^e^^îpeiBCAi.que Théli^e oÊyf^^-J^^f. f^v^ auaai pio- 
duilÊ. P9K Ji(^ i«lecsâc(îoaa< das o&tés BS' et B'^'^^Cyf et C'^'gf*..,. a^- q^,i;^ira une 
vériScalion des constructions précédentes. Cette hélice formera ainsi Carêt^x^nti(4mti^ 
de la vis, tandis que Varête êùUtùrmt' S6fa> l'hélice' piK)jelée sur ABCDFA'.... 

. 696.. (Fjy^.ia5.)QMa.ni ji^qi cMt^ar affi^fr^nl,. des, deux. |îice£( du %t„ o».i^it 
bieQi observer ^ iKni'est pa$ iom^ pai; deii x^ géuéraX^ficeffr^tMigi^ii^y dm) ja par d^x. 
eo^l^es Xy eh ;iyi. qui aoq). ^n" .fti7.]{ les ^i^v^lpppes :de& ,proi6v6|Âw& d^ jgf^ralriifea, 
et.q^eaitpQrtii}a»yAp(oitaB«)fagéDàr«UiA9s.pai;tie;u|^^ et AV^* ÏP^^fo^9)V<t 
qpetles portifina:des.deu^.^lko>d^ gauches. ^û formQnU/^fUatisaDJkp^^éJlpndi^ea 
el attsozi 4^1oignéea de l'ax«^.]«aJitfiQa^XY eUoig^, jfowvqot' âlr« ici b^i^céea apprQxir 
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iâatî\i»Dêiii <!ommé*éenxéroitâs coDvergenlBB -amc ></ A et V A^ et qvrdeTrant tait- 
chef, rtiSB les tfodK am» AYB «t «'KS', Taolre tes doox arcs A^^F «t jd^xif. 
D'aillears, de ces deux branches du contour apparent, la première XY cache une 
partie de la seconde xy^ laquelle doit alors se terminer en un point z, situé à la 
4atitë«rr de i/, À oaoBe'flb Ja forflie s^élpîqae de oed!de«x e^ 
' Cefi reiiMri]UM/ifBi s^appHqvent à chaqne auMglereBlUant du filet BiCué à j^ixfcé, 
Bt qui se reproBàiroiit' d^vne madière invert» poui^ les an^es nentrants «âloéB à 
^draîle, BBâiBBnt sans doute potir^oe le lootear se renée compte aisémeDt des «Ah 
. vetfeéBponotaationk par lesquelles nous avô^BeifiriBsé^ sur no4)reépBt»e /les parties 
^tibhs^i invmiUes de ia tîA en question. NonsajouterehsBèitleiiienit jqveie'reetaDglé 
«UVBttTOpvéBente le |»arail6iipipèée qui foroie ia téteideoetleTia. 

%4L DeéitWiêéfikicam^ 

SdHJ: { fiff^ i b6. ) ije fiiet de eeUe vis' ^st engendré «par un vèetaag^ Aak L idoilt 
leplafi 9 «qui passe {tarT axe d^eo cylindre droit et eirculaive., toorae uniforoiëment 
aotour de oet asse, tandis que >le rectangle s'élèfve le long ^des avdtes dû cyNridrel, 
de quanttoés propertîoimeNeB aax espaces Bmgulaires décrits par 'son phn mobile, 
tt en néaoiteéYîdeaxBdpeat «fue les peints A et L décrmut, dans neanouvemeot , dedx 
hAices égaks, dont le pas oànumm AA^ on LL^ peut être efaoisî arfaitratreiDenty 
»f>oor?a qu'il égaie an moins te dotfbie de AL, afin de laisser tota liixre pbssage au 
filet saillant de Técrou qui engrène avec la vis» D'ailleiirs, ksidenx^ôtés A^jeiet Lft, 
qai B appmeroÉt toejouiB sur ces kélioes et «ur Taxe, en oonpMt œlui-ci sens un 
dngie drcnt^ engoadreroRt dés faoe» gauches qui appartiendnont ( n" êtiS ) & des 
hàHcméti à pbntMr£btenr; tandis qlie le oâlé AL décrira ane zone «ylindnque ^ qbi 
ieradneiia extérieurement le £let de cette TÎSL 

Û38. Poar représeonier grErpbiquemfint la yîb à filet <sarré, il faal d'abord oon^ 
Btffuke les tieax èéliees tde même pas ABCDiBFA'F^.. ^ LNNPQaL'R'...^ en se 
eerraiit ^jl'^ii&l) d'un pian bcurizooslal que nooB a<rQB8 sopiprimé ici; puis, toacer 
aeroUaivIemerit sur le cylaBdre d» noyan tes deux aatres ibéheee jegyjbfÉz^.ii ât 
Ikftt^.^.], quisoiitprûdnitBB (o*' 628) partes pûinrts ce et ^, etdont te pasconinHin 
om(' doit, égaler Aà\ Ces deux deTasènes courbes sont les intenseoticmBiâu noyau dB 
la vis avec les-fiaoea itiférieilfe et eapénteore du ifitet , et etlee senren* à lidiiter les 
porAtone des gônéraiffioes B< et Ufi, D)A et Pjr, f qvet Rp,...,,^ui apparlienuetit à 
ceadèua fajQfea.gaociBea.i£nfiB, on pourra ajoiitor'quelqieesHuoes des arêtes du 'cy- 
lindre «Bjtémeur^ teHes que BM, GN, DP,^.. 

êSlf^. Paitmî les diverses ligneB dont oem veDoaB;ite panier* le tecteur discernera 
aitéeasni ceHes qtii sont visibles de celles \qiAi Be.trotlM<>nt.caQliéB»« Noris avbus 
LraOéles acied et tes atitiseB compléteoieAidènBte première api re du'filei, en tes 
pooctiiBAi d'une maaière etwveuabte è leur (position; nate^ dans tes autres epires, 
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nous n'ayona cou^arvé qoe les lignes visihIaB, afin d^offrir îci^o<TéiMiU|kt tairtà l|ît 
conformô à celui que présenterait au speclatevr la. vue de Tofaipt en relief, t ' 



S 7. Du C(mdïdede la voûte d'àr&tes en îouf ronde. 



• M' 



6^0. {Fig^ 127O En écartant les circonstances qui sont spécialement relaitîves 
à la stécéotomie, la question se réduit^ ici.àtrouy^r^nteirseetioo d'wiitor^^vec 
un conoïde», courbe dont les tansenles donpentslieu àdea ret^rches noavellc^,:tt 
qui trouveront ides applications utiles, dans \?k,Coupe des pierres. Le^teroest, engen* 
4ré par la révolution du demi-cercle B^C6' qui^ rôlevé daas te^plim vertical B'«#, 
tourne autour de la verticale o, et forme JasurF^e. intérieure de U voûte prineî- 
pale qu*on nomme un berceau tournant. Une poxte pratiquée dans cette première 
voûte ,»et limitée aux plans verticaux F/ et Gjr qui convergent vers Taxe de la tour, 
est recouverte par un conoïde dont la génératrice rectiligne demeure toujours 
horizontale, en glissant sur la verticale a> et sur une seconde directrice formée de 
la manière suivante. On rectifie Tare AOD suivant sa tangente aOd, et sur cette 
droite, comme grand. axe, on décrit unid dekni^ellipse'A^'^C^D'^dont to demi-axe ver- 
tical O'^C' est égalisa rayon OB oa(yB' du tore; puiâ, en imaginant que cieUe 
ellipse, placée d'abord dans le plan vertioal aO(£, soit roulée sur le cylindre droit 
AOD, de manière que ses abscisses coïncident avec les arcs de cette circonférenoe, 
et ses ordonnées avec les arêtes verticales du cylindre , cette ellipse deviendra uoe 
ligne à double courbure projetée sur AOD, et que Ton adopte pour la seconde 
directrice ou pour la base du conoïde. 

6^1. Cela posé, pour obtenir Tinterseclion de ce conoïde avec le toine, coopops 
ces deux surfaces par divers plans horizontaux» Celui qui passera. par le point JH' 
du méridien B'Cb\ coupera avec le tore suivant deux cercles décrits avec les rayons 
(k)F et op'; puis , si Ton cherche sur Teilipse les points M'' et N^' qui sont à la môme 
liauteur que M', et que Ton prenne les arcs OP et OQ égaux aux abscisses 0"?" 
et 0^(^\ les points P et Q seront évidemment les projections des points oh la base 
du conoïde est rencontrée par le plan sécant horizontal ; et, par suite, les sections 
faites dans celte surface seront deux droites projetées sur u P et o^Q. Or ces droites 
rencontrent les dei^'^seclions circulaires en quatre points M, yi^, N, n, qui appar- 
tiennent à Tintersection des deux surfaces , laquelle se composera de deux branches 
a double courbure , projetées horizontalement sur GMO nf et FNO fng; 

62i2. Observons, i"" qu*en prolongeant le conoïde en arrière de Vaxe vertical «(, 
il rencontrerait une seconde fois le tore suivant deux autres branches 6, 0,/, et 
P^O^gr^, qui sont symétriques avec les premières et se construisent parles mêmes 
opérations; a"" que les deux nappes du conoïde sont censées terminées ici aux deux 
cylindres verticaux B'GBF..., et b*ybf... qu'elles coupent suivant des courbes è 
<k>uble courbure, qui ne sont antre chose que des ellipses roulées sur ces cylindres, 
jei ayant toutes pour demi-axe vertical le rayon du tore : c'est ce qui résulte évi- 
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deiûiiMiit dé la ppoportionnalUé des ar/?9 horizontaux BG et BF, ou % et bf^ avec 
les arcÉ^'OA et OD; 3' que, pour faire servir le tore et le conoïde à formet* une 
voûte <C arêtes f il faudrait supprimer entièrement toutes les portions intérieures des 
génératrices rectiiignes et circulaires ^ lesquelles sont ici ponctuées comme étant 
Trivîsibles. 

643. {Fig. 127.) B est à remarquer que chacune des courbes planes, telles qtîe 
GO/, qui reçoivent la projection horizontale des courbes d'arête, est ma^ spirale 
^Archimède. En eflfet; d'après la construction qui a fourni {n'ftftl) le point quel- 
conque M, Tare OP et la droite PM sont respectivement égaux aux abscisses O'^P' 
et (y P' des deux points M'' et M', qui répondent à une même ordonnée verticale 
dans Tellipse et dans le cercle méridien du tore; or, ces deux courbes ayant un 
axe vertical commun, on sait que de telles abscisses sont entre elles dans le rapport 
du grand axe au petit axe : par conséquent, nous aurons la proportion 

OP:PM::OA;OB. 

Mais, si Ton prend un arc OX qui soit avec OA dans le rapport de »0 avec OB, 
nous pourjons remplacer la proportion préoédeote par ceUe*ci : 

0P:PM::0x:0a)î ' 

et en faisant la somme des antécédents et celle des conséquents, il viendra 

xP:<«>M::XO;(dO, 

résultat qui montre que le rapport de Tare XP au rayon vecteur wM demeure 
constant pour tous les points de la courbe GMO/w; par conséquent, cette courbe 
est une spirale d*Archimède, dont Vorigine est sur le rayon wX qu'elle touche en 
se prolongeant suivant une autre branche cof , symétrique de la première. Pour 
avoir le pas de cette spirale , c'est-à-dire le rayon vecteur qui correspond à une 
révolution entière, il suffira de construire une quatrième proportionnelle $ aux 
trois lignes suivantes : l'arc XO, la circonférence totale, et le rayon «0; alors oh 
pourra, selon l'usage ordinaire, compter sur la circonférence du rayon $ les arcs 
qui mesurent le mouvement angulaire du rayon vecteur mobile. 

644. La courbe FOjfwy est aussi une spirale d'Archimède dont l'origine est 
sur le rayon wÇ, et qui ne coïncidera avec la précédente qu'autant que l'arc OX 
se trouvera égal a un quart de cercle; pour obtenir cett^ coïncidence,. il suffirait 
de prendre la demi-ouverture OA de la porte telle, qu'elle eût avec te quart de 
cercle le même rapport que OB avec Ow. Enfin, les deux autres courbes G,0,/ 
^y ^2^7 92 apparîiennent encore à deux nouvelles spirales d'Archimède, gtiî 
t;oiTchent lès mêmes rayons XwX; et ÇwÇ^, mais qui ont une situation opposée aux 
premières (*).' 

(♦) L*analyse conduit aussi à ceë résultats; car, si l'on aâopte pour axe des x la droite wOB, une 
6* édii. • 35 
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665. (Figr. 127.) La tangente' en un point quelconque M sera donnée »par Tm* 
terseclion du plan tangent au tore avec le plan tangent du conoïde. ôr te premier 
de ces plans a pour trace horizontale la droite VK, perpendiculaire à ©M, ïaqui^to 
s'obtient en ramenant en V le pied T' de la tangente M'T' dti méridien ctroriairej 
quant au second plan tangent, il faut d'abord construire (n° 580) un parafeôkffde 
qui raccorde le conoïde tout le long de la génératrice oPM. Pour cela, je-inène 
la taogenrte M'^T" à l'ellipse plane; puis, en roulant cette courbe (n*6S0) sut te 
, cylindre vOTtical DOA, la sous-tangente deviendra PT=P''T", de sorte que T sera 
le pied de la tangente aa point P de la buse du conoïde : alors la génératrice tk)P 
du parabolotde auxiliaire^ qui doit glisser sur cette tangente et sur la verticale co, 
en demeurant toujours horizontale, prendra la position q)T quand elle arrivera 
au pied de cette tangente. Cela posé, si je coupe les deux génératrices «'P et ojT 
par le plan vertical MS, on sait (n° 551) que la section sera une droite projetée 
sur MS et qui, jointe à la génératrice wM, déterminera le plan tangent du para- 
perpendiculaire à celle-ci pour axe des |f, et enfin la verticale co pour axe des «; pvs, si l'on pcM 

<dO = /, 0B = R, OA = 0''A'' = a, 
on trouvera [Analyse appliquée^ chap. XIV) que les équations du tore et du conoïde sont 

Mors, en éliminant 2, il viendra, pour la projection horizontale .<le rin^rseotîon de ices deux sur-^ 
faces, 

Nous simplifierons cette équation en y introduisant les coordonnées polaires, au moyen des fonnules 
oj =5 r cos « , f = r sin u ; car elle deviendra 

sinu=: ±an ^ ■ . — - : 
d'où Tcm conclut 

ou bien 

r = <±5iti et r = i±^(* — a). 
a a 

Ces quatre équations distinctes sont celles des quatre spirales construites dans notre épure; et pour 
ramaier la première « par exemple, à Taxe polaire (oX qui lui est tangent, il n^ a qu^à reciiMlr i^oH- 
gine des angles «i qui se comptent ici à partir et à droite de la ligne Oca» en posant 

Il =r w' — I , d'où il résultera r = ?^ m'- 
R a 

Cette dernière équation est bien celle d'une spirale d'Archlmède, dont les angles u' sont conoptés à 
partir du rayon wX; mais pour y introduire ie pas de cette spirale, c'est-iHUre le raypn vecteur qui 
correspond à une révolution entière, posons 

2151 = Sj et U viendra r = 8— . 
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bololda; donc ce plan aura pour trace horizontale la ligne SK, parallèle à o^M. 
MaiateBani, les tracQs SK et YK des deux plans tangente allant se couper en K^ 
il eajr^iiUe.que K]Vf)e^ la tangente cherchée. 

6i!i6. Cette méthode ne peut plus s'appliquer imnaédiatement au point multiple 
0, parce qu'en cet endroit, les deux plans tangents devenant horizontaux , ils 
coïncident entièrement, et leur intersection reste indéterminée. Mais, si Ton cherche 
à évaluer l'angle VMK = 9 que forme une tangente cjuelconque avec le rayon vec- 
teur correspondant, on trouve d'abord 

. . KV MS 

puis , comme la sons-tangente P'T' dans le cercle éqaivaut à la soos'tangente dans 
l'ellipse, P^T" ou PT, mullipliée par le rapport du petit axe au grand axe, il vient 

MS OA ^. _. Ma OA 

(I) tang9=-.^, oubi(« «««se = p;^ ' Ob' 

Or, dans celte deraièr» expression, la sente quantité qui v^rie avec le point de 
contact M, c'est le facteur Mw, lequel devient égal à son dénominateur Pw , pour 
le point particulier 0; donc l'inclinaison de la tangente en ce point sera donnée 
par la formule 

^ OA Oa 
W **"8^=ÔB="0B^ 

laquelle montre que cette tangente Oa est précisément ta diagmale du rectangle 
construit sur Oa et OB. 

647. (Ftgr. 127.) La construction générale du n* 6ù5 est eiicore insuflBsante 
pour obtenir les tangentes aux quatre points F, G, y ,/, qui sont à la naissance de 
la voûte; parce qu'en ces points, les plans tangents dés deux surfaces devenant 
verticaux y leur intersection est une verticale qui serait bien tangente à la courbe 
d*aréte dans l'espace, mais qui se réduit à un seul point en projection horizontale, 
et n'apprend plus rien sur la tangente de la courbe plane GO/, au point G. Cepen- 
dant, si nous recourons encore à la formule (i), elle deviendra, pour le pomt G, 

caries arcs OA et GB sont semblables et proportionnels à leurs rayon» A« et Gm. 
Or, de cette dernière forme, il résulte évideoiment que la tangente eu G sera la 
dktgoiiale du rectangle construit sur GA et sur l'arc GB rectifié ; opération extrê- 
mement simple que, pour laisser plus de clarté dans l'épure, non» avons eflecCaée. 
au point F, en formant un rectangle avec FD et F6 = FBi 
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■ 648. Il est même à remarquer que celle méthode très-avantagense s'applique 
aussi au point quelconque M; car, si dans la formule générale (i) on remplace le 
rapport de OA à OB par celui de OP à PM , qui lui est égal d'après le h* 648, il 
viendra 

— ,0P 

oe qui prouve que la tangente LMK peut s'obtenir immédiatement, en formant, 
sur MP et Tare MI recU&é, un rectangle dont la diagonale sera la tangente cher- 
chée. Ici, nous n'avons tracé que la naoitié de ce rectangle, en prenant PL=MI, 
et en tirant LM , qui devra coïncider avec la tangente MK, déjà construite. 
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fiAO. Une pourbe et ^a taqgente, qqi n'ont en général qu'un seul élément de 
commun» sont dites avoir entre elles un contact du premier ordre; mais, comme 
dans certaines qaestipns on a besoin de. considérer des lignes qui approchent de 
se confondre ^vec la courbe proposée, plus que ne le fait la tangente, il est néces- 
saire de distinguer ces rapprochements plus ou moins intimes, et l'on dit que deux 
cqwben ^uelconques y ^9in^s oa non, offrent un contact du premier, second, tboi- 
siÈi|«,«.., ORWB, ^lon qu^elle$ ont,vn, behk, trois,. .^9 éléments consécutifs de 
communs. 

650. ( Fig. 1 29, ) Comme le contact du second ordre se présentera très-fréquem- 
ment dans les applications géométriques , nous le désignerons souvent par le nom 
abrégé d^osculation; ainsi deux courbes osculatrices seront celles qui auront deux élé- 
ments communs. Pour en donner un exemple, qui nous deviendra fort utile par la 
suite, considérons une courbe quelconque AMB; et, après l'avoir partagée en élé- 
ments égaux (*) , élevons , sur les milieux de MM' et M' M", deux normales KO et 

{*) Si ces éléments étalent inégaux, mais toujours infiniment petits, les mêmes conséquences 
subsisteraient, comme le calcul le prouve aisément Toutefois, pour abréger les démonstrations, il est 
plus simple de supposer qu'on a choisi des éléments égaux , ce qui est toujours permis. Voyez V Ana- 
lyse appliquée^ cliap. XVI, n** Stfl. 
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K^O $Uuée8 dans le phn MM'M'^ leq^uel ne cpqtiendra le? autres élémentâ de AAIB 
qu'autant que celte courbe sera plaue* Alors le point 0, où ces deux normales se 
coupleront, sera le centre d'un cercle aM€^ qui passera évidemment par les trois 
points M, M', M", et aura ainsi deux éléments MM' et M' M" communs avec AMB; 
ce sera, par conséquent, le cercle oscutatetxr de cette courbe pour le point M. Le 
rayon de ce cercle sera Tune dee trois distances égales OM, OM', OM"; mais on 
peut adopter en place Tune des deux normales égales OK et OK', parce que la 
différence n'est qu'un infiniment petit du second ordre {voyez n* 197). 

651. On voit par là que le, cercle osculateur est tmiciue pour chaque point M 
assigné par la courbe AMB , tandis qu'il existe tiAe infinité de cercles simplement 
tangents dans ce point; mais le cercle osculateiîr variera de position et de grandeur 
en passant aux points M', M^,..., puisque alors it faudra opérer semblablement 
sur les deux éléments consécutifs M'M" et M'W% WW et M"'M"\..., ce qui chan- 
gera le rayon KO en K'O', K"0",.--- Nous examinerons tout à l'heure (n* 656) 
si ces rayons se coupent consécutivement. - . . - 

652. Le plan du cercle osculateur, qui n'est autre que celui de deux éléments 
consécutifs MM' et M' M", ou de deux tangentes infiniment voisines MT et M'T, 
se nomme aussi le plan osculateur de la courbe AMB pour le point M; et, à moins 
que cette dernière ne soit plane, ce. plan osculateur variera en passant d'un point 
à un autre de AMB. D'ailleurs, deux' plans osculateurs consécutifs TM'T' et R'M"T" 
se couperont toujours suivant Téiôment intermédiaire M' M". 

653. {Fig. i2g.) Quant à la courbure de la ligne AMB au point M, nous avons 
déjà dit (n^ 198) qu'elle était indiquée par l'angle TM'T compris entre deux tan- 
gentes infiniment voisines, parce que cet angle, nommé angle de contingence ou de 
courbure j exprime évidemuient la quantité dont iî a fallu écarter l'élémeni WW 
de sa direction primitiKe M'T, pour plier' la ligne droite MM'T suivant la lîgne 
polygonale MM'M"M'^... (*). Or Tangle TM'T' égale KOK'; et comme ce dernier 
a pour mesure l'arc s décrit avec un rayon égal à l'unité, tandis qu'il comprend an 
arc KM'K' du cercle osculateur dont le rayon estOK^p, on aura pour l'expres- 
sion de la courbure au point M, 

_ KM'K' _MKM'_d 
'~"15k"~ OK ~p* 

Mais la courbe ayant été divisée en éléments égaux ^ la quantité ds sera constante 
pour tous ses points; et l'on pourra dire que ta courbure varie j d'un point à un 
autre, en raison inv^se du rayon 0K = p qui , pour cette raison, se nomme aussi le 
rayon de courbure de la courbe au point M. 

n U est bon d'observer que Tangle do contingence TM'T' est aussi égal à Tangle de deax plans 
nartnaux consécutifs, puisque ces plans seraient perpendiculaires sur les milieux des deux éléments 
MM' et M' M". 
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Observons toutefois qjie , pour avoir la mesure exacte de la courbure d'une ligne, 
et pour rendre cette mesure applicable à deux courbes différentes dans lesquelles 
les éléments, quoique infiniment petits, pourraient se trouver inégaux de Tune à 
Tautre, et même avoir un rapport déterminé et nécessaire, il faut con^déner , non 
pas la grandeur absolue de Tangle de contingence e, mais bien son. rapport avec 
l'élément ds ; parce que c'est seulement sur deux arcs de même longueur y que Tangle 
extérieur des tangentes extrêmes peut manifester, avec précision, la courbure plus 
ou moins pronovoée de l'un de ces arcs par rapport à l'autre. Par exemple ^ daoft 
^ux cercles concentriques doat les rayons seraient doubles et les circonfénensees 
divisées chacune en un même nombre d'éléments égaux, les angles de contingence 
correspondants aux mêmes rayons, seraient égaux , et cependant la courbure des 
deux cercles serait évidemment différente; mais, si l'on fait attention que les élé- 
mçnte de. la grande circonférence ont une longueur double de ceux de la seconde» 

on reconnaîtra que le rapport -indique effectivement une courbure moitié plus 

fAÎble pour le grand cercle que pour le petit. Il sait donc de là que la véritable 
imsmre de la courbure. d'unie ligne q-ualconque sera toiyour^ donnée pur le rapport 



e r 

-7- ou - 

P 



ds ^" ' 



p désignant le rayon du cercle oisculatAur de la counbe, au point conaidéré*. 

65!i. Tout ce qui. précède conviant égalemenLaux courbes p/ane^ et aux coorbes 
gauches et cambrées : nous nous servons ici de cette dernière expression , au lieu 
de courbe à double courbure ^ tant pour abréger que pour éviter l'emploi du mot 
courbure dans un sens inexact ou ambigu. En effet , nous pensons avec M. YiXLÉË 
que quand une. counbe n'est point plane, elle n'admet enqpre qu'une seule cour-*- 
bure qui s'estime comme au numéro précédent.; mais elle offre en outre une cam- 
brure ou espèce de torsion, qui a été produite en faisant tourner l'un. des deux 
plans osculateurs consécutifs TM'T' et TM''!'', autour de Télément commun M' M" : 
de sorte que dans une courbe gauche , la torsion ou la cambrure est indiquée ea. 
chaque point par l'angle des deux pkm$ oscula^pvxs voisins. Or, si l'on rendait nul 
cet angle, en rabattant le plan T'M^'T'' sur TM'T', par une rotation autour de la 
droite M'M", la torsion disparaîtrait et la courbe deviendrait p/a/ic dans les environs 
du point considéré, sans que sa courbure eût augmenté ou diminué ^ puisque les angles 
de contingence TM'T et TW^Y seraient demeurés constants; au contraire, sans 
rien changer dans la position de ces deux plans osculateurs, ou dans la cambrure 
de la courbe, on peut altérer sa courbure en écartant ou rapprochant les deux 
éléments MM' et M!W. Par conséquent, la courbure d'une ligne et sa cambrure 
soot des affections indépendantes l'une de l'autre, et qu'il convient de désigner 
par des noms distincts, mais analogues; d'autant plus, que Tune dépend de l'angle 
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de deux éléments linéaires, et l'autre de Tangle de deux: plans. Au reste, on pour* 
rait assigner la grandeur et la position d'un certain cercle de rayon v, qui per- 
mettrait de représenter Tangle de torsion 9 et la valeur absolue de la cambrure, 

sous les formes 

de 6 i 

V es ^ 

analogues aux expressions que nous avons données ci-dessus pour Tangle^le oon*- 
tingence e et pour la courbure de la courbe; mais, à cet égard, nous renverrons 
le lecteur au Mémoire de M. de Samt-Venanl^ cité dans la note ci-jointe (*). 

6ô5, Les courbes planes et les courbes cambrées présentent, quant au lieu de 
leurs centres de courbure j une différence essentielle que nous allons faire ressortir. 
Parmi toutes les normales que Ton peut mener en un même point M (fg, 12g) 
d'une courbe quelconque, celle suivant ^quelle est dirigé le rayon de courbure KO 
doit être tracée (n"" 650) dans le plan osculateur MM'iVr, et nous la distinguerons 
par le nom de normale principale. Or^ quand la courbe ÂMB est plane, toutes les 
normales principales relatives aux divers points M,iVf , &r,..., se trouvent dans<âon 



(♦) Les deux affections d'une courbe gauche, dont nous avons parlé ci-dessus, ont d'abord été 
désignées sous le nom de première courbure et de seconde courbtti^e. Mais, outre TinconTénient d'cqp- 
pliquer des noms semblables à dœ JifiTections de nature différente, ees dénominations ne semblent 
être que des numéros d'ordre qui ont encore le défaut de rendre le discours traînant, et de produire 
quelquefois des ambiguïtés fâcheuses dans une démonstration où il s'agit de comparer plusieurs lignes 
distinctes que la clarté de la rédaction oblige à nommer : la première courbe , la seconde courbe, 
Avssi, d^^aotres avBient^iis phn simplement nommé o^ deuK aflsodons :.la courbure et la fleaaon 
d'une courbe. Cependant M. YaUée, dans son Traité de Géométrie descriptive, objecta avec raispon 
que, le sens naturel du mot flexion se rapporterait plutôt à la première courbure qu'à la seconde, et 
il proposa de désigner celle-ci par le mot de torsion. Ce dernier nom peint assez bien la transforma- 
tion qu'il faut faire sabir h, une courbe plane pour la changer en une eourbe à double courbure^ et 
nous l'avions nous-mème adopté dans nos précédentes éditions, llaicr.M. de Saint-Venant, dans. un 
Mémoire présenté à. l'Institut en^septem^bre i8â4 et Inséré dans le 3o* cahier du Journal de V>Écote 
Polytechnique, fit observer que les mots de flexion et de torsion indiquaient un changement de forme 
produit par une cause extérieure et souvent passagère, plutôt qu'une affectien constante ; que d'ail- 
leurs il était néeessaire de réserver ces dénominations spéeiales poar exprimer certains effets méca« 
niques qui se rencontrent dans ia théorie des verges élastiques , et dont les résultats ne coïncident 

pas toujours avec les changements que subissent les quamités - et - ; c'est ce qui Ta conduit, par 

P r. 

deâ raisons très-plausibles , & proposer de nommer ces deux affections la courbure et la cumbrupo de 
la courbe. £n effet, ce dernier mot rappelle, par son étymologie même, Tespèce de courbure que 
produirait le mouvement d'un plan qui tournerait successivement autour de diverses droites, et c'est 
bien ce qui a lieu ici pour des angles compris entre les divers plans oscillateurs de la courbe primi- 
tive. En outre, il propose de remplacer la dénomination fausse et incommode de courbe àdaiMe 
courbure par celle de courbe cambrée^ plutôt que par le nom de courbe gauche qu'avait adopté 
M. Vallée; car ce dernier nom serait peu d'accord avec la nature dd'la surface dëveloppabie qui est 
fbrmée 9>ap le» prclengements des éléments de la courbe, e( qui a des rapports ai ialûDws aiveo 1» 
courbe elle-même. 
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ptan; et^ par soite^ e/Ze^ secMpent c&nàéoitwement de manière à former une courbe 
Ofycy... à laquelle ces. diverses normales sont évidemment tangentes; d'où îi suit 
(d* 1*9) qu'uD fil (y^O^CyOK, plié sur cette développée, et déroulé successivement, 
décrirait par son extrémité K la ligne AMM'M'^B. 

056. Au contraire, qùônd la courbe proposée est gauche, les normale^ principales^ 
ou les rayons de courbure, ne se rencontrent plus consécutivement. En effet {fg. 23o), 
concevons par les milieux K, K', K",.-r <Jes divers éléments, les plans normaux 
PQS, P'Q'S'j P''Q"S'^..., qui se couperont deux à deux suivant les droites 
QS, Q'SV'M et formeront ainsi une isurfaoe développabie (n* 186), enveloppe de 
tous ces plans. Alors^ si notas coupons les plans P et F par le plan oscuiateur MM'M^' 
qui est perpendiculaire à ces deux-là, nous obtiendrons pour intersections les deux 
normales KO et K'O' qui déterminent évidemment le centre du cercle oscilla- 
teur correspondant au point M, et dont la première sera le rayon de courbure 
relatif à ce point (^). De même, en coupant les plans normaux P' et P^' par le second 
plan oscuiateur M'M^'M'", nous aurons pour soctionà les normales K'O' et K'^O' 
dont la première sera aussi le rayon de courbure relatif au point hf. Or ce rayon 
K'O' ne coïncide pas avec Tautre normale K'O, puisque ces droites proviennent 
du môme plan F coupé par deux plans osculateurs distincts : ainsi K^O' va ren* 
contrer QS en un point I différent de 0; et, par conséquent, les deux rayons de 
courbure consécutifs KO et K'O', n'ayant pas de point commun sur Tintersection 
QS des plans P et F qui les contiennent, ue sauraient eux-mêmes se rencontrer. 

Il résulte de là que les centres de courbure 0, O', 0",.-m u'étant pas donnés 
par les intersections successives des rayons de courbure KO, K'O, K'^O",.-» 1* 
courbe que Ton ferait passer par tous ces centres n'aurait pas pour tangentes ces 
mêmes rayons, et, par conséquent, ceux-ci ne sauraient être regardés comme for- 
més par le développement d'un fil qui entourerait la ligne OO'O"..,. Donc, enfin, 
le lieu des centres de courbure d'une courbe gaucbe AMM'M'^.* n'est point une déve- 
loppée de celte dernière Hgne. 

657. (Fig. i3o.) Cependant la courbe gauche AMM'M"... admet une infinité 
de développées, ainsi que Mongs Ta fait voir. En effet, si, dans le premier plan 
normal P, nf>us traçons arbitrairement une droite KD, qui sera toujours normale 
à la courbe proposée, et ira rencontrer QS en -un point D; puis, si, par les points 
K' et D, nous tirons la droite K'DD', qui sera dans le second plan normal P', puis 
la droite K^'iy D" située dans le plan P^', et ainsi de suite, nous obtiendrons, par les 
intersections successives de ces normales, une courbe DD'D^D''^... à laquelle elles 
seront tangentes j et qui pourra servir à décrire la ligne AMM'... par le développe- 
ment d'un fil enroulé autour de cette dévelo^ée DD'D".... Pour le prouver, il suffit 

\- t' 
(*) U nous sera utUe, plus tard, d'observer ici que cela revient à Abaisser, du point K, une per- 
pendiculaire KO sur la génératrice QS de la surface enveloppe des plans normaux. 
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de faire voir 4|ue le^ pojrtîoos DK et J)K')defthiog«)toa)à ceUe dér^loppée soot^âga^s 
entre elles, ou J^ieû queiepoi^tD 66t à égale idialance des trois ppintg M» M', ftF ; 
or cela résuUe de ceique la droifae QS étant ^iDt^^sedtion de deux plians.Piet F 
élevés perpendiculairement sur lad miliemc des éléioettts égaux MM^ et M'jVl'V^haque 
poi^t defîS Q$t à la jnéiM^ distance de M, de M^, et de^M^' : auasi^ oette droite QS 
G^\ appelée .la ,%ne p^kiM de l'are MSAIW, el les distances. DK, lyK', ly'K^.^i, 
soqt lesL noyons 410 déwiappén qn'il ne faut .pasicolifoiidFeaTeo les rafyons de cour- 
.bure. KO, K'O', K'[0%i.,, D'aiUeiïra^ comme la premièfe normale KI> 4 été menée 
ftrbitrairemeut dtns le:^iaqP, oui pourra donc, bu faisant varier la direction de 
cette normale, obli^ur ane infinité de développées^ situées toi£tes' sur la Mxr^e pô- 
Ifiifeqjxi ^ l'enveloppe ^es plans normaux P^P^P",..*, de Ja coarbe AMM'M'^u. 
. 658.. Cette surface polaire et déi?!eloppafale, lieu de tomes les développées de la 
courbe AMM\..y a pour génératrieest reciiEignea tes intersections .succeâslves QS, 
Q'S', Q^'S'^^,^.,.de6 plana jiorQsiaux ;:elieea droites, qui se feonpent évidjenunent deux 
à çteux, forment «ônai (n? 178) l'wrétederebrMssement UV de séette scnrfaee déve- 
loppable. D'ailleurs I puieqjcie chaque génératrioe Q6 eal perpendiculaire au plan 
osculateur correspondant MM' M", et passe par le centre de coufburaO où se cou- 
pent les deux normatles égales KO et K'O, il en résulte évidemment; que les mgles 
KDOel K'DO, fonnés par deux Hmgenies de la dàfehppéei awç la générntrioe inier-' 
médmre QS, eont.éfffmcc; et, par smite (n? 487), on peut affirmer que eha^e dém- 
loppée DD'D'^.o devmdxapm ligne dmte^ quand oa développera la surface poJaire 
enveloppe des plfms normaux- Cela revient à dire (n* 187) que cette développée 
est la ligne la plus couHe qui puisse être tracée sur la surface polaire, entre deux de 
aes points; par conséquent, un fil qui, attaché en K, serait tendu /et plié Jibremrat 
sur cette surface développable, prendrait de lui-môme la forme d'une des dévdop- 
pées KDD'D'^.., puisqu'à cause de son élasticiié, ce fil ne pourra demeurer en 
équilibre sur la surface qu'autant qu'il aura.suivi la route la plus courte, . 

a D'après cela, dit Monge, on conçoit comment il est possible d'engendrer, pat* 
un mouvement continu, une courbe quelconque à double courbure. €ar, après 
avoir exécuté la surface polaire touchée par tous les plans normaux de la courbe, 
si, du point donné dans l'espace et par lequel la courbe doit passer, on dirige deox 
fils tangents à cette surface, et si, après les avoir plies sur la surface en les tendant, 
on les fixe par leurs autres extrémités, lo point de rônnion des deux fils, qui aura la 
faculté de se mouvoir avec le plan Ungent à la surface polaire, sans glisser ni sur 
l'un des fils ni sur l'autre, engendrera dans son mouvem^t la courbe proposée. » 

Ç59. Il est intéresfSfânt d'observer ici que la courbe UV, arête de rebrousseroent 
de la surface polaire, a pour plans osculateurs les plans normaux de la. courbe 
primitive AMB; car les tangentes «SQ, «'S'Q' sont toutes deux dans le plan F. 
D'où il suit, d'après la note du n* 653, que Tangle de torsion de UV est égal à 
l'angle de contingence de AB; et réciproquement, l'angle de contingence de UV 

6* édit. 36 
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est égal à Tangue de torsion de AB, attendu qoeHestplâK'normavx de la cotirbe UV 
sont perpendioolaires aux tangentes aSQ, ol^'Q\ et conséquemioeat parallèles aux 
plans oscutaleors de AB, Toutefois^ il faut se garder d'étendre cette réciprocité à 
la grandeur même de la torsion on à la cambrure deilV qni n'égalera pas i/^z cotir- 
^rede AB, non plusque la cMrbure de UV n'égalera^ /tiu?aiH6rtir^ de AB; car, d'^apràs 
le n* 653^ il riBstemit à diviser les angles indiqués ci-dessos par les élémeiils res- 
pectifs œa et MM^ lesquels ne sont pas, en général» de même longuevr. 

600. (Kiff* i3o.) Lorsque la' courbe AMM^.. sera spliérique, c'est-à-dira située 
entièrement sur une Sphère d'un rayon quelconque, tous les plans norman 
P, Vy P^^•«M iront passer nécessairement par la eentrede cette sphère, et leur' en^ 
veloppe, ou ta surface polaire qui est le lieu de toutes les^ développées de AMH\.., 
se réduira ici à un cône dont le sommet sera placé au centre de la sphère en ques- 
tion. Ce point unique pourra donc être considéré comme étant une développée 
particulière de la courbe AMM^». ; et en effet, un fil attachée ce centre pourra 
tourner autour de ce point sans s'allonger sensiblement, tandis que son autre 
extrémité demeurera sur la courbe AMM'. • . , dont tous les points sont à une distance 
constante du centre. 

fifti» Enfin, si la courbe AMM\..- était plane, tous les (dans normaux P, F, P^\*«., 
seraient perpendiculaires au plan de cette courbe, aussi bien que leurs intersec- 
tions consécutives QS, Q'S^,... ; de^ sorte que Tenveloppie de ces plans normaux. s^ 
réduirait à un cylindre ^ sur lequel' seraient situées tantes les développées qu'admet^ 
irait encore ta courbe plane AMM'.... En outre, chacune de ces' développées DD'IV'... 
serait alors une hélice; car ses diverses tangentes, ou les rayons de développée 
KD, K-D',... , formeraient tous des angles égaux (n"" 650) avec les droites parât* 
lèles QS, (ys\..., qui sont les génératrices de ce cylindre. D'ailleuns, le lieu épê 
centres de courbure OCyO"... redeviendrait ici une véritable développée, puisque cette 
courbe serait la section droite du cylindre enveloppe, et qu'on peut dès lors la re^ 
garder comme une hélice dont le pas est nul : mais eette ligne 00' 0^*. serait, 
parmi toutes les développées de la courbe AMM^.., la seule qui fût plane. Ainsi« 
par exemple (fig. 96), la spirale développante de cercle ABCDL... a pour dévelop- 
pée plane le cercle AgydX... ; tandis qu^elle admet pour développées gauches toutes 
les hélices qui, comme (Agyax.-., A^ê'/a'X'... ), ont leur origine au point (A, A'^). 

662. {Fig. 129.) Observons ici que le cercle osculateur aVl6 de la courbe 
plane AMB traverse ordinairement cette courbe, c'est-à-dire que s'il se trouve ^n 
deliors à gauche du point M, à droite, il sera en dedms de la courbe. En effet, la 
partie recliligne OK du fil qui entouré la développée OO'O^... va continuellement 
en augmentant à mesure que Ton déroule ce fil ; donc les rayons de courbure qoî 
précèdent OK sont plus petits que cette droite, et ceux qui le suivent sont plus 
grands; donc aussi l'arc MA de la courbe proposée sera embrassé par Tane de 
cercle Ma, tandis que jrB se trouvera en dehors de M^S, du moins dans les eovi»- 
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roM du pcnnt considéré M. Cependant^ lorsque la développée présente un point de 
nbrooisement , ootmne cela arrive aux aommets d*uDe ellipse (Jiy. 76), alors le 
rayon de oonrbufe devient un minimum ou an maximum j et le cercle oscnlateur 
86 trouve^ tant, à droite qu'à gauche du point de contact, placé en dedans de la 
courbe^ on bien en* dehors. Dans, ce cas particulier, le cercle osculateur aoquiert 
im contact du troîaièpne ordre avec la courbe. 

663. {Fig. î3o. ) Uoeoîrconstanoe analogue se présente pour le plan oscula- 
teor MN'M^' d'une courbe gauche AMB ; 0' est-à-dire que ce pian traverse ordinai-- 
rement la courbe ^ on laissant au*deasou8 de loi Tara MA; et au-dessus l'arc M^'B^ 
parce que la torsion de&élénaents, produite (n* 654) par la difféience d'inclinaison 
des plans osculateurs concécutifs, persévère en général dans le même sens. Cepen* 
ilant, comme, par suite de la continuité de la courbe proposée^ Tinclinaison du plan 
osculateur ne varie que par degrés infiniment petits , s'il existe un point singulier 
où cette torsion t change de sens, cela ne pouma arriver qu'autant que Yangle de 
torêiàn aura passé par zéro; et dans cet endrœt'de la courbe, trois éléments consé*' 
ciftirs seront situés dans un môme plan osculateur, lequel se trouvera alois.tout 
entier an-dessus de la courbe AMB, ou bien tout entier aurdessous. 

466. Gonsiruire le plan oioalaieur relatif à un point umgné sur une courbe gauche^ 

' ( Fig. 5 1 . ) Soit N le point assigné sur la courbe gauche VNU, laquelle devra être 
définie par ses deux projections. Si, pour obtenir approximativement deux tan» 
gentes infiniment voisines, on menait celle du point N et une autre exlrêmement 
-voisine^ deux droites aussi rapprochées détermineraient, avec peu de précision, 
les traces du plan qui les contienL II vaudra donc mieux construire diverses tan- 
gentes à la conrbe VU, pciur le point N et pour d'autres èitués à de médiocres 
distances, en arridre^t en avant de N; puis ohercher les traces de ces tangentes 
sorte plan horizontal, par exemple, et réunir tous ces points par une courbe con- 
tinue ALD, qui sera la trace de la surface développable lieu de toutes les tan- 
gentes à la courbe VU. Alors , comme on sait (in** 18i) que le plan langent de 
cette surface est le plan osculateur. de son arête de rebroussemenl,. il n'y aura qu'à 
mener la tangente L9 à la trace ALD, et le plan NL9 sera le plan osculateur de- 
mandé. 

*666. Construire le ragon de courbure relatif à un point donné sur wse courbe 
gaaclie* 

Soit M le point donné sur la courbe gauche que nous désignerons pax A ; con- 
atroisoTis, comme ,ci**dessus, le.plafn osculateur tt correspondant au point M, et pro- 
jslons-y la^ oourbe A, qui deviendra une autre ligne B ayant évidemment deax 
éléments communs avec la première. Dès lors, la courbure de A étant la même que 
celle de B en M, la question sera réduite à trouver le rayon de courbure d'une 
courbe B, qui est plane. 

666. {Fig. i^i.) Pour résoudre ce dernier problème, soient MN la normale de 
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B au point donné M, el MG, MC',..., ditérsfes cordes partant dece «lémé po»L 
Si, par le milieu de la corde MC, on lui mène me pert)èûdîctilaire IP, et qae par 
le point P, où elle va couper la normale MN, on élève sur cette- dernière droite 
une perpendiculaire P«i=MC; puis, si Ton répète des* constructions analogues 
pour les autres cordes, la courbe aa'«*66' ira couper la normale MN en un point 
0, qui déterminera le rayon de courbure MO de la ligne proposée. En efifet, lors- 
que la corde MC" diminue de plus en plus, Tordonnée P^a' décroît pareiB^môiit, 
et la perpendiculaire F P^' approche davantage d'être normale à la courbe MB^ 
donc, le point où la ligne auxiliaire «/S ira couper MN, sera bien Tintersection 
de celte normale avec une normale infiniment voisine ; et, par conséquent, le rayen 
de courbure de la ligne B pour le poitit M aura bien ponr longueur MO (^). 

667. Étant donnée une courbe quelconque A, construire une de ses développées j et 
te lieu des centres de' courbure. 

On mènera divers plans normaux à cette courbe, par des points assez rappro- 
chés ; et après avoir construit leurs traces sur les deux plans de projection , on dé?» 
crira yne courbe « tangente à toutes les traces horizontales, puis une conrbe.6 
tangente à toutes les traces verticales. Ces deux courbes «, 6 seront évidemment 
les traces de la surface polaire 2, au lieu de toutes les développées de A (n* êiS)i 
et l'on obtiendra diverses génératrices G, G', 6'',..., de cette iurface développable, 
en joignant deux à deux les points où les courbes a et S sont touchées par un 
même plan normal. Cela posé, du point de départ M, choisi à volonté sur la 
courbe A, on mènera une tangente MD à la surface 2, puis on eflfectnera le dévo» 
ioppement de 2 sur un plan quelconque, où la développée cherchée, devant être 
une ligne droite (n* 658), ne sera autre chose que le prolongement. indéfini de 
MD. Alors, en marquant les points où cette droite MD rencontre chacune des gé- 
nératrices y, /, y\..., de 2 développée, puis rapportant ces pointa sur les généra- 
trices primitives G, G', G",.. . , on obtiendra la développée qui est tangente au rayon 
MD. En faisant varier cette droite, qui a pu être tracée de bien des manière», on 
trouverait d'autres développées de la courbe A. 

668. Si da point M on abaisse une perpendiculaire sur fa génératrice G, qui se 
trouve dans le plan normal relatif à M, le pied de cette perpendiculaire sera le 
centre de courbure de A pour le point M (n** 656, note); et le lieu de toi» les 
centres de courbure s'obtiendrait en répétant cette construction pour divers points 
M', M'', . . . , 'de la ligne donnée A. 

Ces diverses opérations seront ordinairement Irès-laborienses , mais elles devien- 
dront assez simples dans plusieurs cas intéressants, comme cela arrive pour les 



{♦) cette méthode est tirée de la Oé&métrie des courbes, par M. Bergery ; et eUe offre l'avantage, 
que )a courbe auxiliaire vierit couper à angle droit la normale donnée, ce qui fixe mieux la positiou 
du point clierché. ' 
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deux, exemple» que nom allons, étudier, et qui 6drvii;oût d'ailleurs à éçlaircir la 
généralité des considérations précédentes. 

609. (Fig. xoi.) Étant, donnée une développante spliérique^ projetée sur DMPGQF, 
trouver le lieu de ses centre^ de courbure^ et lune de ses développées. 

Nous avons dit» au n* 493, que cette épicycloïde particulière est engendrée par 
un point m d'un qercle mobile S", dont le plan roule sur un cône fixe S'AE, pen- 
dant que son ceptre coïncide perpétuellement avec le sommet S' de ce côiie ; on a 
vu aussi, au Dt 495, que le plan normal de cette courbe , pour un point quelcon- 
i{ue (M, M'), est le plan S'AV dans lequel se trouve alors le cercle mobile, et qui 
ùBt tangent au cône fixe S'AE« Il s'ensuit, donc que ce cône est précisément la sur- 
face polaire, enveloppe de tous îles plans normaux, dont nous avons parlé au 
n"" 658, et sur laquelle doivent être placés toutes les développées et tous les 
centres de courbure de la développante sphérique DMPGQF. Ainsi, d'après la note 
du n"" 656, ai nous abaissons du point (M, M') la perpendiculaire (MR, M') sur la 
génératrice de contact S'A du plan normal, le pied (B, M') de cette perpendicu- 
laire sera le centre de courbure correspondant à (M, M'), et la vraie grandeur du 
rayon de courbure sera HM. Semblablement. , lorsque le point généi^aleur se trou* 
vera projeté eu N^, époque où le contact du cercle mobile est arrivé en A^, la per* 
pendiculaire N^R,, abaissée sur la génératrice OA,, sera le rayon de courbure, et 
R5 la projection du centre de courbure : sa projection verticale serait facile à ob- 
tenir. Enfin, pour le point P, qui répond à un quart de la révolution du cercle 
mobile, le rayon de courbure sera PO, égal à S^'A ; de sorte que le lieu des cen- 
tres de courbure aura pour projection horizontale une courbe à double nœud 
DRR,OR^G..iO...F que nous n'avons pas achevée, afin d'éviter la confusion, mais 
qui passerait deux fois par le point 0, et dont la partie OR, GO répond à un arc 
situé sur la nappe supérieure du cône S' AE. 

670. Pour suppléer à la projection verticale que nous n'avons pas voulu tracer 
ici, nous allons construire sur le plan du cercle mobile lès positions occupées suc- 
cessivement par tous les centres de courbure. Or, d'après la méthode exposée ci- 
dessus pour le point quelcpuque (M, M'} de la développante sphéyque, on doit 
voir que si l'on tire les rayons S"a, , S"a^ , S'^a^ ,.,. , qui représentent les génératrices 
suivant lesquelles le cône est touché successivement par le plan du cercle mobile, 
et qu'on leur mène les perpendiculaires mr,y mr^^ mr^]^..., parties du point géné- 
rateur m, ces perpendiculaires seront les longueurs précises des divers rayons 
de courbure; et leurs pieds, qui forment évidemment une circonférence de cercle, 
iront coïncider tour à tour avec les vrais centres de courbure de la développante 
sphérique, lorsqu'on fera rouler le cercle S'' A sur le cône S' AE. Il en serait de 
même si l'on ployait le plan de ce cercle pour rappliquer sur le cône, par une 
opération inverse de celle qui sert à développer cette surface; de sorte que la cir- 
conférence mrr^ r^S'V,... peut être regardée comme la transformée du lieu des cen- 
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très de courbure, lorsqu'on développe le cône S' AE qui contient réelleineDt tous ces 
centres (*). 

671, Quant à la coustruction d'une développée de la développante sphérique, il 
faut se rappeler (n* 658) qu'une pareille courbe doit devenir rectiligne lorsqu'on 
développera la surface enveloppe de tous les plans normaux , laquelle est ici le 
cône S' AE. Si donc, sur le cercle rabattu en S'', on trace une droite arbitraire par- 
tant de m, telle que maSyâ, il n'y aura plus qu'à transporter sur le cône S'AE les 
points «, 6, y,..., où cette droite rencontre les divers rayons S'^a^, S"a, , S''a,,..., 
qui représentent autant de génératrices de ce cône; or il est bien facile de re- 
trouver les véritables positions de ces génératrices sur les deux plans de projec- 
tion, et d'y rapporter, à partir du sonomet S, les longueurs S'^a, S"6, S'^y,..., ce qui 
fournira les deux projections de la développée en question. Nous n'avons point 
effectué ces opérations sur notre épure, afin d'éviter la confusion qui en serait ré- 
sultée pour le lecteur; mais nous les achèverons dans le problème suivant, où les 
résultats offriront plus d'intérêt, 

672. Êiant donnée me hélice à base circulaire (ABCDEF. .. A'B'C'D'E'F... ), trou- 
ver le lieu de ses centres de courbure^ et Pune de ses développées. 

(Ffgf. i:i8.) Après avoir constmiit la tangente (ET, E'T') de celte hélice, menons 
le plan normal correspondant E'N^K., lequel passe évidemment par le rayon 
(OE, E') du cylindre qui contient cette hélice^ et fait avec l'axe vertical un angle 
complémentaire de celui que forme lai tangente. Or cette dernière ligne ayant une 
inclinaison constante (n"" l$W). quelle que soit la position du point de contact 
(£^ E') sur l'hélice, il s'ensuit que tous les plans normaux de cette courbe auront 
pareillement une inclinaison constante , et que chacun passera par le rayon . du 
cylindre qui aboutira au point considéré sur l'hélice. Par conséquent, si Ton con- 
çoit que ces plans normaux soient menés par des^ points inQniment voisins, pus à 
distances égales sur l'hélice proposée, ils se couperont consécutivement suivant 
des droites qui auront toutes des positions parfaitement symétriques relativement 
à l'axe vertical 0; c'est-à-dire que ces droites seront également inclinées sur cet axe, 
et. placées à la même distance de cette verticale. D'où je conclus que ces droites, 
intersections des plans normaux consécutifs, se trouveront tangenles à une nou- 
wlle hélice tracée sur tm cylindre droit à base circulaire abede...y dont le rayon 
est encore inconnu, et qu'elles . formeront un hélicdide développable (n''&56) qui 



(*) Ce résultat remarquable est emprunté à un Mémoire intéressant de M. Th. Oliviej*, sur les 
centres de courbure des épicydoïdes, Inséré dans le xxni* cahifer du Journal de VÈcol^ Polytech- 
nique. Toutefoïs, nous croyons devoir avertir que, dans ce Mémoire, il s'est gliasé une erneur sur la 
pm^eetion duJieu descentcesde oourtNire de la^ développante sphérique; car cette prqjec^on ne 
saurait être, comme on Ta dit. par inadvertance, la développée de la projection horizontale de la dé- 
veloppante sphérique. 
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fiera le lieu des^^es^ ou. le lieu de. Umie^ tes développées. ( n"" 668) de Thélice pricoitive 

(ABCDE..,, A'B'C'D'E'...). 

673. Pour déterminer cet hélicoïde, j'observe que sa trace horizontale sera pré- 
eisément la développante du cercle inconnu abcde... (n"" {|53) , et que cette courbe 
devra être tan^nteaux traces de tous les plans normaux. Or^ le plan normal re- 
latif au point (A, A') ayant évidemment une traae AOI qui passe par le centre 0, 
le rayon 01 contiendra nécessairement Torigine de cette développante; tandis que 
la trace N'N, perpendiculaire à 01, répondra au premier quart de révolution de 
cette développante; par conséquent, sa distance au centre, c'est-à-dire 01 ou en, 
devra se trouver précisément égale au quart de la circonférence inconnue abcdê* Mais 
déjà il existe une relation semblable entre la sous-tangente ET et le quart de 
cercle AE ; donc le rayon OA de ce dernier doit avoir avec ET le même rapport 
qu'aura le rayon inconnu Oa avec 01. D'après cette remarque, on tirera la droite 
A'ô' parallèle à ET, puis ^a' parallèle à E'N', et cette seconde parallèle déter- 
minera la grandeur (y a' que Ton doit donner au rayon du cercle demandé abcde; 
ensuite, on construira l'hélice {abcde..., a^b^c'd^e'...) de même pas queThélice pri- 
mitive, et ce sera Taréte de rebroussement de rhélicoîde en question. Cette surface 
aura d'ailleurs pour trace horizontale la développante anyr du cercle' aô/^dl^...., et 
pour génératrices les tangentes de la nouvelle hélice, telles que {en , B' N') , ( b^yhW\ 
lesquelles représentent les intersections consécqtifes des plans* nârmauxiafinîmeBt 
voisins, menés à l'hélice (ABCD..., A'VQ'U...). 

674: (Fig. 12B. ) Pour trouver le rayon» de courbure de cette "demiàre. lignesau 
point (E,E') par exempte, il faut abaisser de ce poiht (nd«?dun*^656)uDepev«* 
pendiculaire (EOe, E') sur la génératrice («i, E'N'), qm:eBt;da«» le plan aovoMkl 
correspondant au point assigné. Or, comme céMe perpendioulaise aboutitrévidenit 
ment au point (e, B'), et que des résultats semblattles^arrivepaéeDl'paur tout autre 
plan normal, nous en conclurons ces deux théorèmes bien cenuirquables : i* tamie 
Hélice a base circulaire (ABCDE..., A'FC'D'E'...) a pour liéu de ses cenines de comr^ 
bure une autre hélice (abcde.. .^ ctVd^é..?) (fêtermififée* comme ci^dessos; %^ le 
rayon de courbure de la première héliee est comrkvr; et égal à /a^«tnme CE H- Oeifef 
rayons des cylindres où sont situées ces deuxceurlks. 

675. Réciproquement, on prouvera, par desconsidératiofidisemblables^ que la 
seconde hélice (abcde. ..j â^Vdée'...) di pour lieu de ses centres de courbure. la 
première hélice (ABCD..., A'B'C'D'...); et que îe rayon de eporbure de ceUe^à 
est aussi constamment égal à la somme Oe + OE. Gela tient à ce que le plan nor« 
mal E'N'N de la première hélice est le plan osculateur (n* 463) de la seconde; 
et qu'aussi le plan normal de celle-ci, qui serait E'T'T, perpendiculaire à la tan- 
gente (en y E'N'), se trouve le plan osculateur de la première; de sorte qu'il y * 
une complète réciprocité entre ces deux hélices , et les angles de contingence et de 
torsion (n*»' 653, 654) dans l'une, sont respectivement égaux aux angles de torsion 
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et de contingence dans Tautre. Ce réscrltat est tin cas particulier de la relation gé- 
nérale que nous avons fait remarquer au n* 059; mais, comme nous l'avons ob- 
serve alors, il ne faut pas en conclure que la torsion même, ou la cambrure de la 
seconde hélice , soit égale à lacoùrbttrede la première, ni réciproquement; caries 
-éléments correspondants AB et ab de ces courbes ne sont pas de même longueur. 

676. Si Ton veut exprimer par Tanalyse la grandeur des rayons de courbure p 
e( p' de ces deux hélices, il n'y a qu'à poser 

OA=R, Oa = r, angle T'=«, N'^go^ — a) = o/, O'E'^i/i; 

et le triangle rectangle A'ô'a , que nous avons tracé sur l'épure, fournira évidem- 
ment la relation r = R tang' cù > d'où l'on déduira 

p=R + r=R(i4-tang^a))=R(i+^^A^) 
pour la première hélice; et pour la seconde, 

p'ï=2rHl-R=:r(i+taBg'«') = r/^£ + j—jj. 

677. (Pig. râB« ) Maintenant, construisons iinec^t^e/oppée de l'hélice (ABGD^«, 9 
A^B'C'D^..), en menant d'abord, par un point arbitraire (E, E') de cette courbe, 
une droite qui soit située (b"* 657) dans un plan normal E'N'N relatif à ce point; 
on bien une tangente à la surface polaire, enveloppe des plans normaux, laquelle 
surface est ici l'hélicoïde développable qui a pour arête de rebroussement l'hélice 
(abcde..., a^b'cfdfef...). ASii d'arriver à des résultats plus symétriques, choiaisaons 
pour cette -première tangente le rayon de courbure (Ee, E'), et rappelons-nous 
qu^après le développement' de cet hélicDïde, la. développée cherchée deviendra une 
ligne droite (u* 658) qui devra être le prolongement indéfini de (Ee^ E')* Si donc 
nous voulons développer cet hélicoïde sur son plan tangent E'N^N, il faudra 
(n' 467) rabattre les tangentes {ne, N'E') et (Nd, N'«0 suivant m et Na" ; puis, éle- 
ver à leurs extrémités deux perpendiculaires eo) et <x"<d qui détermineront par leur 
rencontre 'le centre w et le rayon <àt {*) du cercle eX suivant lequel se transformera 
l'hélice (aécrf*.., a'b'dd!...)\ d'ailleurs, sur ce développement , la droite indéfinie 
tù&n représentera la transformée de la développée cherchée. 

Quant à la position que prendra, sur ce développement, la génératrice quel-' 
conque (/ro, ft'v') de Thélicoïde, nous l'obtiendrons en prenant Tare de cercle tn 
de même longueur que l'arc d'hélice (eA, E'A') , longueur qui est donnée (n* ù68) 
par l'hypoténuse du triangle E'yî'yî'', dont la base E'tj' égale l'arc horizontal ^A; 

(♦) Ce rayon ws doit se trouver égal à E^, puisque c'est là le rayon de courbure {n' 674) de Phé- 
lioe (abcd..., a'b'&d!,.,), et que cette ligne ne doit pas changer de courlmre, quand on développe la 
surface dont elle est l'arête de rebroussement (n* 179, note]. Ainsi il aurait mieux vïdu rabattre une 
seule tangente suivant ?ie, puis élever la perpendiculaire sw égale à E^, laquelle aurait suffi pour 
tracer le cercle tk : c*est la marche que nous avons déjà conseillée au n* 468. 
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et alors la géuéralrice (perchée devieiHlpa ^ tapgeote i$n^ Çt^ jcetiedeinière aMant 
l^pcontrer^la ti;anfiforapiée o^s de la;dévçlo^péey aupoint:;!, il s'agira de reporter la 
distance «tt ssr la,géaéi:irti:ice primitive (Ai;, 6V')î PO«r cela, on pcend,ra Thypo- 
. ténu^e E' v!^ == «tt, ^I ^ base Ë^ 9 de c^ pou ve^u triaogle rectangle étant portée de h 
en p, fournira évideipinept la prqjectionhoriaoptale.p^'puis la projection verticale 
p.', d'un. poiAt de la développée cherchée ^ laqyellp sera («po;, E'pV)* 

678« Ainsi, un fil enroulé sur cette Jja*apcbe ^uiv^iM; 1? diroclipn (^^peE, ^'p'E') 
décrira par son extrémité (E,*E') la partie supérieure (EFGH.,,, E'FG'H',..) de 
rhélice donnée, du moins jusqu'à une certaine limite que nous allons déterminer; 
et le rayon de déveiappée aboutissant au point {p^p') sera la tangente (Hp, ff p'). 
Quant à la partie inférieure (EDCB..., E'D'C'B'.. .) > ôlle aura pour développée une 
autre branche (ePX^ ET'X') qui se construira ciunme la première, ou plutôt qui 
s*en déduira immédiatement, en cherchant des points (P, P^) placés symétrique- 
ment avec (PjP')' 

679. Il y aura sur le développement de^^Thélicoïdé une ^tangente Xp, parallèle 
à la transformée mn de la développée : donc , si nous rapportons le point X sur 
rhélice , en prenant Tare de cercle ehi égal à b' base E^ X' dm triangle rectangle KY l' 
dont Thypoténnse est Tare eX rectifié, la géBératnce(/r, /'r') de Thélicoïde oor* 
respondra à Xp, et n'ira plus rencontrer la développée («po:, E'p^a/) qu'à Finfinr. 
Tootefois , ce n'est pas |à l'asymptote de celte branche ; car une pareille droite doit 
non-seulement rencontrer la courbe en un poiot infiniment éloigné, mais aussi lui 
être tangente. Or, puisqu'au point {pfp')^ situé sur la génératrice {hv, AV), la 
tangente était Hp, H'p'); pour le point infiniment éloigné situé sur (/r, /V) la 
véritable tangente, ou Vasgmpioie , partira du point (L, U) , diamétralement opposé 
à (/, /') , et serala droite (La, LV) , parallèle à (/r, /V). 

680; On voit par là que la branche de développée (epx^ E'pV), quoique infi- 
nie, ne peut servir qu*à décrire la portion d'hélice (EKL, E'K'L'); et quand le point 
gteérateur (E, E^ du fil mobile est arrivé en (L, L'), il faut que œ fil prolongé 
en sens contraire (LZ, UZ'), et fixé à son extrémité opposée, recommence à se 
plier sur une nouvelle braçche (YQfr, YÇyb^^) qui a la même asymptote, et qui 
servira à décrire un second arc d'hélice (LAB, VA'B^^) , égal au précédent. Pour 
construire cette nouvelle branche de développée , dont la projection horizontale 
doit être évidemment symétrique de^pj;, on prendra l'arc /fr==fe, puis on décrira 
la circonférence p Pc Q, sur laquelle on placera le point Q à gauche du rayon 0*, 
comme le point p était placé à droite du rayon Oe; enfin, on projettera Q en Q', 
en élevant ce dernier au-dessus de Thorizontale B"6" de la môme quantité dont le 
point p' est abaissé au-dessous de E'X'. 

681.. A la branche de développée (YQft, TQ'A'^) succédera une troisième 
branche {bgy^ b"q'y^) dont chaque point (</, ^) se construira comme précédem- 
ment, et d'une manière que notre épure rend assez visible; celte troisième branche 

6' édit. 37 
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aervira à décrire «n .ncHi^ arc d'hélice (BEB, V^WW^)y toojonnrs.égd mtxprécé- 
4eMks, ^âMisi d^^aile. L'«sifai{rt^te éertieife éermère %rairdbe^$waH «ncore paral- 
ièkàk Ja ^0éaérat»c6 de TMlicoicte , ipri partirait *éQ poSat diainétralraiMt opposé 
à (.5, S'' )$ asiés il jaem plusskepie de raeiier an cerde la tangente SWU y qui coti- 
pei'ûLi mnpoiïA W, situé rarfe rayon Oft : etoomnie ce poîtrt serait prdjeHé e» W' 
sur la premiènB asyinptole, il faudra placer te poit* W* à la mêrae liawtenr au- 
dessus àà Wy\ fwis tirer la droite WC île manière à former aTec îa TertîcaTe le 
«lôiue angle que. W'Z. 

: «SS, Quaat à TasyiEi^ote { Vç , V'^ç') de la branche (^FX, ET'XO , m projection 
Jiojieofttlile a ime fMOsitioB «ynftéhriqtie de '¥«'; et sa projertion verticale étmil évi- 
demment parallèle à V'x'^ il suffira de la mener parte point V* placé aa-dessotts Se 
,£\ QOBuneile poist Y' est au^ieBms. 

683w ( Fiq. ia8.) Poaar mîeax saisir la Raison de ces tfivefrses branches de ta dé- 
veloppée totale d'une hélice, et bien comprendre la description deycette conibe 
^par un mowmumivim^nu , isaiis être obligé de transportpr le point d'attache du fil 
wobile» d'ana .brandie sut l'au«tre, il n'y a qrfà se représenter Tine droite indéfinie 
ttôi/fca?i^te, plaoâe d'abord dans la peation horizontale (Ee, E'), laquelle roule, 
MM gimer , sur la bna&ciie {epx , E' pW) en lui demeurant tangente. Dans <5e mou- 
vement, le poini généraleoT (E, E') commencera par décrire l'arc iThéfice 
{ EKL, E' K' L' ) , et lorsqu 'il sera paTvefM en (L , L' ) , la droite mobile sera devenue 
Fasymptote ( Lz, L' a') -, mais , comme au même Instant cette droite touchera à finfini 
la seconde branche (6Y, A"Y'), si elte recommence à router en sens contraire sur 
oette dernière bran<ie, pour se rapprocher de la position harrzontate (B& W, B^A"), 
te point générateur décrira , dans cette seconde période de son mofurement non 
interrompu, l'arc d'hélice (LAB, L'.V'B"). Purs, si de la posifion horizontale 
(B*, B"6"), la droite naobile vient à router sur la troisième branche (%, *^qf'y'), 
te point làiérateur décrira un nouvel arc d'hélice (BES, B^E^S''), jusqu'à ce que 
la droite ait pris la position de l'asymptote (SWU, B''W'U'); d'oùelte passera, sans 
inten uption, sur une quatrième branche qui a la même asymptote, et ainsi de suite. 
Sd l'on éprouvait quelque dlïBculté à »sur^Te ces divers mouvements dans l'es- 
pace, on pourrait d'abord les -étudier iSur une gimsvtde (n«551, note)^ couibe 
plane dont lai développée , «située ^âans son plan , offre ainsi des branches infinies 
qui «nt, ictettx à deox , une asymptote commune. 
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DE LA «OGIUBUAfi DES SUBFACES. 

§84. DôsuL surfaqosisont dàes v$c%daitriœ$ l'une de l'autre, lorsque tout plan 
mené par ia «ennAlecommobe tes coupe suivant deirx ^courbes qtn sont oscutatricei 
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entre, etlê» (a''65A), oa bien qui mklUméme raym deemifbme. Mais on doit sentit 
que, parmi tontes les sphères qui peuvent toucher une surface S ^a un pcûat doîitté^ 
aui^ne ad saui^ait iui ékce oscatatrioe^puiaque la courbure d'une sphèro est mi- 
forme tout mUmv de sa noriBale, tandis qa'il n'en est pas^akisi d'unesurltce quel-- 
cottqua Alors V pour estîjnei: la eaurbu^e de cette deroiàra en hi> p^nt donnée on; 
eherchftle» rayons decoorbure fks divarses «ecimii; mrmales, et, pair leuv oomp»^ 
raifioa^ on acquiert des notions, préciser sur la fiDroiû plua oa moins aplatie d^ la. 
surface autour du point considéré, ainsi que sur sa position par rapport à son plan 
tangent. Or ri existe, entre tes raryons de courbure de ces sections normales, une 
loi bien remarquable que nous allons d'abord étudier sur les surfaces du second 
degré. 

685* {Fiff. i3i.) Dans un ellipsoïde dont las trois demi-axes sont 0A = a, 
0B=^, OC=c^ considérons spécialement un sommet C, pour lequel la normale 
est Taxe GOZ« {terpendiculaire aux tangentes CX et CY des deux ellipses princi- 
pales CA et CB. Si nous menons par ce point un troisième plan normal YCZ, dont 
la trace , sur la plan tanganl XCY, soit ^G Y, il coupera la surface suivant une ellif^sa 
CD, qui aura évidemment pour demi-axes OC=c et OD = d. Or on sait (n** 200) 
que les rayons de courbure, au sommet C des trois ellipses CA, CB, CD, ont pour 
grandeurs respectives 

CG = ~ = R, CH = - = R', a = ^'=p; 
c c ç 

et comme le demi-diamètre d de Tellipse^ADE aura toujours une longueur com- 
prise entre a et fr, on voit qu'en supposant ^ < 6, le rayon p se trouvera toujours 
plus grand que R, et plus petit que R'; c'est-à-dire que de toutes les sections normales 
faites par le sommet C, la courbe. CA est la sactîoA de courbure maximum j puisq(ue 
son rayon R est le plus petit (n*653), et la courbe CB est la section de courbure 
miuiiftiumf puisque son rayon R' est plus grand que tout atutrei. 

D'ajUeurs, si Ton désigne par çj Tangle que fait le plan normal YCZ avec, le plan 
principal XCZ , <p sera aussi Tangle compris entre l'axe OA et le diamètre OD de 
Tellipse ADfi; ^.l.'oi^ sait que La loagueur de ce diamètre est dQnnée par réqaation 

^ = -5COSç4-^sm 9, 

Donc, en multipliant tous les termes parc, et ayant égard aux valeurs précédentes 
des rayons p, R, R', il viendra 

(0 - = jCOS>+~SUI>» 

relation qui permettra de calculer immédiatement le rayon de courbure p d*une 
section normale quelconque passant par le sommet C, quand on connaîtra Tangle^ 
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de cette section avec une des deux sections principales, et les rayons de courbure R 
et R' de ces dernières courbes. 

686- (Fig. i32. ) Considérons maintenant un hyperboloïde à une nappe, dont 
rèllipse de gorge est CAFE qui a pour axe les deux axes réels de la sui^face, savoir : 
OA=ï=a, OG=c; tandis que Taxe imaginaire est une horizontale^ Ofrssré- per* 
pendiculaire au plan de l'ellipse que nous regardons ici comme te plan yertâcal dé 
la figure. Le rayon de courbure de cette ellipse, pour le sommet C, sera une ligne 

CG = ~ = R » et celui dei'hyperbole BCL contenue dans le plan des deux axes OC 

et 06, sera CH -= R^} mais ^1 se trouvera dirigé au-dessus du plan tangent }(1GY 
c 

au lieu d*être au-dessous comme CG. Maintenant, menons par le point C uti plan 

normal quelconque VCZ, qui formé avec le plan principal XCZ un angle désigné 

par 9; si cet angle est assez petit, la section sera une ellipse CDF qui aura pour 

axes OC = c, OD=^df,' et ce dernier sera évidemment un diamètre de Thyperbole 

ADE contenue dans le plan des deux axes horizontaux OA et Ob. Or on sait que 

ce diamètre est lié avec les axes de l'hyperbole, par la relation 

- = -cos', — ^sm,; 

si donc on multiplie tous les termes par c, et qu'on observe que le rayon de cour- 
bure au sommet C de l'ellipse CDF est p -, on en conclura 

(2) - = ico8^9 — j^,8in>, 

relation qui rentre précisément dans la formule (i), pourvu qu*on y regarde comme 
négatif celui des deux rayons principaux R, R', qui se trouvera dirigé au-dessus du 
plan tangent C)- 

687. Cela posé, tant que l'angle ç sera peu différent de zéro, il est certain que le 
premier terme du second membre de la formule (3) prévaudra sur le terme négatif, 
et qu'ainsi le rayon de courbure p de la section normale CDF sera positif, ce qui an- 
nonce que cette courbe sera convexe, c'est-à-dire située au-dessous du plan tangent 



(♦) Ordinairement, on adopte l'hypothèse contraire, parce que l'analyse fournit une valeur posi- 
tive pour le rayon de courbure d'une courbe située au-dessus de sa tangente, du moins quand ou 
compte les ordonnées positives de bas en Aatif.Mais, comme nous avons dirigé Ici Taxe des z positifs 
de haut enbas.lB, convention faite dans le texte s'accorde bien avec l'analyse ; et nous avons préféré 
cette disposition, parce que les sections normales sont plus commodes à figurer, quand on les place 
au-dessous du plan tangent. 
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XCY. Û^ailleurs, - étajot évideraraent moindre que —5-^, et à plus, forte raUoç 

moindre que -, il en résulte que le rayon variable p sera plus grand que R, et qu'il 

augmentera continueliement avec 9, jusqu'à oe que cet angle ait acquis laf valeur-ot) 
déterminée par réquation ' r . , 




Si donc on trace sur le plan tangent XCY, ou sur le point horizontal {*) parallèle 
à celui-là, deux droites (YP, O'Q, qui fassent avec O'X' des angles égaux à &>, alors, 
quand le plan sécant normal arrivera dansJa position O'P, il coupera Thyperbo-r 
loïde suivant une ligne dont la courbure sera nulle, puisque p deviendra infini ; et, 
en effet , on doit voir que cette section sera l*une des deux génératrices rectilignes 
qui passent parle sommet G, attendu que, d'après les valieurs de R et R', Texpres* 

. ^ . . b 

sion de tù revient à tangeo = — 

a 

688. (Fig. i32.) Lorsque Tangle c^^ sera devenu plus grand que o), et que le 
plan normal aura pris la position CKW, alors la formule (2) montre que le rayon p 
aura une valeur négative; de sorte que la section correspondante se trouvera con- 
cave, c*est-à-dire située au-dessus du plan. tangent, et ce sera une hyperbole dont 
le rayon de courbure p ira en diminuant numériquement, jusqu'à ce que l'on ait 

.\=zgo% d'Où p=n?LR^=CH. 

Ce dernier résultat se rapporte au plan normal (V Y\ qui coupe la surface suivant 
l'hyperbole principale BCL. 

689. En continuant cette discussion depuis ef= 90* jusqu'à <f=36o% on re* 
trouverait successivement des résultats analogues , puisq,ue la formule (2) ne ren* 
ferme que les pjarrés de sin<f et coscp. D'où Ton doit oonclure, i* que les deux 
plans normaux PCKp, QO^^ partagent la surfoce autour du point (0', C) en quatre 
régions distinctes : dans les deux angles PCVQ et pCYq opposés par le sommet, 
toutes les sectionsr nornEiales sont cofwexes^ ou situées au-dessous du plan tangent 
XCY; et dans lef deux autres angles FCVi/y QO^Pi toutes les sections normales sont 
concaves f on situées au-dessus de ce plan tangent; d'ailleurs le passage des unes 
aux autres se fait par deux sections rectilignes PO'p, QÇyq^ qui sont les génératrices 
de l'hyperboloïde situées dans le plan tangent XCY. 2* Le rayon de courbure R 
de la section principale CAF est le minimum de tous les rayons positifs, lesquels 

{*) Noas employons ici, outre la figure en perspective sur le tableau vertical XGZ, une projection 
hortxMttale ffelte-Bur un pian perp endi cu laire à la normale CZ, afin de toire mieux apercevoir le« 
limites qui séparent.les sections convexes des sections concaves. 
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varient depuis p = R jusqu'à p = oo ; tandis que le rayon de courbure R^ de Tautre 
section princfpate BCL eal le mmîmum dies rayons négalSi^ r ou bien , en tenant 
compte du signe de ces derniers, on pourra dire que — R' est un maonmum^ mais 
seulement par rapport aux rayons négatirs qui varient depufe p = — R' jusqu'à 

690. {Fig. i33 et i34.) Les propositions que nous veiàcofi ^ démoolrer pow 
un sommet réel d'un* ellipsoïde ou d'un hyperboloïde à une nappe^ sont égaleipent 
vraies pour toute surÈace/S^ et pom im point quetconque M de cette surface dont la 
normale est MZ. C'est-à-dire que, parmi toutes les sections normales passant par ce 
poihty il y en a. toujours demc, Mi^ et MB^ nmnméejs aBCiieas vBinunàLBS, énu h 
première a w vay€M de cmmBure M&=^ R qui. eU MisuiKm , êi ta, seconée'ua tagm th 
^eourbufBiWi = W qui eM njummiiH : ces deux seefkmti principales êoM sètuées dan^dfss 
plans XHAZy YlViZ, perpendiculaires entre eux; et quand une fois an eonnaith'poskien 
de ces plan»ei le» ba^ov^s PKiN£iPAUs R, Wy le rayott de courbure p de tout» auire se^ 
iion ncffmala MD pmsant pur te même point y, eei donné pat kù formule 

(3) l = ^cos*^ + ^,sin^cp*,. 

où (f désigne l'angle da plam de MD avec le plafn dâ. IVIA, et où. il Cradcaitregacder 
comnae n^lt/ eduideg. deux rayons principaux, R, B', qot serait dirigé uu-desâm 
du^plautangeut XMY„ ai la surface était non cmvestet c'est-à-dire traTCFSée par s£>n 
plan tangent aa M. 

Ce théorème important,, dû à Eul^r, n'est guère possible à démontrer d'une ma- 
nière complète et rigoureuse, au moyen de considérations purement synthétiques; 
c^est pocrrquor nous préférons de'f àAnettt-e ici comme wr résnltiat <ftr catenl dîfRs- 
rentiel (*); mais c'est l'unique emprunt que nous ferons à Panaïyse, et nous alfon.s 
ensuite développer, pieir lia géométrie seule, les conséquences ftrtéreBsàntes Amf ce 
théorème? est susceptible'. 

69f. Lorsque les deiix rayonfs princfpaBX M6='R, MBF^rH*, sont positife, 
comme dans \etfig. i33 , fa fbrmtrle (3) montre qne p est cOHsfeamraent positif , qttd 
que soit ramgTe^f ; donc aftors toutes Fes sections normales se trourent au-dessous 
du pîarn tangent XMY, an moins dans les environs du point Rf, et la surface est 
convexe en ce poraf, IX ailleurs , en supposant queR < IT, îl est facile tfevoir que R 
est alors le minimum itèsotn de tons les rayons de courbure desr sections normafes 
passant par Bf , et R'^' le maximum absolu de tous ces mêmes rayons; en eflfet, la 
formule (3) , écrite tour à touf sous l'une et l'autre deff formes suivantes , 

I 1 . , /i i\ I I i /i A 

■ ■ ■■ ■ ; - ■ 'I l I I II 

{*) Voyez VAnalyse appliquée à la §éemétr\e der trois dimensUms, elNH^. XVI. 
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montre qffon a toujootv, qvel qae soil l^afngle 9 , 

p il p 11 

Des txmséfuoicdB serabbMtts aMraîeait Jiea^sî lesideiii: rayMs frinoipauK étaient 
'négaiiifs à lot Ibis; wideHientt alors, la mrfaoe ee tretfvmaitipbûée Aii-<dasstts idn 
fiton ^Rgemty itout atfUnir 4u ipokit M« 

692. Lorsque, pour un point particulier M d'une surface quelconque, il arrive 
ique lesdeiiKTayoffiB priadpauK R, R^ sont é^nsL^ de mène s%ne , JUi foimÉte<(3) 
-se réduit éviAemmeiit, et l'angle <p disptainEiil ; «te sorte qu^on trouve p:^=:{t |^ur 
iouMeB tes «oCtions normales passant parce^pomt, aiëtoirr «duqoelila snnfaœ présente 
tme çomènre tmiforme dans^ous lessens, comme celle d'une splièrei Ces poiûts 
particuliers «e nomment des <mt6i/trs, et noms en ferons nesÉanqiDer pluaieucs de^oe 
^um dans i'eliipsoîde (n* 738)-; mais il est déjàtévddeni que.^ (qaané'la mÔridieimB 
^Ttiiie Bnrtee ^exérokition coaipe l'^se sxmjs ma ^aogle droît , oo point lest toujottcs 
lan OfBJbflic. 

•€98u LorB(f ue le& deox rayons prmcipaus: sont de «igoesoMtraires , «otaaftednfe 
la fig. i34 , où MG = R , qui se rapporte à la section (MA , M'A') , se troaveipoaitil^ 
-etoà llHisR', qui se rapporte à la:sectt(»i (MS, M'B')., se tnouvejiégatîf, alors 
la fom^Dle (S) ^ écrite a¥6c le «gae Ae R' «n éndeace^ âe^riant 

(4) -=gC06 <y— -«m,. 

Elle montre déjà cpie p seia iaoLlôt positif, itaatôt négatif , suivant la valeur 4e 
l'aagis (f:; c'est-À^Klîre qm'âl y^aura des sections oarmales situées, les aneB afr-des- 
aooB, jteB patres au-deesos da plan tangeat XMY; .aiaei la sadrfaboe «era non ^^D^a^t 
ou à courbures opposées. Pour déterminer les iittites de œs div-eirses médians, icUer- 
chons la valeur particulière w de l'angle (ç, qui satisferait à Téquation 

^cos û) — ;^,sm*a) = o, dou lango.) = ihi/ -^7 

puis , traçons sur le plan tangent XMY , ou sur le plan horizontal (*) qui lui est pa- 
rallèle, deux droites M'P, M'Q , qui fassent chacune avec M'X' un angle égal à w. 
Alors, pour toutes les valeurs de 9 camprises entre cp = — w et (p = + ci), comme 
aussi pour toutes celles qui tomberont entre ç=i8o* — a> et 9=i8o* + w, la 

(1 
(*) Nous employons encore ici, pour plus de clarté, une perspective sur un plan vertical, et une 
#rqj«ctiM«ttr an jJoa .tiûfkv»atal;;M ^'^OUeuro on veut fixer jses idées jwr un exen^)le , on peut re- 
garder la surface qui nous occupe comme étant la §[>rge **une poulie dont Taxe serait horizontal 6t 
iaojtttérfmivaat (*BX;,;(^),.L8'p^totc0Afildéx^ <.M,.ir ).est alois^aur Je ûercle de gorge (EMA, £'M' A')i, 
et la section (BML, B'M'L') est un demi-cercle qui sert de méridien au tore de cette poulie. 
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formule (4) donnera évidemment des valeurs de p, qui seront positives; ç*est-à- 
dire que toutes les sections normales comprises dans les angles dièdres PM'Q et 
pWq seront situées au-dessous du plan tangent horizontal XMY. Au contraire, 
lorsque la valeur de 9 tombera entre « et i8o* — «, ou bien entre i8o' + w et 
36o* — o, la formule (4) donnera pour p une valeur négative; ce qui prouve que 
toutes les sections normales, comprises dans les deux angles dièdres PM'ç et 
Q>f p, seront situées au-dessus du plan tangent XMY, au moins dans les avirons 
du point M. 

694. {Fig. i34.) Enfin, lorsque cj. recevra une des valeurs <p = dbca, ou 
cp= iSo^rfco), letayon p devenant infini dans la formule (4) , il s'ensuit que les 
deux plans normaux limites PM'p, QM'ç, couperont la surface suivant des courbes 
qui, sans être rectilignes, comme cela arrivait dans Thyperboloïde (n» 687)^ se- 
ront du moins très-aplaties dans les environs du point M , et y ofiriront une cour^ 
bure nulle; c'est-à-dire que chacune aura en cet endroit deux éléments communs 
avec sa tangente qui sera précisément la trace M'P ou M'Q du TpUm normal limite 
sur le plan tangent XMY. Ainsi , on peut dire que les deux plans normaux PM'p et 
QWq partagent la surface en quatre régions distinctes qui sont tour à tour convexes 
et concaves. 

En résumé, dans les surfaces non convexes, les rayons de courbure positifs va- 
rient , d'après la formule (4) , depuis p= -+- R jusqu'à p = + 00 ; et les rayans né- 
gatifs, depuis p = — R' jusqu'à p= — qo • Donc ici , R sera un minimum relative- 
ment aux rayons de la première classe , et — R' un maximum analytique pour ceux 
de la seconde classe , en tenant compte de leurs signes ; mais si l'on voulait seule- 
ment parler de leurs grandeurs absolues y R' serait aussi un minimum» 

095. Remarque. Si l'on compare , dans une surface quelconque, deux sections 
normales dont les plans comprennent entre eux un angle droit y levLVS rayons de 
courbure seront donnés par les formules 

-=j^cos ry-H^sm\, ~ = g cos>' + g-, sm <p', 

avec la relation y =<y -t- 90* ; d'où il suit qu'en ajoutant ces équations membre à 
membre, on aura 

I I 1 I 



'~R^R" 



P P 

ce qui montre que la somme des courbures de deux sections perpendiculaires l'une à 
l'autre, quel que soit l'angle ç, est toujours constante et égale à la somme des deux 

COURBURES principales. La somme -5^ + ^ a été nommée quelquefois la courbure de 

R R 

ta surface; mais il vaudrait mieux appliquer cette dénomination à la moitié de 
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cette somme, qui se trouverait ainsi une moyenne aritbmétiqité entre la couri)ure 
fnaxïmum et la courbure minimum. D'Un autre côté , M# Gauss a désigné sous le 

même nom de courbure de surface j la quantité .^ — ou la moyenne géométrique 

vR .R 



entre les deux courbures principales. Quant à la construction graphique des sec- 
tions principales et de leurs rayons de courbure, nous attendrons, pour en citer 
des exemples, que nous ayons parié des lignes de courbure^ parce que ces dernières 
offriront à la géométrie des secours fort utiles (*). 

696. {Fig. i35.) Pour chaque point M d'une surface quelconque S, on peut can" 
struire une surface du second degré 1 qui soit osculatrice rfe S (n* 68ft), tout autour de 
ce point. Supposons d'abord que la surface donnée S soit convexe en M, et que MA 
et MB représentent ses deux sections principales, ou les sections normales de cour- 
bure maximum et minimum^ lesquelles ont pour rayons MG =: R, MH = R'. Sur la 
normale MZ, prenons une distance arbitraire MO = c, que nous adopterons pour 
un des axes d'une ellipse MA' qui, tracée dans le plan de la section MA, devra lui 
être osculatrice : pour remplir cette condition, il suffit de choisir le second axe 
OA' == a de telle sorte que le rayon de courbure de Tellipse au sommet M soit égal 
à R, ce qui donne la relation • 

— =±:R, d'où a = s/Wc; 

ainsi le demi-axe OA' = a se déterminera eu cherchant une moyenne proportion- 
nelle entre R et c. De môme, dans le plan de. la section MB, construisons une 
ellipse MB' qui lui soit osculatrice, et qui ait pour ses demi-axes OM=c et OB' =^ 6; 
ce dernier se déterminera encore par la relation 

^ = R^ d'où b^JW7. 

c ^ 

Cela posé, les deux ellipses MA' et MB' déterminent complètement un ellipsoïde S 

n Pour compléter les notions précédentes, nous ^jouterons que si, par la tangente MV {fig. i33), 
on faisait une section oblique dont le plan form&t un angle avec la section wmnale MD qui p«w 
par la même tangente MV, le rayon de courbure p^ de la section oblique aurait avec le rayon p de MD 
la relation suivante : 

P,= pcose, 

laquelle exprime que p^ est la projection de p sur le plan de la section oblique; ou bien, que la sphère 
décrite avec le rayon p sera coupée, par le plan de la section oblique, suivant un petit cercle qui 
sera précisément le cercle osculateur de cette section. C'est le théorème dû à Meunier^ pour la dé- 
monstration duquel nous renverrons à notre Analyse appliquée y chap. XVII; en faisant seulement 
observer Ici que, d'après la formule précédente, les sections obliques faites dans une surface quel- 
conque seront tocg*ours amvexes ou concaves en même temps que la section normale qui passera par 
la même tangente. 

5* édit. 38 



Digitized by 



Google 



S9S LIVER YJU« — COtaBUBB D£S LIGNES BT DE& SOBFilCES. 

qui aiuu^ pour ses Urois. tkuoai-axes OM, OA^ OB', attcsda qae le pMn de la ùMsbe 
MB eA perp8Ddioulair6 sur c^oi de MA; et je dia que eet ellipsoïde sera oamlotear 
de la surface S, ce qui se réduU à prouver (n*" 68ft) que tout plan normal MOD 
coope S et S suivant deux couF^^ies MD et MD' qui ont le même rayon de cour- 
bure^ Or^ en appelant p et p les rayons de ces deu& sections» ils seront donnés 
(n^' 690 et 685) par les formules 

^=gCOs çf + ^,sm 9, -,=--jCOS 9 + ^siA 9, 

lesquelles prouvent que ^ = p', d'après les valeurs précédentes de a et b. 

697. On doit observer que l'ellipsoïde 2> oscillateur de S pour le point My n^est 
pas unique, puisque la longueur de Taxe c a été choisie arbitrairement-» ainsi, en 
prenant c = a = R, ou c = 6 = R', on le rendrait de révolution, mais non pas au- 
tour de la normale MZ. D'ailleurs, nous aurions pu employer deux hyperboles, ou 
deux paraboles, pour courbes osculatrices des sections principales MA et MB; et 
la surface osculatrice de S serait devenue un hyperboloïde à deux nappes, ou un 
paraboloïde elliptique, qui sont tous les deux des surfaces convexes. 

698. {Fig. i36. ) Soit maintenant une surface S non convexe, dont les sections 
principales MA et MB ont des rayons de courbure de sens opposés, MG = R, 
MH=:R\ Construisons, comme ci-dessus^ une ellipse MA' qui soit osculatrice 
de MA au point M, et dont les demi-axes soient MO = c, longueur arbitraire prise 

sur la normale» et OA' = a, lîgi>e délenoinée par h relation ir= y/Rc; nais, pour 
courbe osculatrice. de la seetion MB, nous ne pouvons phis adopter une ellîpee, €M 
il n'existe pas de surface du second degré qui admette deux sections de ce ffunre, 
situées l'une au-dessous et l'autre aurdcssns cki pton tangent. Nons eonstmiroos 
donc une hyperbole B'ML', qui ait pouf demi-axe réel la ligne MO = c, et pour 
demi-axe imaginaire une droite (ffl''=:A, perpendîeulaire au plan de Tellipse, et 
telle, que le rayon de courbure de cette hyperbole (n* 200) vérifie la relation 

i^=R', d'où b^^\/w7. 
c 

Alors,. l'elKpee MA' et l'hyperbole MB* détermineront complètement \m hyper- 
boloïde à une nappe 2, lequel sera bien osculaleur de S au point M (n' 68&]; 
car tout plan normal qui fera un angte (^ avec MA , coupera S et 1 suivant deux 
courbes dont les rayons, de courbure, p et p' seiraie«( donnés ( dI^ €03^ et 686) par 
lesiormoies 

^ = ^cos (ç — g-, sin 7, -=:j^cos cy — psm Y, 
lesquelles prouvent que p = p', d'après les valeurs précédentes de a ei k Noœ 
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aurions eu encore un hypevboloïde osculatenr de S, mais tourné en sens contraire^ 
si nous avions mis Tellipse à la place de l'hyperbole, et réciproquement; d'ailleurs, 
on ne doit pas oublier que Taxe c, dirigé suivant la normale MG ou MH, peut recc<^ 
voir une longueur arbitraire. Enfin, si Fou avait adopté deux paraboles pour 
courbes Oftculatrices des sections MA et MB, on aurait obtenu, pour surface oscu^ 
latrice de S, un paraboloïde hyperbolique. 

699. LIGNES DE COURBURE sur m» surface queicmqye. {Fig. i35.) Momb 
a nommé ainsi la suite des points pour lesquels les normales de la surface S vont 
se rencontrer consécutivement, et nous alloas démontrer qu'à partir de chaque 
point M donné sur S , il n'existe en général que deux lignes de courbure MaU, MSV, 
leêquelles se coupent à angle éroiu et sont tangentes aux sections principales MA , MB 
(n*" 690), dont elles difi%rent néanmoins, puisque ordinairement elles ne sont point 
planes, comme ces dernières* Commençons par étudier ces lignes de courbure au 
sommet d'une surface du second degré. 

700. {Fig* i3k ) Soient CA et CB les deux sections principales qui se coupent 
au sommet C d'un ellipsoïde, pour lequel la normale de la surface est CO; en me» 
nant un plan parallèle au plan tangent XCY, et à une distance Geo infiniment pe- 
tite, il donnera une section elliptique a6«, dont les sommets a et g seront placés 
sur CA et CB ; et si l'on prend sur cette courbe un point quelconque N différent de 
a et 6, je dis que la normale NK de l'ellipsoïde ne rencontrera pas la normale CO 
relative au sommet C. En eifet, cette dernière est projetée au centro tù de la petite 
ellipse, tandis que NK, qui doit être perpendiculaire à la tangente NT, se projet^ 
tera sur le plan de cette même ellipse, suivant une droite NK', encore perpendi* 
oulaire à NT : or on sait qu'une normale NK' de l'ellipse «€8 ne va point passer 
par le centre &>; donc la normale NK de la surface ne rencontrera jamais CiU| 
quelque près de C que- soit pris le point N; à moins qu'on ne le choisisse en a ou 
€t sur une des deux sections principales CA ou CB, parce qu'alors la normale de 
rdlipsoïde serait projetée suivant Tub des axes (m ou 6g^, lesquels vont passer par 
le centre u. 

Il résulte de là que, pour le sommet C d'un ellipsoïde, il n'y a que deux lignes 
de courbure qui sont dirigées d'abord suivant les éléments Ca et C6 des deux sec- 
tions priocipales. D'ailleurs, peur ce point {iarticulîer, il arrivera que les deux H'- 
gnea de courbure coïncideront totalement avec les sections CAF et ÇBF; parce 
que les normales de l'ellipsoïde, menées par tous les points de la courbe CA, sont 
situées dans le plan de cette courbe, attendu que les tangentes des sections hori* 
zontales, pour les sommets oc. A,.*,, se trouvent toutes perpendiculaires au plan de 
Tellipse CAF. Les mêmes motife s'appliquent à l'autre section principale CBF. 
" 701. Dans l'hyperboloïde à une nappe de la fig. i32, on verra aisément qu'une 
section parallèle au plan tangent XCT, et placée au-dessous à une distance infini- 
ment petite, fournirait une hyperbole dont les deux sommets réels « et e seraient 
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sur ACE ; tandis que si cette section était au-dessus de XCY, ce serait une hyper- 
bole renversée dont les sommets réels 6 et X se trouveraient sur BCL. Or, comme 
la normale de la surface se projetterait encore sur la normale de l'une on dé 
l'autre de ces hyperboles , et qtie cette dernière droite ne va passer par le centre 
qu'autant que le point de contact coïncide avec l'un des sommets, on en con- 
clura, comme ci-dessus, que la normale OCH de l'hyperboloïde en C ne peut 
être rencontrée par une normale infiniment voisine que quand cette dernière part 
d'un point de la section principale CA ou CB. Il est donc démontré qu'an sommet C 
de l'hyperboloïde, il n'y a encore que deux lignes de courbure, lesquelles coïnci- 
dent entièrement avec ACE et BCL, par les mêmes raisons que dans l'ellipsoïde. 

702. {Fig. i35.) Revenons maintenant à une surface générale S que nous snp-^ 
poserons d'abord convexe, autour du point quelconque M que Ton considère. Il 
existe toujours (n* 696) un ellipsoïde 2 qui est osculateur de S en M; et si Ton 
coupe ces deux surfaces par un plan parallèle au plan tangent, et infiniment voi* 
sin, non-seulement tous les points de la section «N S ainsi obtenus seront communs 
à S et à I, mais encore les normales de oes deux surfaces, pour chacun des points 
a, N, 6,... , seront les mêmes. Eneffet, on a vu que deux sections MD, MD', con- 
tenues dans un même plan normal quelconque, étaient osculatrices ; c'est-à-dire 
qu'elles avaient deux tangenles consécutives communes, l'une en M, l'autre en N : 
donc cette dernière tangente NG, jointe avec la tangente NT de la courbe «Ng, 
déterminera un plan qui touchera en même temps S et 2 au point N, et, par suite, 
la perpendiculaire à ce plan sera une normale commune aux surfaces S et 2« Cela 
posé, il a été prouvé (n* 700) que sur l'ellipsoïde S, la normale MO du sommet 
ne peut être rencontrée par une normale infiniment voisine qu'autant que celle-ci 
part du point a situé sur MA^, ou du point g situé sur MB : donc aussi, sur la sur« 
face S, il n'y a que les deux normales «6 et gfi qui aillent couper la normale MO; 
et, par conséquent, il n'existe, à partir du point M, que deux lignes de courbure 
doi)t les premiers éléments Ma et M g sont communs aux sections principales MA et MB. 

Maintenant si, à partir de a, on voulait trouver un point infiniment voisin a 
dont la normale allât couper la précédente ^G, il faudrait choisir ce nouveau 
point sur une des deux sections principales relatives à ce : or, en général, aucune 
de ces deux dernières ne serait dans le plan de MA ; par conséquent, la première 
ligne de courbure Maa U sera gauclie ordinairement, et elle se trouvera seulement 
tangente à la section principale M a A. Une conséquence analogue a lieu pour la 
seconde ligne de courbure MgV, qui touchera la section principale MfiB, maïs 
diflPérera ordinairement de celle-ci dans le reste de son cours; et, d'ailleurs, ces 
deux lignes de courbure MU et V se couperont à angle droit en M , comme les deux 
sections principales auxquelles elles sont tangentes. 

70B. {Fig. i35. ) En outre, les portions MG et MH de la normale primitive MO, 
déterminées par sa rencontre avec les deux normales voisines, et que Mokge a 
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mmméo^ les iTayons de courbure de la surface ax} poijit M, m soqt aufre chose que 
les deux rayons princijMiux défiais au a*" 690. £o effet, les droites MG et oçG étant 
normales à la surface S, le sont nécessairement à la courbe MA ; et comm^ elles 
sont d'ailleurs dans soa plan» leur rencontre G est bien le centre du cercle osculateur 
(n* 650) de la sçjctjon MA : de même» H. est le centre de courbure de la section MB ; 
mais la dénorvinalion adoptée par Monge tient à une propriété qu'il importe de faire 
ressortir* 

Si Su point G comme centre^ avec une des normales GM, Gœ, qui sont égaj^ 
(n* 6^0), op décrit une sphère, elle toucliera la surface,S en deux points consécu- 
iifs M et aj puisque deux de ses rayons sont normaux à S; et il en arrivera autant 
pour la sphère décrite du point H, avec le rayon HM= Hg. Tandis que si, avec le 
rayon de courbure MI :==NI d'une autre section normale MND, on décrivait une 
sphère, elle toucherait la surface S seulement en M, et non en N; car le rayon NI 
»e serait pas normal à la surface S, puisque nous venons de prouver qu§ la véritable 
normale NK ne peut isiiler couper MO. Ainsi, les portions MG et MH de la normale 
eu M sont les rayons de deux sphères qui seules pavent avoir deux plans tangenis 
consécutifs communs avec S, et dont la courbure exprime le maximum et le minimum 
de courbure que présentent les diverses sections normales autour du point M. Tou- 
tefois, il ne faut pas dire que ces deux sphères sont osculatrices de S; parce que le 
double contact qu'elles ont chacune avec cette surface n'a lieu que dans une direc- 
tion, et non tout autour du point M, comme l'exigerait le véritable caractère de 
l*osculation générale (n" 68/i). 

704. Il faut aussi se garder de croire que MG soit le rayon de courbure de la 
ligne de courbure MaU, c'estrà-dire le rayon du cercle qui aurait avec celle ligne 
deux éléments communs. En effet, il est bien vrai que les deux droites MG et aG, 
étant normales à la surface, sont aussi telles par rapport à la courbe MalJ : mais 
pour que leur rencontre G donnât le centre de courbure de Mail, il faudrait que 
ces normales fussent situées toutes deux dans le plan osculateur, de cetje courbe 
(n"650); ce qui n'arrivera que dans le cas particulier où MU coïncidera avec MA, 
ou du moins lorsque MU et MA auront un contact du second ordre» 

705. {Fig. i36. ) Pour une surface non convexe, on démontrera d'une manière 
toute semblable l'existence et les propriétés des deux lignes de courbure relatives à 
un point quelconque M, en construisant {n^ 698) l'hyperboloïde osculateur de 
celle surface en M, et y appliquant ce que nous avons prouvé pour la i^encontre des 
normales au sommet d'un hyperboloiide (n* 701). Seulement ici, les àaMYi centres 
de courbure G et H seront placés l'un au-dessous, l'autre au-de^us du plan tangent; 
mais toutes les relations pi*écédentQS seront également vraies. 

706. Lorsque le point M, considéré sur une surface quelconque, sera un ombilic 
(fc* 692), le nombre des lignes de courbure deviendra indéBni, comme celui des 
sections principales auxquelles elles doivent être tangentes; mais celte circonstance 
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pariicnlière ne se présentera jamais dans les surfaoes non convexes, puisque, quand 
même les rayons principaux seraient égaux en grandeur absolue, ite ne seraient 
pas identiques quant à la position. 

707. Après avoir ainsi démonlré généralement Texistence de deux lignes de 
courbure pour diaque point d'une surface quelconque , il est bon de citer devers 
exemples où la détermination de ces lignes s'effectue immédiatement. 

{Fig. iSg et 140.) Dans une surface de révolution décrite par un méridien quel- 
conque AMB^ ce méridien est lui-même une première ligne de courbure pour cha- 
cun de ses points, tel que M; car les normales de la surface MG, aG, (x'GV*^ se 
trouvant contenues toutes dans le plan méridien (n* 130), iront se oouper consé* 
cutivement sur la développée GG'6\.. de la courbe MA. Lél seconde ligne de cour- 
bure passant par le point M, est évidemment le parallèle M6V, puisque toutes les 
normales de la surface qui partent des points M, €, V,... , vont aboutir (n* 130) 
au même point H de Taxe. Ajoutons qu'ici les deux rayons de eoHrkure de là surfaoe 
sont : !• le rayon de courbure GM du méridien ; 2* la portion MH de la normale 
comprise entre le point considéré M et Taxe de révolution. 

7À8. Quant aux deux secUoru principales de la surface (n* MO), relatives au 
point quelconque M, la première est encore le méridien MA ; car le plan de oelte 
section iloit contenir la normale MG de la surface, et Télément Ma de la ligne de 
courbure qui lui est tangente (n^ 70Î) ; et cette coïncidence entière entre la sec* 
tion principale et la ligne de courbure se reproduira évidemment toutes les fois 
que cette dernière sera plane et que son plan renfermera la normale de la surface. 
La seconde section principale pour le point M ne coïncide plus avec l'autre ligne 
de courbure M6V, parce que celle-ci, quoique plane, ne renferme pas la nor- 
male MH; mais on obtiendra aisément cette seconde section principale M6B, en 
conduisant suivant MHG un plan sécant perpendiculaire au plan de la preqiièVe 
section MA, et la courbe M6B aura un élément M 6 commun avec le parallèle 
M6V. D'ailleurs, les deux rayons de courbure des sections normales MA et MB 
seront {n* 703) les rayons de courbure MG et MH de la surface. 

709. Dans un cylindre à base quiconque , la génératrice rectiligne qui passe 
par le point considéré sera évidemment une première ligne de courbure; car, le 
plan tangent étant commnn tout le long de celte génératrice, les diverses normales 
seront parallèles entre elles , et contenues dès lors dans un même plan , quoiqu'elles 
n'aillent ici se rencontrer qu'à Tinfini. Cette génératrice sera en même temps une 
première section principale , par la raison générale citée au numéro précédent ; et 
fa courbure de la surface trera nuUe dans le sens de la génératrice , puisque le rayon 
de courbure fourni par la rencontre de deux normales voisines se trouvera infinie 
Ensuite , si par le point considéré on mène un plan perpendiculaire à la généra- 
trice, la section orthogonale 9Anm produite sera la seconde ligne de courbure , puis^ 
que les normales du cylindre relatives aux divers points de cette courbure se trou- 



Digitized by 



Google 



CHiPlTAE 11. — DE LA COIRBDHE DSS SURFACES. 30& 

^raronl évidanmenl dam son plaa» et iront se couper sur la développée de cette 
section orthogonale dont le rayon de courbure devient ^^nsi le rmfon minimum de 
la surface ; c'est-à-dire que la courbure maximum du cylindre a lieu dans le sens 
de la section orthogonale, laquelte est aiisâ évidemment (n^ 708) la seconde 
section principale* 

7ld. On verra de même que., dans an cône à base quelconque, chaque géné- 
ratrice reciiligae est à la fc»8 one ligne de conrbure et une section principale^ dans 
le sens de laqMile la surface offre une coorbure nulle ; puis » comme .toutes ces 
génératrices doivent être coupées à angles droits par les li^^nes de la seconde cour- 
bure, ces dernières seront les intersections du cône avec des sphères dont le centre 
commun sera placé au sommet. Quant à la seconde section principale, relative à 
Bik point doBoé sur une génératrice^ on Tobtiendra en menant, par la «normale 
du côae en ce point , un plan sécant perpettdîciilaÂre à la génératrice. 
• 711. S'il s'agit d'une surface développable quelconque « la génératrice rectiligne 
sera encore à la fois une ligne de courbure et une sectiou principale dont le rayon 
de courbure se trouvera infini, attendu que le plan langent de la svface est 
comman tout le kmg de cette génératrice. La seconde section principale pour im 
point donné M s'obtiendra en menant, par la norioale en ce point, un plan &é- 
eant^ perpendiculaire à la génératrice qui y passe; et la seconde ligne de courbure 
qni doit couper à angles droits tontes les génératrices sera une développanie de 
l'arête de rebroasaBment de la surface. Ainsi, dane rhélicoSde développable de la 
fig^ 96 , les génératrices rectilignes scdot les lignes de première courbure , et les 
lignes de seoonde courbure sont les sections horizontales , telles que ÂBCDLMPQ. . .. ; 
car celte spirale covpeà angles droits toutes les génératrices, et elle est bien une 
développante (.n« «61} de l'hélice (AS/d.., A'S'/d'...). 

712. ( Fiy. 1 43. ) Lorsque, la sarfoee proposée S sera gauche , la génératrice GMP 
ne sera plus une ligne de courbure t puisque les normales le long de celte droite , 
loin de se^ rencontrer , forment un paraboloïde hyperbolique ( n"" &9& ) ^ mais GMP 
se trouvant dans le plan tangent en M sera précisément la seetioin d'un des deux 
pians nonnaujf fimiirs (n*6ttk) qui séj^renl les sections normales placées au-^6s«> 
sous du plan tangent , d*avec celles qui sont situées an-dessus» Or , comoie le plan 
tangent en M coupera la surface gauche Buivaal une seeonde branche Mac, si on 
I^ mène' sa tangente MQ^ qui sera la trace du aecoued plan normal Umita, et que 
k'ott divise par moiciés Tai^e VSSQ et son sapplémeni au moyen des droites MA 
et MB 9 ces demièrea seront les traces des deux seciions p r imcipa k s sur le plan tan- 
gent , et ce seront aussi les tangentes aux deux lignes de oeurbare partant de M. 

713* De» résultats semblables auraient lien poor une siurface S qui, sans être* 
gauche, sentit non convexe, parce qme le plan tangent d'une tdle surface la cou- 
perait néeeseairement suivant deux branches passant jpm le point de contact , et 
dont les tangentes indiqueraient encore la position des plans oomiiuix limites ; 
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(l'ofa Ton conclurait , comme ci-dessus, la direction des sections principales et ééé 
lignes de courbure en ce point. 

. 714: (Fig. 142. ) Après ces divers exemples, rentrons dans la théorie généraie, 
et concevons qu'à partir d'un point M, pris à volonté sur une surface quelconque S^ 
on cherche, parmi les points infiniment voisins, les deux seuls M^ et K pour les* 
quels les normales vont couper celles de M ; puis, qu'à partir de M', on fasse la 
même recherche qui fournira les points M" et K', et que Ton continue à opérer 
semblablement pour les points M'V.., K, K',..., R, R',.- ; on obtiendra ainsi deux 
séries de lignes de courbure 

MM'U,KK'U', RR'U",..., et MKV, M'K'V, M^rV",..., 

lesquelles partageront la surface proposée en quadrilatères curvilignes, dont les 
côtés se couperont toujours à angles droits {ti" 702) , et indiqueront les directions 
des deux courbures de la surface , c'est-à-dire les directions où elle présentera, • 
autour de chaque point, une courbure maximum ou minimum (n* 703)* 

715. Maintenant si , par tous les points d'une des lignes de la première cour- 
bure MU, on conçoit les diverses normales de la surface S , cesdroites, qui se ren- 
contreront consécutivement, formeront une surface développable dont i'aréte de 
rebroussement GG'G^\ tangente à toutes ces normales, sera la suite des centres de 
la première courbure de S, relatifs à la ligne MU. Observons, d'ailleurs, que cette 
arête de rebroussement sera une développée (n* 657 ) de la ligne MU , et que cette 
dernière se trouvera aussi une ligne de courbure (n* 711) pour la surface déve- 
loppable formée par les normales en question. En opérant ainsi pour chaque ligne 
KU', RU'', TU"V*M de la première courbure, on obtiendra une série de surfaces 
développables , chacune normale à S, et dont les arêtes de rebroussement GG'C..., 
G, G', G",..., formeront, par leur ensemble, une surface 2 lieu des centres de la pre- 
mière courbure de S, et à laquelle toutes les normales de cette dernière seront tan- 
gentes. De même , il existera une seconde surface £' lieu des centres de la seconde 
courbure de S, et qui sera formée par les arêtes de rebroussement telles que 
HH'H''..., de toutes les surfaces développables produites par les normales menées 
le long de chaque ligne de seconde courbure, MV, M'Y', M'V'V-- î ©* ^^^^ 8^"^- 
face 1' sera encore touchée par les mêmes normales que 2. 

716. Ordinairement , les lieux £ et If de tous les centres de courbure ne seront 
autre chose que deux nappes distinctes d'une même surface courbe , assujetties à 
une génération commune, et représentées par une équation unique. Mais, quel- 
quefois aussi, ce seront deux surfaces indépendantes; comme dans les surfaces de 
révolution, où la nappe £- des centres de courbure rotatifs aux parallèles se réduit 
à Taxe de révolution lui-même (n*707 ), et où la nappe S des centres de cour- 
bure relatifs aux divers méridiens est une nouvelle surface de révolution engen'* 
drée par la rotation de la développée plane du méridien (n* 787) autour du même 
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axe. Au reate, les deux nappes de^ centres de courbure de la surface S sonl, par 
rapport à celle-ci , ce que les développées sont par rapport aux ligues courbes. 

717. {Fijf. i42. ) Il faut bien observer que les surfaces développaWes, nor- 
males à S le long des ligues de première courbure MU, KU\ RU'V«m sont tan- 
gentes à la seqoude nappe des centres £', tandis que la première nappe S est tou- 
chée par les surfaces développable» qui passent par les lignes de seconde courbure 
MV, M'Y', M''V",-.. En effet, les normal^ parties de'M, M', JA!\ se coupent sur 
la première nappe S en G, 6', aiissi bien que les normales parties de K, K', K'\ 
qui se coupent en 6, , 6', ; mais la rencontre des normales de M à K, de M^ à K^ 
de W à K\ se fait en H , H, , H, , sur la seconde nappe 1/ : donc cette nappe est 
le lieu des intersections consécutives de toutes les surfaces déveioppables de la pre- 
mière série, ou bien elle est leur enveloppe (u* 190), et conséquemment elle se 
trouve, tangente à chacune d'elles. On verra de même que la nappe £ est Tenve- 
hppe de toutes les surfaces déveioppables relatives aux ligues de la seconde 
courbure. 

718. Ce qui précède montre que deux surfaces déveioppables normales à S, et 
qui appartiennent à la même série, ou qui passent par deux lignes de courbure 
de la même espèce, comme MU et KU', se coupent suivant une courbe HH, H, qui 
est située sur la nappe des centres de Tespèce opposée. Mais si Ton compare les 
surfaces déveioppables de séries différentes , on verra qu'elles se coupent deux à 
deux suivant une normale.de S, comme GMM'U et GMKY, qui ont pour intersec* 
tion la droite MG. De plus, cette intersection se fait toujours à angte droit, puisque 
les plans M'MG et KMG, qui sont évidemment tangents à ces deuK surfaces déve* 
loppables, se trouvent perpendiculaires Tun sur l'autre, attendu que les éléments 
MM' et MK des deux lignes de courbure sont perpendiculaires entre eux et à la nor- 
maie MG. 

719. Or le plan M'MG, tangent à une surface développable de la première série, 
doit toucher (n"" 717) la seconde nappe des centres £'; et de même, le plan KMG 
sera tangent à la première nappe £ : donc, puisque ces plans sont rectangulaires, 
toutes les fois que Ton considérera ces deux nappes d'un peint de vue M pris à vo- 
lonté sur S, les contours apparents de ces deux nappes paraîtront toujours se cuoper 
à angles droits. 

720. Observons encore que le plan M'MG est le plan osculateur de Taréte de 
rebroussement GG'G..., située sur la nappe £; or, puisque ce plan est perpendi-* 
culaire sur KMG, qui touche cette nappe (n"* 717), il s'ensuit que la courbe 
GG^G''... a tous ses plans osculaleurs normaux à la nappe It*, et, par suite (n"" 189), 
cette courbe est la ligne minimum entre deux de ses points sur la surface 2. La 
même conséquence a lieu pour toutes les autres arêtes de rebroussement situées 
sur cette nappe , comme aussi pour toutes celles qui composent la nappe S'. 

721. Si les deux nappes £ et £' se coupent quelque part, elles se couperont à 

5* édit. 89 • 
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angles droits , d'afMrès ce que ikhis vetioae de dire ; et leur itHersection 9 s'appelle 
k liew ées tenU^B éé emÊthêre ^phârtquey parce qae chaque langeiile à la oowbe# 
sera^ une norandede S, qm nra percev cette surfaoe en tm point X pour lequel les 
ôêux ODvrbures ««root évidemment même rayoa elmèm^ centre; de< sorte (fa'eilee 
seront égde»i conme eeta arrive e« chaque point d'ane sphère. Anm, Teiieemble 
es (oeles: les tavgenlea » l'intersaction i^ira pereer lajMirfece SsutraDi me eowbe 
>ii^k^»:» ^seaonHQôifti ligne de^^êméMmÊëfpkérifwes^, elqQÎcoape nécessainomeiit 
toutes les lignes de GQ(irfei»re de première et de seconde espèce. 

7ffî\; « il est bien éridenl , n dit Mcnffe , « • qae la^ li^e des coari^nre» spl^rique^ 
aar la swrrace S est une* <iéveloppai»le de^ la ligne* des* centrea de courbore s^é^ 
ijqtie «. Ainsi 7 appès avoir &xé nn fi^ en an dee pointe de celle intersecUon dee 
àèux nappes des centres, si^ en le tendani, ob le iait meavotr de mamère qu'il 
s^e«\'eloppe. snr cette inlcrseclioii j et que la partie nectilîgne du fil eoîê tonjonr» 
lao^Biile à celle courbe, on des pointe de ce fil p«rcovrra ta ligne dea coorbvr^ 
sphériques. Mais si, en tendant le fil, on ne s'assujettit à aucune condition , et>roB 
aoppose qu'il n'exe^w aucfri> frottemeat sur les nappes dee centrée, dtoa quelque 
position qa'oa le considère, il sera divisé en trois parties : la preioîère aéra enve* 
loppée snr ane partie de l'interseotion des deox nappes ; la seconde sera ptiée et 
lendie sur la nappe des centrée dont le fil se aéra rapproché ^ et sera appliquée 
sur une des arêtes de rebroassement {*) dont cette nappe est le lien, et ces deax 
parties de courbe se toucheront à leur point commun ; la troisième partie dn fil 
eo ligne droite sera tangente à cette arête de rebronssement, et nermaieà la snr- 
fece S; enfin, rextcéoMté da fil 8«*a soir œtle earfaoe méme^ Ainsi, eti agita&t le 
fil conetaranient tendu y on pourra transporter le même point da fil euceesstvement 
aar tous le» points de la snrihce. Oo voit da»c qu'une snrfece quelconque peat 
être engendrée par les deux mouvements continus du point d'un fil tendu qui 
s'enveloppe sur les. nappes des centres, de même (^'vne courbe^ plsoie peut élre 
engendrée par le point d'un fil fonda qui s*eaveloppe sur la développée de la 
ceuri>e. » 

72^. a Voyons actuellement, » continue JKoRjfa, c quelques exefnples de l!uti^ 
Kté dont ces gén^aliléa peuvent être dans certains arts. L^ peemter exempte sera 
pris dans Tarchitecture. 

x> Lee voûtes construites en {nerre dé taille, sont composées de pièce» distiaM^tes, 
auxquelles on donne le noaa génériqne de vouêsmrs. Chaque voussoir a phiaieurs 
faces quâ exigent la plue grande attention dans rexéeution : i^ te &ce qui doî* 
faire parement, et qui , devant être un» partie de la sin^ee visible de la voûte^doit 
être exécutée avec la plus grande précision : cette face se nomme éêmlk; a** les 



(♦) Parce que cette arête ost la courtie minimum entre deux de ses poftits, comme nous l*àvotts 
démontré n^" 780». 
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JMed par tosqiie)i664esvoBS6DiiB oonséeiUifs s'tappliiqveftftliss'iiMGODtre les aigres s 
<te te nommé géttératenent jMtâk Les >ai«ijb «es^igeot auflâ la plas grande -ésaoli- 
tadddau tour 'exéooUon^ car la pressioase tra«»iieiliwt d'un vomaodr à l'aube 
perpeftdicolairofiieDt à tki surface da joidt « ii est aéoeMaipe que les devx: piencs^ae 
4oiicheiii par le plcis gcaiid iuoixitee p<»aîble de ipoatito , afin qiie pour chaque 
poMii de contMt la presaion s^it ia nmodre, et que peur tous ^lle appnedie le plM 
de régalité» 11 font doue qve «laM cbaqae Touceoir Im joiaia approcbeat le ploi^ 
de la véritable eurfaoe dcAt Ha deèveiH faire partie; ^t pour qse eet objet emt plw 
iaeild à reioplir» ii famt <^ue la surface des jomis soit de la inaÉnre k plus simple el 
de l*«&éc9Qiî4Q la phe sosceptéble de préoeioa» C'est pour eeia qfie l'on âût ordî* 
«ainement 4es joîsiis phiQSç maïs ks.soDfiace^ de toutes les routes ne comportait 
pas cette dispoeîftioB, letdandiqudqaee-aMiestia Uesaerait ir(^ les coBveaaoees dont 
DDusparlepoiiSidaiis ati momeiii, ei r<oa ne denoait pas aux joints iime surface 
courbe. Oan^ice'Gas, il làui choisir prarmî 4oi]rtesies sucfaoes courbes qpni puiuw 
raîaut d*ailleur8 saiisâîre aux laairss' oondîtioos y œUes demi la tgénératioo est la 
plus sie[i{rie, et «dont rexécuiioa est plus 9a8à9p4ibie^''exaetitQde« Or^ de toutes des 
stirfaoes courbes , celles qu'il est phis faoUe d'exémter soat'cettes qui sont^eageot* 
drées par le AKHitemeot d'une ligne •dftoile^ at surtout les surfeoes d6vek>ppiri»ies) 
aiosî, torsqu'ii est néoeasaire que les jaiots des voussoks soient des surânes 
courbes y on les compose, autant qu'il est possible, de surfaces dévelo|^Ues* 

n Une des prmcipales ooodîlîons farûpMiltefi la fonibe des jointe des voussoirs 
doit aatîsfeire« e^esid'étre'pantoatpeppeBdîoiilmras A ia sarface deia Toàte^foe ces 
voussoirs t:omyoerfit> €ar, si tes dans aagles qu'un même joml fiist Avec la surSsoe 
de la Yoète étaieolt seomUetaient iaé^^uci » eduî da ces anglea qui excéderait l'angle 
droit aérait capable d'uue pins gcaude résistance q>ue i'autaB; el dans Taetien Kf^i/t 
dsux vônssairecéfisécatîb^xercésll l'nii sar l'autne, l'migle plus t)etifcqae l'aa^ 
dfsAseraitr exposé À éclater^ ee qui, au nioina, déforaneeait la wùte, et pourrait 
akéme.atlôrer âa settditéi el diminuer la durée: de l'édifice^ Lois donc (poe la mf^ 
face d'an joint doit être courbe» il cenvieni de l'engeadier par une droite qas sett 
partout perpendicubûre à la :su£faoe de la voAte; et ei l'on ifeui da plus que la 
sur&ce dujamt eoîfl dé?6loppribla,il faut <^ue;toaéea les aormaiesà la 8aviîîce:de 
la veAtè, qui composent, fxour ainsi dire» le joîaty49ûient coBSéootiveaiNmt deux à 
iteux dans ua même pi«i* Or noas venons da voir «qw oette oandîlîon ne peut 
être eeaiplie, à moins que toutes les naiaoales ne paaseat |nr une même ligne de 
covrbore d6 la surface ds la Toûèe^ donc^ ei Ito auaCsees des joiala dasToussoiri 
d'une voâte doivent être développables , il teit ivécessaîrenieBt que ces «urftwes 
rencontrent celle de la voàte dans ses lignes de courbkire. 

» B'aiUenrs, avec quelque précision que les voasspirs d'uaa voûte «oient exé^ 
culés, leur diviâk>tt est toujours ap^rente sur ia surfoce; elle y trace des lignes 
très-sensibles , et ces lignes doivent éire soumsses à des lois générales, et satisfaire 
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à des convenfinces particuiièi'M , selon la nature delà sorfiioe de ia v^te-Paran 
les lois générales, les nnes sont relatives à la stabilité « les autrea à la 'doféè de 
rédffice; de ce nombre est la irègle qni prescrit que les joints d'un même vous- 
soir soient rectangulaires entre eux , par la même raison qu'ils doivent être eax-r 
moines .perpendiculaires à ia eurPaee de la voûte. Aussi les lignes ile diviaîoii des 
voitssoirs doivent être telles, que celles qui divisent la voûte en assise» soient 
toutes perpendiculaires à celles qui divisent une mémci assise en voussoirs. Qaant 
aux convenances particulières, il y en a de plusieurs sortes, et notre objet n'est 
pas ici d'en faine rénun^ration>; mais il y en a une principale, c'est que les lign^ 
de division des vpusaoirs qui, comme nous venons de le voir, sont de cheuxaspèces, 
et qui doivent se renconirer toutes perpendiculairement, doivent aussi porter le 
caractère de la surface h laquelle elles appartiennent. Or il n'existe pas d'autre 
ligne, sur. la surface courbe, qui puisse remplir en même temps tontes ces condi- 
tions, qtie les deux suites de lignes de courbure, et elles les remplissent complè- 
tement. Ainsi, la divisioD d'une voûte en voussoirs doit donc toujours être faîte 
par dM lignes de courbure de la surface de la voûte, et les joints doivent être d^ 
portions de surfeces développables formées par lés normales à la surface qui , 
con^dérées consécutivement, sont deux à deux dans un même plan; afin cfue pour 
ekaque vonesoir, les surfoces des quatre joints et celle de la Toute soient toutes 
rectangulaires. 

» Avant la découverte des: consîdéraitîonÂ géométriques sur lesquelles tout ce 
que nous venon de dire est fomlé, les artistes avaient un sentiment conAis des 
lois auxquelles elles conduisent, et ordinairement ils avaient coutuBie de s'y con*^ 
former. Ainsi, par exemple, lorsque la surface de la voûte était de révolution , soit 
qu'elle fût en sphéroïde, soit qu'elle fût en berceau tournant, ils divisaient ses 
voussoirs par des méridiens et par des parallèles, c'est-à-dire par les lignes de 
courbure de la surface de la voû^e. Les joints qui correspondaieni aux méridiens 
étaient des plans menés par Taxe de révolution; ceux qui correspondaient aux 
paraU^es étaient des surfaces coniques de révolution autour du même axe : et 
ces deux espèces de joints étaient rectangulaires^ entre eux, et perpendiculaires à 
la surface de la voûte. Mais, torsque tes surfaces des voûtes n^avaient pas une gé^^ 
nération aussi simple, et quand leurs lignes de courbure ne se présentaient pas 
d'une manière aussi marquée, comme dans les voûtes en sphéroïdes allongés, et 
dans un grand nombre d'autres, les artistes ne pouvaient plus satisfaire à toutes 
les convenances t et ils sacrifiaient, dans chaque cas particulier, celles qui leur 
présentaient les difficifités les plus grandes. 

» Il serait donc convenable que, dans chacune des écoles de Géométrie des-^ 
criptiveétabliœ dans les d^rtemmte , le professeur s'occupâlde la détermination 
et de la construction des lignes de courbure des surfaces employées ordinairement 
dans les arts, afin que, dans le besoin, les artistes, qui ne peuvent pas consacrer 
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beaucoup de temps à de semblables recherches , pussent les consulter avec fruit et 
profiter de leurs résultats. 

72&. » Le second exemple que roos rappoMeroBs sera pris dans l'art de la 
gravure. . , . 

» Dans la gravofa,<les teintes des différentes parties de la surface des objets 
représMilés, sont exprimées' par des faachores que Tou fait d'autant plus fortes du 
d'autant plos rapprochées, que la teinte doit être plue obture. Lorsque la dis- 
tance à laquelle la gravure doitéire vue est assez grande pour que les traits indi- 
viduels de la hachure ne soient pas aperçfus, le genre de 4a hachure est à peu iprès 
indifférent; et, quel que soit le contour de ces traits, Tartiste peut toujours les 
forcer et le» multiplier, de manière à obtenir la teinte qu'il désire et à predtiire 
Teffet demandé. Mais, et c'est le cas le «pins ordinaire, quand la gravure est destinée 
à être vue d'assez près pour que les contours des traits de la hachure soient ap^çus, 
la forme de ces contours n'est plus indifférente. Pour chaque objet, et pour chaque 
partie de la surface d'un objet, il y a des contours de hachure plus propres que 
tous' lei» autrai, à donner une idée de la courbure de la surfece; ces ceiytours 
particuliers sont toujours au nombre de deux ^ et quelquefois les graveuvs les em^ 
ploient tous deux à la fois, lorsque, pour forc^ plus lidlement leurs teintes, ils 
croisent les hachures. Ces contours, dont les artistes n'ont encore qu'un sentiment 
confus, sont les projections des lignes de courbure de la surface quMIs veulent 
exprimer. Comme les surfaces de la plupart des objets^ ne sont* pas susceptibles de 
définition rigoureuse, leurs lignes de courtiurene sont pas de nature à étredéter^ 
minées, ni par le calcul, ni par de» constructions graphiques. Mais si, dans leur 
jeuue ftge, les artistes avaient été exeroés à rechercher les lignes de courbure d'un 
grand nombre de surfitces différentes, et susceptibles de déflaitions exactes^ il6 
seraient plus sensibles à la forme de ces lignes et à leur posiAion, même pour les 
objets moins déterminés ;'ilB les saisiraient avec plus de précision, et leurs ouvrages 
auraient plus d'expression. 

» Nous n'insisterons pas sur cet objet , qui ne présente peut-être que le moindre 
des avantages que les arts et l'ii^dustrie retireraient de l'établissement d'une école 
de Géométrie descriptive dans diacune des principales villes de France* » 

725. DÉTERMINATION GRAPHIQUE des lignes de courbure. Nous avons déjà 
cité (n** 707, 708,...,) plusieurs genres de surfaces pour lesquels il est aisé d'a- 
percevoir immédiatement la forme de ces lignes; mais, si l'on voulait trouver leurs 
directions pour un point M donné sur une surface quelconque S, voici la marche 
qu'il faudrait suivre, en supposant d'abord cette surface convexe* Imaginons, saus 
le construire, l'ellipsoïde osculaleur de S au point M, lequel a déjà été représenté 
dans Isifig. r35; puis, rappelons-nous (n"" 696) que tout plan normal coupe ces 
deux^urfoees suivant des courbes MD, MD\ qui ont le môim rayon de-courbure p 
en M, et qu'en outre ce rayon est lié avec les demi-axes MO^^c, OD'w=rf do 
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l'ellipse MD', par la relation p== -, ou d=\/cp. Il suit de là que, connaissant p 

et c qui a 4100 longueiur arbiiiuiîne, oa peat InMver GiOf=:^d par une mdjBune 
proportionnelle ; d'ailleurs cette dernière ligne sera toujours , pour chaq^ jatan 
normal, un denuhdiamètre de TelUfise A'fi^E^ doul les, aies, moûoimsicâ dfi posi- 
tion 0t 4e. grAQdeVî suffimieat évideoMx^eiit ponr reu^ouvar k coanhore et ja po^ 
iiûB iles rdeotions prriooipak6 MA «t MB de la surfatce S im M : ^osai^ par cette 
MiaOB novà appeUeroHs inûlc&înoe^eUA ellipse A'BfK qoî est la aection âiiéedafis 
JeUip^ldeoftCttlateur, par tua plan meaé^du c^fttpe;, pftiiaUèIeaietil.au plan tangent 
jdu poîaa>>L 

726. {'Fig, il5<ii iS^.) PiMir constraire celte indicalrioe (^), on fiondwa p» 
la.QCMtDdk ea M divers |4afis aécanils assen 4 approdléa les uns dos aAhraa, et laprès 
avoir leonatruit en Brm groadair iea sections aioai prodaâtaB dafisS^ oa eim'ohBra, 
pi^r Ja Boétbode du n"* fiA6^ \mn rayons de coorhure p, ^'^ p^***^ orolatife au 
point M; pais, sur un plan quelconque et à partir d'ua point arbitraire «n, on 
traMpa des rayoaa veotèum md^ mll^md"^^^^ lènaanit eatre buh leajnéaciea.aii^eB 
que Mimpranaient les ffleas aécaais, «(Ayant tlea longaeiirfiié0ai€a.aax.moy»inas 
proponlionaeUeB finivanifea*, 

où^déai|gne unaJonguear ariMAraire» mais «constante. Aloi», 4a oottrbe>qai fMsaera 
{UHT Aous iea pemis d^ éj.d%^*^ «ara CMkxiirkeéoaà aow amoasparlë phi&l&axit; 
et ai , après aviaîr Imeô celte «lUpsè, on 4écrii avec Je ra^oa md" tun «an& de eerde 
qui la coupe en/, la droite ma menée par le milieu de cet ace et ia peqiendki»- 
laire wé^iseroDlr les .deux ;defiai*atxiea de riadÎMtiM», laaqiaala sent ^ittai «eux. de 
ralhpeoïdeMCulalear qui a poar trotaième axe , sMivani la ooroMla , la Jigoe.a c 
De là /il résulte (n"^ <(N»*et 70^) <)iie toa.rayoos .da tcracbure 4e ila aiir£ice en .M 
auront pour grandeurs . 

et la position des sections principales sera auasi connue^ car ieurs ^plans de¥i:ont 
passer par la normale en M , et faire avec le plan de la section md des ailles égaux 
kdmaetdmbi ou plutôt, si Ton regarde le plan de \^ fig- i37 comme parallèle 
au plan tangent de S en M IJig. i35 J, les droites ma^ mb seront les traces des 
plans normaux qui contiennent ces sections principales ; et ce seront aussi les pro- 
jections des tangentes aux deux lignes de courbure partant de M, de sorte que le 
premier élément de chacune de ceslijgnes sera dirigé suivant. ma ou :mb. 



(*) Cette marche a été emp)03»ée d'abord par M. Dupfn, dans «es Dévekwetn&nts de Oéométrie. 
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727. (Ftff. id6et f 38. ) Lorsque* la surface proposée S sera noti€vnvexe^%}io\ir 
du point assigné M^ on iinsgiiiera', sans le eonstruire, rhyperbotoiée* oscillateur 
qm a déjà élé représenté dan» layi^. i36, et^ ron se rappeUepa (n» 6^) qoe les 
rayons de eoiirbiire des sections^ norin9te8 tejim par le somoMt M de cet byperbo* 
loïde, sont liés avec les diamètres delà section parallèle au plan tangent et passant 

par le centre , par la relation p = — ; puis , comme ces sections normales ont la 

oséme oonrbura que eeiies qui' soat faites par les mêmes plans d^ns ht surftice S, 
(meBtdédmra le procédé graphique suiratit : 

Far te normale de S en M , on conduira divers plans^ sécants asser près les n«s 
des attft^s, et, après* afvoir constrmi en vrme granffetar- c^s sections et leurs rayons 
de courbure p, p' p'*,.,., (n^ W*), reïatife an peint M, ow cherchera les moyennes 
proportionnelles suivantes , 

d = \/cp, rf' = v/c7*, rff = \/cpV.., 

où e dé^ae» une ligne >afrbitFaire, mms constante; puis on portas ces longueurs 
é^ d'y (i^,..., suivant tes droites mé^ mé!j mdfy...y tracées suruB'plafi qn^conque*! 
mais formanl entre elles tes mêmes angles que- comprenanent les plans normaus: 
dont on s'est servi '^set Vindieatrice qui passera par tous les points d^ âfy d^,. .., ainsi 
déterminés, sera l'hyperbole que produirait, dans Thyporbololde oseulatew, un 
pdaaaéeank mené par le centre parallètement au plan langent du point M. 

728. Les . eanatruetions précédentes supposent que tous les rayons p, p^ p'^..., 
étaient positifs ; car , si Tun des* plans normaux h S fournissait une section située 
aMrde$ÊM$ du plan tange»t, le rayon de courbure p, de. oeUe' section se trouvant 

négatif {T\r98êj noîe)j la moyenne proportionnelle y/cp^ serait imaginaire; résultat 
qui s'accorde bien, il est vrai, avec la nature des diamètres de l'hyperbole d, 
d> d^,..., lesquels ne rencontrent plus cette courbe quand ils s'écartent au delà 
d'une certaine limite, mais qui exige une modification dans les opérations graphi- 
ques. Lors donc qu'on rencontrera des sections^normales situées au-dessus du plan 
tangent de S en M , ou ne tiendra compte que de la grandeur absolue de leurs 
rayons de courbure p,, p\ , p''",,.».., et après avoir construit les moyennes propor- 
tionnelles 

m5=\/cp,, m3'=\/^p^,, mS^ = \/cp'\^.\., 

on aurai soin: de dis tiogwcMT oatta olMsade^nayons vecteurs, pMr réunir leurs centré* 
mités pan une hyperbole* particulière: d^df ^<|ai sera une noiiyelle brafocha de l'indu 
aariœi^ eb que l'o^peut fc^ivder oomme la (section qne: produirait, dans Thyper- 
boloïda Qscukleur ,. un plan parallèle am plan tangent^ mais mené au^desmtsi Am 
point M9. et à une d»taQce;égaîeà tf« 

7^ {Fig. i38.) Cela posé, on construira le ptemier^axe ma de l'indicatrice, 
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en le mepant par le miliôa de Tare de cercle c(^décnt avec un des diamètres nt//^ 
puis le second axe mb qui est perpendiculaire au premier, et Ton ea .conclura lei^ 
iasymptotes mP et mQ comnaunes à ces deux hyperboles conjuguées. Alors, les deux 
rayons de courbure de la surface S au point M (n** 698) auront pour grandeurs 

et les sections principales seront données par deux plans normaux qui formeraient 
avec le plan connu relatif à mcf, les angles dma et dmb ; ou plutôt, si Ton regarde 
le plan de la fig. i38 comme parallèle au plan tangent de S en M, les droites ma 
éimb seront les traces des plans normaux qui contiennent ces sections principales., 
et ce seront aussi les projections des tangentes aux deux lignes de courbure qui 
partent de M. 

730. Quant aux plans normaux limites qui séparent les sections convexes ou 
situées au-dessous du pian tangent , d'avec celles qui se trouvent au-dessus et que 
nous appellerons concaves^ nous savons (n*69ii) quMls coupent la surface S sui- 
vant des courbes dont les rayons de courbure sont infinis au point M; donc ces 
plans auront pour traces sur le plan tangent les diamètres infinis de Tindicatrice , 
c'est-à-dire les deux asymptotes mP et mQ qui se détermineBont au moyen dti 
rectangle construit sur les deux axes ma et mb. Il résuite de là que ces asymptotes 
auront chacune un contact du second ordre au moins, avec les deux sections normales 
limites; et , en effet, il est aisé de voir qu'elles sont précisémefift les intersections du 
plan tangent en M, avec l'hyperboloïde osculaleur. 

731. D'ailleurs, comme ce plan tangent doit couper la surface S non convexe 
suivant Une courbe à deux branches passant par le point M, il arrivera encore que 
les droites mP et mQ seront tangentes à. ces deux branches. En effet, chacune de 
ces droites se trouve dans le plan tangent, et a deux éléments communs avec S, 
d'après ce qui a été dit au numéro précédent ; donc ces deux éléments appartiens 
nent à l'intersection de la surface par son plan tangent, courbe dont chaque 
branche offrira ainsi un contact du second ordre avec mP ou mQ. En outre, œ 
sont ces deux branches qui fourniront les limites précises des quatre régions tour 
à tour convexes et concaves (n"" 69{k), que présente la surface S autour du point M. 

732. Les considératioi» précédentes permettent de simplifier la méthode du 
tf 727 pour une surface S noç convexe, en admettant que l'on sait construire les 
tangentes au point, multiple de l'intersection de cette surface avec son plan taqgent; 
OQ en se bornant à les mener approximativement , hypothèse d'autant plus plau- 
sible que la direction de ces droites sera ici mieux indiquée , parce que chaque 
branche de l'intersection offrira un arc presque rectiligne ( n* 731 ) dans les envi- 
rons du point considéré M. Il suffira , en effet , de construire cette intersection sur 
un plan parallèle au plan tangent de S en M, de lui mener des tangentes mP et 
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mQ au point multiple, lesquelles seront les asymptotes de Vintticatricey qui n*aura 
pas besoin d^étre tracée; puis, de diviser en deux parties égales les angles aigus et 
obtus que forment ces asymptotes : alors ces droites bissectrices ma et mb seront 
les traces des plans iiormaux prindfMUXj et aussi les tangentes aux deux lignes de 
courbure partant de M. Ensuite , il restera à construire les sections faites dans la 
surface S par chacun de ces plans principaux « et à trouver (n"" 666) les rayons de 
courbure de ces sections qui seront ceux de la surface elle-même. 

Cette marche s'emploierait avec avantage pour un point quelconque d'un hyper- 
boloïde ou paraboloïde gauche, puisque la section du plan tangent serait ici corn* 
posée de deux droites qui tiendraient lieu des tangentes qu'il fallait mener ci* 
dessus approximativement. Pour une surface gauche quelconque (yi^. 14^)9 une 
de ces tangentes serait la génératrice rectiligne GPM, et la seconde branche Ma 
de rintersection s'obtiendrait par la marche générale du n"" 583. 

733. Au contraire, si l'on voulait construire rigoureusement les tangentes au 
point multiple de l'intersection d'une surface non convexe quelconque , avec son 
plan tangent , il n'y aurait qu'à déterminer , comme au n" 727 , les directions et 
les rayons de courbure des deux sections principales pour le point de contact 
assigné; puis, en déduire , par le n* 730 , les asymptotes de Findicatrice , lesquelles 
seraient les tangentes cherchées. 

73&. Application au tore. {Fig, 45.) Ce tore, représenté dans l'épure 4^1 a 
été coupé par son plan tangent M'T'T relatif au point (M, M') , suivant une courbe 
à deux branches MHRE... etM/ir^... que nous avons construite au n* 268. Pour 
trouver les tangentes de ces branches en M, nous observerons qu'ici , où la surface 
est de révolution , le méridien A'M'B' est à la fols une première ligne de courbure 
et une section principale (n* 708) dont le rayon de courbure est R ===M'&); l'autre 
section principale serait située dans le plan cùWKj perpendiculaire au méridien 
précédent, et elle aurait pour rayon de courbure R'=M'Ç, c'est-à-dire la portion 
de la normale comprise entre le point M' et l'axe O'Z' de révolution (n"708). 
Pour en déduire Thyperboloïde osculateur au point (M, M'), il faut (n**698) 
donner à Taxe réel de cette surface, dirigé suivant la normale (M'w, MB) , une lon- 
gueur arbitraire c, que nous choisirons ici égale précisément au rayon M^eo, parce 
qu'il en résultera pour le second axe réel, dirigé suivant (oa, BC), cette valeur 

très-simple a = y^c. R= M'a) ; c'est-à-dire que l'hyperboloïde sera de révolution, 
et aura pour cercle de gorge le méridien donné (A'M'B'a, AC). Quant à Taxe 
imaginaire, qui sera perpendiculaire à ce méridien et passera par son centre (&>, B), 

sa longueur, déterminée par 6 = v/c. R', sera la droite M' 6, moyenne proportion- 
nelle entre M'w et M'C. Maintenant que l'hyperboloïde osculateur est complète- 
ment déterminé, nous sommes dispensés de construire par points l'indicatrice, 
puisque cette courbe n'est autre chose (n* 727) que la section faite dans l'hyper- 
6* édU. uo 
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feoloïde par 4e plaii mx. parallètQaa pJao taugeet M'T'T; ce. sera donMin^ hyper* 
bde^yaot pour -axe réel coa , çt pour axe ima^uaire «ne droite égaleèAFg.et 
éteTée fMrr le^^entre (e^, B) perpendienlainemeDt mt plan «vertical. Les asymptotes 
Ab -eelt^e indicatrice -seraieiit aiors ft^iles à conçtraire; fiMie «DOBOie il faudrait en^- 
suke les pixqeler sur le plan tangent M'TT^ cela revieut ^videmiBeaft.à prendre 
M^S'scMjct puieii élever dir point h' une perpendtCiMaire au pton vcrtioai, qui ait 
pour longueur M' 6 ; et Thypolénuse 4n triangle rectangle ainsi foraié sera la pro- 
jecUon de Tasyn^ptoie sur le plan taf^enl, et ce sera dtissi {u^ 7âil) la tangente 
Oléine de la section que forme ce plan dans Je tore. £nfia^ pour obtenir cette tan- 
gente sur le plan horizontal « il faudra projeter le côté M^d' de ce triangle suivant 
Md, puis élever une perpendiculaire dX=^]Vr69 et la .droite XM sera la tangente 
de la brackiihe M/ire. La tan^nle ï!' M de Tautre branche MHRE s'obt^^eodrait par 
le moyen de la seconde asyoïptoiey mais cela ae réduit à preaobdre ^''=:=âX; ainsi ^ 
quant à la méthode priUique^ on voit que la cau&iruclk)n de ces deux tan^^ tes 
n'exigera qu'un très-petit nombre d'opérations foi t simples. 

7â5i. Revenons à une surface générale S. Après avoir déterminé , par les mé- 
thodes précédentes, les tangentes ou les premiers éléments des deux lignes de 
courbure relatives à un point quelconque M assig^aé sur cette surface, il faudrait, 
pour obtenir le cours entier de ces lignes , répéter des opérations sen^>Iables sur 
un point M, très-voisin de M, et choisi sur Tune des deux tangentes déjà trouvées ; 
puis, agir de même pour un point M^ voisin de M,., et placé sur l'une des deux 
directions que comportent les lignes de courbure relative» ace dernier point; et 
ainsi de proche en proche. Mais la complication et les incertitudes d'une pareille 
marche font assez voir que la déterminaxiou complète des lignes de courbure est 
un problème qui est généralement insoluble par des opérations purement graphi- 
ques; c'est donc à l'analyse qu'il faudra recourir pour se procurer des données 
certaines sur cette matière, quand la surface ne tombera pas dans un des genres 
examinés aux n"' 707.. • 711 j et nous allons exposer les beaux résultats auxquels 
Sionge est parvenu dans l'exemple d'un ellipsoïde à trois axes inégaux (*). 

7â6. {Fig. i44.) Soient a, è, des trois demi-axes de TeUipsoïde donné, ent^-e 
lesquels nous supposerons les relations a.> 6 > c. Adoptons, pour plan horizontal 
de projection, un plan parallèle aux deux axes les pluç grands, et. choisissons le 
plan vertical parallèle à l'axe maximum et à l'axe minimum ; alors, si (0, 0') est le 
centre de la surface, et que Ton décrive sur les demi-axes OA==a, OB=A, une 
ellipse (ABDE, A'D'), ce sera le contour apparent de l'ellipsoïde sur le plan hori- 
zontal; tandis que le contour apparent relatif au plan vertical sera l'^lîpse 
(A'CD'F, AD) décrite avec les demi-axes 0' A^=^a, (yC'=<?. La troisième ellipse 
principale, qui a pour demi-axes 6 et c, se trouve projetée sur BE et C'F'; et no*s 

t*j Voyez te cWàp. XVI de notre Amuiysê appHéluée àia géonvêtriedès trots diifienstioéis. 
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r»Y0D8 rabattue ici suivant' EC^: Quant aux excentricités de ces trois ellipses, ou 
les trouvera graphiquement par les relations, connues 

amsi il dtevientîfa fhcife de construire, par le secours de quatrièmes pro|>orlion- 
nelle*^, les deux dislances 



sur lesquelles, comme derai-axes, on décrira une ellipse auxiliaire «eS, puis une 
hyperbole auxiliaire ady. Ensuite, on portera sur les axes de la projection verlicalé, 
deux distances ' 

/vv/ ]a^~c ae' /?— V ce' 

avec lesquelles» comioe dâiui^axesy <mi ùèjbnx^ une nouvelle Mip^ atcaMiaXrelkXIl 
qui se trouvera toujours en debora de r^lipSôïda, puisque ses deux axes sont évi^ 
denunent plus grands que a et «« 

7â7é Gela posé, L'anaiyse apprend que les lignes de courbure de la première 
espèce sont projetées borizontateuent suivant des hyperboles TU^ LS, KR,^.^ et 
verticalement suivant des ellipses T'U', L'S', K'R^.o, qui se construisent avec ieë 
données précédentes , comnie il suit. Après avoir choisi sur OA un point T arM** 
traire, mais situé entre et « , on trace ks deux coordonnées Te et «9 de Tellipse 
auxiliaire orS; puis» avec Tabsebse OT oomme axe réel» et avec Tordonnée Oe 
comme axe imaginaire, on décrit une hyperbole TU. Ensuite, on projette te point \S 
où oette hyperbole va couper le Goutour apparent ABI>, eu U'» à paitir duque> dn 
tra<Se les de^iH coocdonnées U'^tet tùC, de Tellipse auxiliaire X'Z'; puis» avec raba*- 
ciase O'U' et Tordonaée O'ccocbme demî^axes» oa déciit une ellipee X.'VVl qui est 
la projection^ vertinale de la ligne de courbure déjà projetée liorizontalementsui'* 
vant TU. On sei»t bien qoe oette ligne de courbure est poticte» mais/ermée^ et qu'elle 
offre des* parties symétriques. aurdassus. et ait-dâssons^ en avant et ea arrière des 
plans principaux de TeUipsoïde^ ce qui. fait que ses deux projectionj» n^'occupeni 
qu'une portion limitée d'bypecbûki ou d'ellipse. 

738*. (Big^ \b^ ) Quant aux lignes de courbure de la seconde espèee» eUes se 
projetteul horizontatonent eit veorticaleneni» sur des ellipses ((pMY, <p'M'y')^ 
(loNI, r/N'r)»«*.» qui se construisent de là manière suivante. Après avoir pris oq 
point arbitraire V entre « et A , on trace les deux coordonnées Vd et *J; de l'hyper- 
bole auxiliaire ay.^ puis^ sur les droites OVet Otj; comme demi^xes» on décrit itae 
ellipse ({/Y ^. Ensuite» on projette le «ommet (f ou 4^ de cette courbe» sur l'ellipse.. 
principale rabattue suivant EC", et Ton relève le point fs(' en cy' sur le plan vertical; 
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aloreyen tiraçant les deu!it coordonnées ç'ji et jiW^ de f eHipsè ëaxifialre X-Z', on 
obtiennes deux demi-axes O'W et O't^^' de l'eKipse chercbéte i^^VW'^ dont une- 
partie seulement reçoit îa projection i/^rticalè de la ligne de courbure qaî est auîssi 
fermée et gauche. " ^ ' 

739. Étudions maintenant les variations de forme que subissent lès lignes dé 
courbure des deux espèces , lorsque les points T et V s'éloignent ou se rapprochent 
de à. Quand le point T est en 0, et le point V en A, la projection de la première 
ligàe de courbure se réduit évidemment à la droite BOB, et la seconcfe devient 
rellipee ABD, ce qui moiWre que les deux ellipses principales EC^ et ABDE sont 
eiles^mémes des lignes de courbure; en effet, les normales de rèllipsoïdé menées 
par tous les jpoints de Tune ou de Tautre de ces courbes sont situées dans leur plan; 
et ne peuvent manquer de se couper consécutivement. Lorsque les points T et Y 
se rapprochent de <3C, Thyperbole TU et Tellipse VMcj^ se resserrent de plus en pïus, 
et quand ces points sont arrivés en a, la seconde se réduit évidemment à la portion 
de droite aa>, tandis que la première est remplacée par les portions rectilignes aA 
et dt>D; de sotte qu'ici les deux lignes dé courbure viennent à ^mcider, et letir 
ensemble fournil l^ipôe principale (AD, A'C'iy). On voit donc que le pbint « et 
son homologue w déterminent, sur Tellipsoïde, quatre points singuliers («, o/), 
(a/«^")j (^> «')> (<5^» Q^'O? P^^^ lesquelles les lignes de courbure des deux espèces 
viennent se confondre, comme le montre aussi la projection verticale où les' ellipses 
ZTiy et (y'V'W s'ouvrent de plus en plus, Tune dans le sens horizontal, l'autre 
dans le sens vertical; ou plutôt, dans ces quatre points, la direction des lignes de 
courbure devient indéterminée, comme le prouve l'analyse, et la coutbnre de la 
surface ^st uniforme autour de chacun d*eux ; de sorte que ce sont quatre ùmbilics, 
tels que nous les avons définis au n*" 692. 

7ftO. L*analyse prouve encore que , sur le plan vertical , toute* les éUipses des 
deux séries se trouvent tmcnies dans le losange TT!1^'Z% qui touche relHpse prin- 
cipale A'CDT précisément aux quatre ombilics. D'ailleurs il est intéressant de 
savoir que les lignes de courbure de l'ellipsoïde sont précisément les intersections 
de celte surface avec les divers hyperboloïdes à une nappe et à deux nappes, qui 
auraient les mêmes foyers que cet ellipsoïde. CTest ce qui nésulte du beau théorème 
dû à M. Binei, d*après lequel les lignes de courbure d'une surface du second degré 
sont les intersections de cette surface avec lès surfaces du second degré komqfocales 
de la première, mais d'un genre différent; et ces trois séries de surfaces se coupent 
partout à angles droits. M. Dupin a démontré aussi que, quand trois séries de su^ 
faces quelconques se coupent orthogonalement , leurs intersections mutuelles sont 
respectivement leurs Itgnes de courbure. ' " '^ 

741. Pour montrer une belle application de la théorie des lignes de courbure 
dans les surfaces du second degré, nous allons citer ce que Mmge a écrit sur fce 
sujet: * 
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; « S^il ébiU .qpeptioade.vojMer ni^ espfiçe.cûrCOKièçcit en.prqjep^ioo, hoiiizootale 
pjj^ 096 ellipse ^ qn jie. pO(Qrrait.pas floimeriè la vfiùt^ une wrfaçe plii^.coavep^bte, 
que celle ^ la lopUiéi d^Wi^Uipâpïclp doot ^m^ i^^ ellip«|B» prÎAC^pale^, cçû^nddef^t 
avec Tellipse de la naissaDce; et en supposant que cette voûte dût étre.e^euté^^eiii 
pierres d(3 taiile^ il (audrait que la dîyisioQjen youssoÎFs fût opérée au mpyeordes 
l%oeB,de courbure dont nous i^vçuds donné la. construction, et que les joint» fussent, 
les surface^ développables normales à la voûte. Lealigiaes de division en voussoir^^ 
traceraient sur la surface. des coœpartimeptST^tapguIaires susceptiblefii de décqra^, 
tipn; et.oqs cpinpartim^^:euX"i)Qiémes^n'anraient,fien 4e fantastique,. puisqu'ils 
ne aéraient qu'unie suite néce^ssaire (de la première donnée» qui e&t une ellips^^, 
mais la de^Ufiation d^ cet eipplaceo^ent pourrait infuer sur le choix de celui de^^ 
trois axes qu'il faudrait placer verticaJemeut. 

n 11 n'y aurais aucune raison popr fa^re i'axe .vertical é^ à Tun des deux axes, 
horisontaux; aipsi, }es. trois' a^es seraient inégaux. Dans cette bypotbèse, Taxe, 
vertical pqurrait être plus gi'and que les deux autxes, et alors la voûte serait aur-i 
mon^tée; il pourrait.étre plus petit,, et la voûte serait surbaîs9ée; enfin, il pourrait 
être x^ompris entrie les deux. autres, et la voûte serait moyenne» La voûte surmontée 
aurait eu général plus de hardiesse et pluade dignité; et si la naissance était elle*; 
même à unie grande hauteur, quelle que fût d'ailleurs la destination de l'empla- . 
cernent, ce serait la voûte surmontée, qu'il faudrait employer, parce que i^a grande 
élévation, faisant paraître ses dimensions verticales.plus petites qu'elle^ ne seraient 
réellement, écraserait trop uqe voûte d'une autr^ espèce.*. La vcHÛte surbaissée, en 
diminuant le volume d'air compris dans remplacement^ seraU plu^ favorable à la 
voix d'un orateur* Si l'emplacement devait «être éclairé par deux lustres suspendus,/ 
à la voûte , il faudrait que cette voûte fût ou surmodçitée ou si^baissée, p^rce que^, , 
dans ces deux cas, sa surface aurait deux ombilics, placés symétriquement au- 
dessus du.grand axe de l'ellipse horizon^le, et qo^ ces ombilics, rendus très^app^* 
rwts par les compartiments qui se distribueraiejnt autour d'aoïx,. seraient les points 
naturels de.sas|>ension : alors on pourrait disposer du rapport entre les axes, pour ^ 
que ces points fuassent espacés d'une manière convenable. 

» An contraire, si l'emplacement devait avoir quatre grandes ouvertures, ou si^ 
la voûte devait être portée par quatre groupes de cqloni^e^? ou enfin si , dans la. 
décoration intérieure, on employait quatre supports distribués symétriquej|;nent,,il ^ 
faudrait choisir la voûte moyenne pour laquelle les quatre ombilics sont toujours, 
dans la naissance, et placer les massifs ou les supports aux quatre extrémités des^ 
axes^ parce que c'est aux environs de ces quatre points, fA loip des om)3ilics, que > 
les lignes de courbure, rendues apparentes par la déoQration de la voûte» et qui., 
d'ailleujrs rencontrent toutes y^rticaleinent ia naissance, s'écartept plus lentement 
de la ligne, de plus grande pçnte ^e la surface. 

7&2. » On s'occupe aujourd'hui de la construction de salles pour les deux 
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conseils de la légîslatiire : les emplacements dont on a pu dtspeser josqv'à présent 
pour de semblables salles, ont forcé de donner à TamphUbéàtre moins de profond 
deur en face de Toratear que sur les celés} mais l'expérience ayant pronté que la 
vorx se porte à une plus grande distance en face, il parait qoe c*eM une dispoaifion 
toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes les formes aUongéeB c^n'on poui^ 
rait donner à Tamphithéàtre , il n'y en a aneone dont la loi soit plussrmple^t plua 
gracieuse que l'ellipse : il faudrait donc que la salie fût elliptique, et qu'dle fût 
couveite par une voûte en ellipsoïde surbaissée.. 

» I^ service des assemblées l^slatives exige un emphacementjKmr le bureau, 
en avant duquel est la tribune de l'orateur.. Eu plaçant le bureaa à on des som^ 
mets de Tellipse, on pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodité 
du service, et Torateur se trouverait natureHemént placé sous un des dmirihes de 
la voûte : l'amphithofttre n'occuperait que la partie qui serait en avant. Une galerie 
qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assez élevée pour étr& très-distincISe^ 
de l'amphithéâtre y fournirait des places au public. La salle, qui n^ijiuraiC ni tribune 
ni aucune espèce d'irrégularité, pourrait être décorée par des eofonnes,; à obacurne 
desquelles correspondrait une nervure de la voûte, pliée- suivant la Bgne de cour- 
bure ascendante. Toutes ces nervures, verticales à leur naissancâ, se courberaient 
autour de l'un ou de l'autre ombilic, pour redescendre ensuite à plomb sur les 
colonnes opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres ner- 
vures pliées suivant les lignes de l'autre courbure. Les intervalles de ces neiTures 
pourraient être à jour, soit pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à 
l'air, et formeraient nu vitrage moins fantastique que les roses de nos églises go- 
thiques. Enfin, deux lustres suspendus aux ombilics de la voûte, et à la suspension 
desquels la voûte entière semblei*ait concourir, serviraient à éelairer la salle pen- 
dant la mrit. 

)) Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails à cet égard; H nous soffif 
d'avoir indiqué aux artistes un objet simple, et dont la décoration, quoique très- 
riche , pourrait n'avoir rien d'arbitraire , puisqu'elle consisterait priaseipalemenC à 
dévoiler à tous les yeux une ordonnance très-gracieuse, qui ea» dans la nature 
même de cet objet. » 

7&S. Pour rendre Tépure i44 applicable aux idées que Monge vient d'exposé!, 
il faudrait distribuer les lignes de courbure ascendantes de manière qu^eltes divi- 
sassent l'ellipse de naissance ABDE en parties égalés US, SR,.... Alors, le ponit U 
étant donné, on le projetterait en U', d*où l'on conclurait les deux demi-axes U'tr 
et TiÇ de l'ellipse çT'U'; et celle-ci, étant tracée, fournirait le point T*, qui, pro- 
jeté en T, déterminerait le sommet et les axes Tg,, e9 , de rhypert>ole demandée TU. 
Quant aux lignes de la seconde courbure, on les ferait passer par des points qui 
diviseraient la demi-ellipse EC'B en un nombre bnpair de parties égales; et chaque 
point de division cp'' étant projeté en 1 , et relevé en ^', ferait connaître, commet au 
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a*» 33*^ JâB.-dâflai-aMS t^^-àV-j Vf* ^^ /t^W'^ des ellipses ^Yry et <f'Y'W'^ suivant 
lesquelles se projette nne ligne de la seconde courbure. Pour les autres détails , 
nous renverrons au n*" 11k de notra Traité ie SifrA)tomie, 

754. HYPERBOLOIDE OSCULATEUR le long d'une génératrice d'une surface 
gauche S. ( Fig, i43- ) Nous avons vu (u' 578f ) que si , dans les plans tangents rela- 
tifs à trois points M, M', M", pris sur lainéroe génératrice G, on traçait des droites 
arbitraires MQ, M'(y, M"0", et qu'on les adoptât pour directrices de la droite 
mobile G , on obtiendrait atnsi nn hyperbotoïde à nne nappe qui raccorderait la 
surface S tout le long de la dt^ài^GMWW^ c'est-à-dire qui aurait , en chaque 
point de cette ligne, le même plan tangent que S; de sorte que l'élément superfi- 
ciel MM'M^' m"m^m, indéfini en longueur , serait commun aux deux surfaces. Or il 
y a une infinité d'hyperboloïdes qui jouissent de celte propriété, puisque les trois 
directrices MQ, M'Q', >f"Q'^ peuvent être tracées à volonté dans les plans tangents. 
Mïirs , &i Ton choisit la^drolte MQ ^e man^re (^'elle soit ^a^tgeIltè à la courbe "Ma , 
suivant laquelle la surface S'est coùpëe p*- s<)n plaYi tangent en M, onsart (n'7Sî5 
que cette iangenleanra ôemi élémenrlsM m €»t mn communs -avec Ma , et*, par suite; 
avec S : tI en arrivera autan-t pour tes droftes M'Q', M^Q^, si ôri les <ihoi6it tâm- 
gentes aux sections M^aS M" a", que tracent dans la surface les plans tangents relatife 
afux poîntelf, M". Piar conséquent, en adoptant ces trois tangehtes particulières 
pour directrices de Thyperboloîde, ce dernier aerra ainsi deux élément^ supeificiete 
MM'^ m" m et mm'n"n communs avec S , et Sera dît Thyperboloïde oêcnlateur de cette 
surface, le long delà droite assignée GMM'^M^. La génération de cet hyperboloïdè 
ne renfermant plus que des données entièrement fixes, il sera unique; et il offrira 
avec la surface S un contact plus intime que tous les autres. D'aflleurs, pour tout 
point de fa droite GM, les lignes de coui-bxire de S seront tangentes à ceft€S*de 
rhyperboloïde oscillateur; et ces dernières sont aisées h déterminer d'après ^m 
remarqties du if 732. 
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LIVRE IX. 

A9DJTI0NS. 

CHAPITRE PREMIER. 

THéORÈMBS DIVBBS. 

Nouâ réunissons ici diverses propositions relatives à des théories antérieureis mais qui n'auraient pas 
eu alors d'application prochaine, tandis qu'elles nous deviendront utiles dans la Perspective, les 
Ombres et la Stéréotomie. 

7f|5« Lorsqu^un cylindre pénètre dans une sphère par une courbe plane , la seconde 
brandie de l'intersection est également plane ; d'ailleurs cette courbe de sortie , qui 
est OD cercle égal à la courbe d' entrée, se trouve perpendiculaire au plan qui 
aerfiit mené à angle droit sur la courbe d'entrée et paraUèlemwt aux génératrices 
du cylindre. 

{Fig- 14^0 Conduisons par le centre de la sphère un plan de projection qui 
soit parallèle aux génératrices du cylindre et perpendiculaire à la courbe d'en- 
trée : alors cette courbe, qui est nécessairement un cercle , s'y trouvera représentée 
par la corde AB, ^gale à son diamètre, et les génératrices CÂ, FB sortiront de la 
sphère par les points A^ et B', évidemment situés sur le même grand cercle que A 
et B ; tandis qu'une arête quelconque DM sortira de cette surface par un point 
dont la projection M' tombera sur la droite A'B'. En effet, toutes les cordes paral- 
l^es AA^, BB\ MM',.--? comprises dans la sphère, seraient divisées en deux parties 
égales par le plan OR, mené du centre perpendiculairement à leur direction com- 
mune : donc les ordonnées EA , PM, IB sont respectivement égales à EA', PM', IB' ; 
et dès lors il est certain que les trois points A^ M^ B' se trouvent en ligne droite, 
puisque A, M, B remplissent déjà cette condition. D'où il résulte que la courbe 
de sortie est projetée sur la droite A'M'B', et qu'ainsi elle est plane; d'ailleurs elle 
satisfait bien aux autres conditions de l'énoncé, d'après le choix du plan de pro- 
jection employé ici , et attendu que le diamètre A'B^ est évidemment égal au dia- 
mètre AB. 

Observons que si le cylindre pénétrait dans la sphère par un grand cercle , tel 
que aOb, la courbe de sortie serait l'autre grand cercle a'Ob^; et pour construire 
plus aisément cette dernière courbe, qui se rencontrera dans l'épure des Ombres 
d'une niche j il suffira d'employer un plan de projection qui soit parallèle aux 
rayons de lumière et perpendiculaire à la courbe d'entrée, puisque, sur un tel 
plau; la courbe de sortie se projettera suivant une droite. 

f 
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746. Dans C intersection (f un cône avec une sphère ^ si la courbe d'entrée esîvLkmz, 
la courbe de iortie l'est pareillement. 

(Fig. 146.) Adoptons pour plan.de la figore celui qui, passant par le centre 
de la sphère et le sommet du cône , se trouve en même temps perpendiculaire à 
la courbe d'entrée, et désignons-le sous lenom de plan horizontal. La courbe 
d'eotrée, qui est nécessairement un cecck^ sera projetée suivant une corde AB de 
la sphère, et si S est le sommet situé dans notre plan horizontal, les deux arêtes 
SA, SB iront évidemment sot^fii* 'de feî sphère par Ie6 points a, 6; mais, en outre, 
je dis que la droite ab est la projection totale de la courbe de sortie. En effet , si , 
par le point de la surface conique qui est projeté en m, on mène un plan vertical 
A'mB', parallèle à AB, il couperr le cône suivant un cercle du diamètre A'B', que 
nous rabattrons ici suivant A'm'B' ; et l'ordonnée m' m du cône étant moyenne pro- 
portionnelle entre les deux parties de ce diamètre , nous aurons 

wm' = A'm. mB'. , 

Mais les deux triangles rnAV/ et mB'fr sont semblables, puisque l'angle A' égale 
l'angle SAB, qui a pour mesure le même arc que Tangle oéB; donc ces triangïe? 
donneront l'égalité suivante : 

A^in . m B' = am . mft, d'où mm^ = am . vib. 

Cette dernière relation prouve que l'ordonnée rabattue suivaiit twm' ^appartient 
aidssi, au cercle vertical décrit sur ab comme diamètre; et puisque ce nouveau 
cercle est évidemment sur la sphère proposée, nous en conclurons que le sommet 
(Je l'ordonnée mm\ ou le point du cône qui est projeté en m, se trouve en même 
teo^s sur la sphère. Gomme on en dirait autant de tout autre point du cône pro- 
jeté en n sur oé, il est certain que le plan vertical ab coupe le cône et la sphère 
suivant un cercle unique y lequel est la seconde branche de leur intersection ou la 
courbe de sortie; ce qui démontre le théorème annoncé. 

747. Observons que le cercle vertical ab est précisément ce qu'on appelle la 
section anti-parallèle du cône SAB à base circulaire; car la première condition que 
doit remplir celte section, c'est d'êlre perpendiculaire au plan principal du cône, 
c'esl-à-rdire à celui qui , passant par le sommet S et le centre G de la base circu- 
laire ABy se trouve en outre perpendiculaire à cette base : or ce plan coïncide évi- 
demment avec celui de notre épure, lequel contient les points S, 0, et le rayon OG. 
Ensuite, la section anti-parallèle doit former , sur le plan principal , un triangle Sa6, 
semblable et non parallèle à SAB ; condition qui est encore remplie, puisque.nous 
venons d'observer que les angles SAB et Sba avaient la même mesure. 

748. Lorsque deux cylindres du second degré, se coupent snivant une première courbe 
PLANE , la courbe de sortie est aussi plane. 

{Fig. 147.) Supposons que rellipse EMM'FN'N soit la courbe d'entrée, com- 
6* ëdit. Ui 
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mune aux dmx cylindres (les mémefi raisonnefoeots seront applicables à une 
hyperbole ou à une parabole; alors, en menant diveirB plans qui isofeat parallèles 
aux ^éoératrieesdâs d&ux cytindres à la fois, ils traoerontidatts Tellipeç des cordes 
MN, WN\.^.., parallèles eoim elles, et chacun de ces planfi coupera d'ailleurs les 
deux cylindres j»uivant quatre droôrtes. Celles 4]ui répocudront au plan sécant MN^ 
savoir MA et NB, Ma et Né, forioûroiit, par leurs intarsieciîoiis, un paraUélah- 
graiume MnNmt doitt les deux sommets m et n appartiendront évidemment à la 
courbe de sortie ; de même^ cette courbe passera paries points m' et tt'ou se coupent 
les qttttre arêtes M'A' et N'B', MV et N'é', contenues dans le plati sécant M'N'; 
et aiasi des autres. Or toutes les diagonales •mn, tv!n!^...^ sont évidemment paral- 
lèles; eHes passeront d'ailleurs par les milieux^des oordes MN, M'N',..,, et, par 
suite y elles rencontreront toutes le diamètre EF conjagué avec ces cordes. Donc 
ces diagonales formeront, en s'appuyant sur la droite EF, une surface néœssaîr 
rement plane, qui contiendra toute la courbe de sortie mm' F n'n; ainsi, cette der- 
nière satisfait bien à l'énoncé du théorème. 

749. On voit d'ailleurs que la courbe mm'Fit'n sera de mônae espèce que te 
courbe d'entrée; car, pour des abscisses communes OP, OF,..., les ordonnées MP 
et mP, M'P' et m'P',..., seront évidemment proportionnelles; de sorte que les deux 
branches de l'intersection seront ici deux ellipses ayant un diamètre commun EF. 
Il est clair aussi qu'au^t extrémités de ce diamètre , les tangentes ET et EV des deux 
courbes , ainsi que les arêtes des deux cylindres , se trouveront toutes parailèies aux 
plans sécants employés ci-deasus; par conséquent, les cylindres proposés auront 
deux fUans tangents communs et parallèles. 

750. Lorsque deux surfaces du second degré ont un axb GOMinm , en grandeur et 
en position , elles ne peuvent se couper que suivant deux courbes pljikes , ^t passent 
fuMe et Vature par Vaxe commun. 

( Fig. 1 48. ) D'après Thypothèse admise , les deux Kurfaces auront le même centre, 
et en faisant passer par ce point notre plan horizontal de projection , que nous 
choisirons d'ailleurs perpendiculaire à l'axe commun (0 , 0'C ) , il coupera les deux 
surfaces données suivant deux courbes du second degré et concentriques ABDE 
et abde^ Or, si ces dernières se rencontreot en deux pointe G et H , il y en aura né- 
cessairement denx autres, I et K, diamétralement opposés aux premiers, et qui 
seront encore communs aux deux courbes. Alors le plan vertical GI coupera tes 
surfaces proposées suivant deux courbefl qui coïncideront complètement, pwis- 
qu'-ellas auront les mômes demi-axes OG et O'C; donc cette eection comarané 
«era une Sm branches de l'intersection totale des deux surfaces, et l'autre brasdie 
sera la section aussi coounune, faite par le plan vertical HK. 

Ces raifiOBnemente sont applicables à toutes les surfaces du second degré qvi ont 
un centre, qu'elles soient ou non de même espèce, pourvu que Taxe comnuin eeît 
«n même temps réel ou imaginaire dans tes deux surfeces à la fois. 
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751. Si la pî^emière n'avaft pas de centre, son axe unique serait infini; et, par 
conséqrneni, la seconde devrait, pour satisfaire à Ténoncé du théorème, être aussi 
un paraboloïde ayant le même sommet. Alors on couperait ces deux paraboloïdes 
par un plan perpendîcnlajre à l'axe commun , et ces deux sections , qui auraient 
évvdewment fe même centre, se rencontreraient en quaipe points diamétralement 
opposés, tels que G et I, H et K dans la figure précédente; d'où Ton conclurait 
qnd I'^ plan conduit par la droite GI ou HK, et par l'axe commun, coupe les para- 
l>oloif(ïes suivant deux paraboles qui, ayant môme axe, même sommet et un point 
commun G ou H, se confondront nécessairement. 

75*. On peut généraliser le théorème du n" 750, en l'appliquant à deux sur- 
facm du second degré qui ont deux pfans^ tangents communs et parallèles. En effet, la 
droite qni joindra les points de contact de ces plans sera un diamètre commun 
aux dewx surfaces; le plan diamétral conjugué avec ce diamètre, devant être pa- 
rattète aux pVans tangents donnés , se trouvera le même pour la première et la 
seconde surface, et il coupera celles-ci suivant deux courbes concentriques, telles 
qtie ABDE et abde : de sorte que le plan mené par GI ou HK, et par le diamètre 
commun , produira dans les surfaces proposées deux sections qui devront encore 
coïncider, attendu qu'elles awront deux diamètres conjugués communs en direction 
et en longueur; donc ces surfaces se couperont suivant deux courbes planes. 

753. (Fig. 149O ^n cas particulier de ce théorème se présente dans la ren- 
contre de deux berceaux ou cylindres , qui ont te même plan de naissance et la même 
montée. En effet, si les deux ellipses A^NB et amnb^ dont les axes verticaux èanl 
éganrx , représentent les bases de ces cylindres qjai sont ici rabattues autour des 
axes AB et ab situés dans le plan horizontal de la naissance, on voit d'abord que 
les quatre gémératrîccs AG, BH, aG , frK, se rencontrent en formant le parallélo- 
gramme GHFK. Ensuite, si Ton coupe les deux cylindres par un même plan hori- 
zontal, on obtiendra quatre arêtes partant des points M, N, m, w, et qui se rencon- 
treront nécessairement en des points projetés sur M', N', M", N"; or je dis que ces 
projections tomberont précisément sur les diagonales du rectangle GHIK. En eBbt, 
les deiTX ordonnées pm et PM étant égales, on sait que les abscisses ap et AP sont 
entœ elles comme les deux axes ab et AB, ce qui donne la proportion 

G«:«M' ::GK:K[; 

d'où l'on conclut que le point M' est en ligne droite avec G et I. On prouveia 
semblablement que N" tombe sur la même diagonale, tandis que N'' et M^ sont sur 
la droite HK : ainsi , l'intersection totale des cylindres proposés se composera d<'s 
deux ellipses situées dans les plans verticaux GI et HK. Tous ces raisonnements 
s'appliqueraient identiquement au cas oh les génératrices des deux cylindres se 
rencontreraient obliquement, avec le soin de prendre pour base du premier une 
section faite par un plan vertical parallèle à aGH, et pour base, du second une 
section verticale parallèle à AGK. 
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75ft. Remarque. Lorsque deux surfaces quelconques S et S' se touchent eu un 
point, et qu'en outre elles se coupent suivant une courbe à deux branches qui 
passent par le point considéré ^ il n'est plus possible de trouver les tangentes de 
ces branches au point multiple, par la méthode des plans tangents, puisque ceux-ci 
coïncident. Mais, si l'on substitue aux surfaces S et S', deux surfaces du second 
degré 1 et 2' qui soient osculairices des premières , il est évident que rintersection 
de 1 avec 2' aura les mêmes tangentes que l'intersection de S avec S'. Or^ comme 
dans chaque surface S ou 2', il y a un axe c ou c' qui est arbitraire en longueur 
(n* 696), quoique toujours dirigé suivant la normale au point considéré, si Ton 
prend cet axe égal de part et d'autre, il arrivera que les surface^ S et 2' se coupe- 
ront suivant deux courbes planes (n* 750) , dont les projections sur un plan per- 
pendiculaire à la normale se réduiront à deux droites faciles à construire ; alors ces 
droites seront évidemment les tangentes des deux branches de l'intersection de S 
avec S', pour le point multiple en question. Cette méthode ingénieuse a été donnée 
par M. Tli. Olivier^ dans un Mémoire inséré au 2i' cahier du Journal de l'École 
Polytechnique; et l'auteur l'a appliquée au conoide de la voûte (f arêtes en tour ronde^ 
dont nous avons trouvé les tangentes par un autre moyen (n° 646). 

755. DES TANGENTES CONJUGUÉES ou réciproques. (Fig. i5o.) Lorsqu'un 
cône VMKN est circonscrit à une surface du second degré, une arête quelconque VM 
de ce cône et la tangente MT, menée à la courbe de contact MKN par le pied de 
cette arête, sont toujours respectivement parallèles à deux diamètres conjugués de la 
section faite, dans la surface, par un plan parallèle au plan tangent VMT. 

Pour démontrer ce théorème (*), adoptons comme plan de la figure le plan dia- 
métral qui passe par l'arête VM et le diamètre VO, et qui coupera la surface sui- 
vant une courbe NXIil Y, à laquelle VM sera tangente. D'ailleurs, si nous menons 
le plan diamétral conjugué de VO^ la section de ce plan avec la surface sera une 
courbe EZY, parallèle et semblable (n* 354) à NKM, et, par suite, les tangentes 
YT' et MT se trouveront parallèles; donc, le conjugué de OY sera une droite OZ, 
parallèle à MT. Cela posé, les trois diamètres OX, OY, OZ étant conjugués entre 
eux, il en résulte que le plan XOY do la figure actuelle divise en deux parties 
égales toutes les cordes parallèles à OZ : donc il en sera de même du diamètre RY', 
tiré parallèlement à MV; et ce diamètre étant ainsi le conjugué de OZ dans la sec- 
tion RZY', qui se trouve bien parallèle au plan tangent VMT, l'énoncé du théo- 
rème en question est justifié, puisque OY' et OZ sont respectivement parallèles à 
l'arête VM et à la tangente MT. 

756. Ces deux tangentes de la surface ont été aussi nommées réciproques, parce 
que si l'on plaçait sur MT le sommet d'un nouveau cône circonscrit à l'ellipsoïde, 



(*) Il est dû à M. Dupin ; mais nous le démontrons ici d'une manière diflérente, sans passer par 
l'intermédiaire d'un cylindre. 
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la couibe de contact de ce cône aurait pour tangente la droite MV. En effet, la 
section faite dans la surface proposée par un plan parallèle au plan tangent en M 
serait encore la courbe^ RZ Y', dont le diamètre OZ, parallèle à MT, a pour con- 
jugué OY'; ainsi la tangente à la nouvelle courbe de contact, qui doit, par le 
tbéorème précédent, se trouver parallèle à OY', ne pourrait être que MV, qui 
remplit déjà cette condition. 

757. {Fig. iSi. ) Cette réciprocité et le théorème du n« 755, sur lequel elle est 
fondée, s'étendront facilement à un cône circonscrit à une surface quelconque S* 
Car, soient AMB la courbe de contact de ces deux surfaces, MT une des tangentes 
et VM Taréte du cône qui aboutit au point de contact ; cette arête peut être re- 
gardée (n"" 182) comme Tintersection de deux plans tangents infiniment voisins^ 
menés du sommet Y à la surface, et dont les points de contact p et ^ avec S se 
trouveront sur la courbe AMB. Maintenant, imaginons Tellipsoïde ou l'hyperbo- 
loïde 2, qui serait osculateur de S en M. Dans les environs de ce point, les surfaces 
S et 1 auront deux plans tangents consécutifs de communs ; donc les points petq 
appartiendront aussi à la courbe de contact A'MB' du cône qui, ayant son sommet 
en V, serait circonscrit à 2, et, par suite, cette dernière courbe aura encore pour 
tangente MT. Or, dans la surface 2, on sait (n* 755) quelle relation existe entre 
MV et MT : donc aussi, pour la surface quelconque S, rarétfi du cône circonscrii 
et la tangente à la courbe de contact sont respectivement parallèles à deux diamètres con- 
jugués de la section faite parallèlement au plan tangent^ dans la surface du second degré 
osculatrice de S ; et ces deux tangentes offrent pareillement la réciprocité énoncée au 
a^ 756. 

758. Ce théorème, qui nous sera utile dans la pei-spective d'un tore et d'un 
piédouche» subsiste évidemment pour un cylindre circonscrit à la surface quel- 
conque S, puisqu'on peut supposer le sommet V placé à Tinfini sur MV; et il serait 
facile de l'étendre, par des considérations semblables, à une surface développable 
quelconque qui se trouverait circonscrite à la surface donnée S: 



CHAPITRE IL 

METHODE DES PLANS COTÉs' (*). 

759. Pour représenter graphiquement les points et les lignes, nous avons vu 
qu'il suffisait d'assigner leurs projections sur deux plans fixes, et que de là on pou- 
vait déduire tout ce qui intéressait sur les distances de ces points, sur la forme do 

i*) La plus grande partie de ce chapitre est tirée, on substance, des Leçons rédigées en i83i pour 
rÉcole d'application de Metz, par M. le capitaine du Génie I^aizet, qui a ainsi coordonné et perfec- 
tionné les éléments de la méthode des plans cotés, quoiqu'elle eût été déjà employée par d'autres 
ingénieurs. ^ 
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068 lignes ou de& surface» auxquelles elles appartieDDOut, eto. Mais, dans oertaiiiB 
6as, comme pour les dessins de Fortification et pour la Topographie, on trouve 
plus commode de définir les objets seulement par leur p^vjecUm horiumtale , ' à- 
laquelle on ajoute des cotes qui indiquent la hauteur des divens pointe aa^-deseus 
d'un plan horizontal fixe, que Ton suppose plus-bas que tou&- les- objets en question. 
Il esl évident que cette méthode, où l'on n'emploie qu'un seul plan de projection^, 
suffit néanmoins pour déterminer complètement la position de chaque point, parce 
qae la cote de celui-ci remplace sa- projection verticale, et pourrait même servir à» 
retrouver celte projection, si on le désirait. Aussi nous allons voir que, par cette» 
marche, on résout aisément tous les problèmes élémentaires de la Géométrie désh- 
criptive, et d'une manière qui se prôte mieux aux traductions numériques auxquelle»^ 
on est obligé de recourir dans la Fortification; car ici le» données étales résultats* 
d'um problème offrent des dimensions trop considérables pour pouvoir être expri- 
mées sur les dessins auttx^raent que par le moyen d'une échelle de réduction. Ajou- 
tons encore que, dans la Fortification, le peu de relief de la plupart des objets 
au^'desdus- du sol, comparativement à leurs dimensions horizontales, rendrait 
incommode l'emploi d'un plan vertical de projection , sur lequel le* plus grand 
nombre des droites considérées seraient presque horizontales, et iraient se renoon- 
ti«r fort loin^ 

760* Observons, d'ailleurs, que ce mode de description ayant été* d'abord* em- 
ployé pour des cotes sous-marines rapportées au niveau de la mer, l'usage a pné- 
valtt^ de compter les ordonnées verticales de haut en bas^ en les regardant comme 
de véritables sondes abaissées d'un plan de comparaison horizontal situé aw^dessus 
de tous les objets considérés ; tandis que le plan de projection sur lequel on opère 
est toujours- censé' horizontal et placé à une distance arbitraire au-dessous de cest 
mêmes objets. Du reste, cc& conventions ne rendront pas plus difficile l'évalualian 
de la différence de niveau de deux points donnés, mais il faudra se rappeler que lo 
point qui est affecté de la cote In plm forte est plus bas que l'autre. 

761. {PL 6^1, fig. I.) D'après cela, un poini de l'espace sera représenté par sa 
projection et par sa cote, comme celui qui est indiqué ( 12", 5) dans la /îgr. i. Ce- 
pendant , s'il y avait plusieurs peints remarquables situés sur la même verticale , 
il faudrait écrire la cote de eliacun d'eux a^iprès de. cetls- projection commune. 

762. ( Fig. I . ) Une droite est définie par sa projection AB , avec les cotes de deux de 
ses points. De là , il serait facile , au moyen- d'un trapèze rabattu* autour de AF, de 
conclure graphiquement la longueur d'une portion de cette droite, son inclinaison 
sur l'horizon , la cote d'un troisième point de celte ligne , donné par sa projection ; 
ou réciproquement, la projection d'un point défini par sa cote. Mais, comme, 
pour les applications que nous avons en vue ici , il faudrait finir par évaluer ces 
résultats en nombres, au moyen de l'échelle méiriqua du desejai, il aeraiplu&exattl 
et plus commode de construire d'abord V échelle de pente de la droite proposée; 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE n. — MéTHODB DES PLANS COTES. 827 

rSoient'donc A etBteeproJBcJlicmsdedeirx points dOrtt les cotœ sont i/rj7 et 12", 5»; 
on coiDineneera par chercher l'iiïtervBUe L qui, sur la projection de la droite, 
séparera deux points dont les c6\^ ' différeront tfnwmètrej et on y parviendra évi- 
demment par ia proportion snivanle : 

5 
( i4«',7 ~ i2",5).: AB : ; i- : L = — AB; 

de sorte qtf après avoir évalué AB en parties de T échelle horizontale du dessin, et 
avoirtro^nrëicî Atf='6",8, on en déduira 

L = 3",i et — L=.o'%q. 

Alors, en prenant sur réchélle horizontale une ouverture de compas égale à o",9 
et en la portant sur AB au-dessous du point ( i4"*j7), on obtiendra celui qui doit 
avoir la cote i5"; puis en portant, à partir de ce dernier point, la longueur L 
plusieurs fois de suîfQ, on trouvera les points qui répondent aux cotes i4"*» i3", 
12",...; et enfin îl refera à subdiviser un de ces intervalles en dix parties égales, 
pour comflléter Y échelle de pente de la droite proposée. Celte longueur constante X 
peut être nommée Vunité de l'éclielle de pente. 

763. (Ff'gr. i. ) Cela posé, trouver la cote d'un point situé sur cette droite^ et dont M 
est la projection. Si M tombe ^ntre les divisions i3" et i4" par exemple, on pren- 
dra avec le compas la distance horizontale du point M au point iS"", et en la por- 
tant sur la partie de Téchelle de pente qui est subdivisée en décimètres , on verra 
quel est le nombre de décimètres qu'il faut ajouter à i3", pour obtenir la cote 
du point projeté en M. Les centimètres pourront s'estimer à vue. 

On résoudra aussi aisément cette autre question : Quelle est la projection d'un 
point de cette droite j dont la cote serait assignée ^ comme 11 ",37 

764. Trouver la vraie distance de deux points de celte droite, donnés par leurs 
projections. On cherchera d'abord leurs cotes, puis, on calculera l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle dont la hauteur serait la différence de ces cotes , et dont la 
base serait égale à Cintervatle des deux projections, estimée en mètres sur l'échelle 
horizontale du dessin. Ainsi, pour les deux points projetés en A et B, la vraie dis- 
tance apra donnée par la formule 

76âu (Figf. 1 . ) Quani à la psuie de la dr^te , en resteod par là la tangente Irir 
^gouométriqjje .de Tangle que cette iigûa fait avec T horizon ; c^est-à-dire la àiSé^ 
jnence xle niveau de deux ipoiuts de celte di^oite, divisée par la distance de leurs 
jprq^Uon^. Ainsi, pour la droite -oilée n"" 7629 la pente est exprimée par la fraction 

14,7^ — 12,5 I !.. 

— aS ' ^^ L ^^ ^ environ , 

•en se rappelant que L désigne ici f intervalle qui sépare les projections de deux 
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points dont les cotes diffèrent d'un mètre, et qu'il faut estimer cette longueur en 
parties de réchelle horizontale du dessin. On énonce encore cette r^to, «n disant 
que la pente d'une droite est le rapport de la hauteur kja base, 

766. {Fig. i. ) Réciproquement, si l'on donne la projection d'une droite et la 

cote i4"*»7 d'un de ses points, avec la pente ^ que doit avoir cette ligne, on prendra 

sur l'échelle horizontale du dessin une longueur égale à 3 mètres, laquelle, étant 
portée à la suite du point (i4",7), fera connaître le point qui devrait avoir la cote 
(iS^jy ). Alors on connaîtra deux points cotés de la droite, et l'on construira son 
échelle de pente comme au n"* 762. 

767. {Fig. r.) Par un point donné C {io°',6)^ mener une droite parallèle à une 
droite déjà connue. Par le point C, ou tirera une parallèle à la projection AB de 
la première droite, et ce sera évidemment celle de la seconde. Ensuite, comme 
ces deux droites doivent avoir la même pente , si l'on joint le point ( io°*,6) de la 
seconde avec le point affecté de la même cote sur la première, puis si Ton tire 
des parallèles à cette 'ligne de jonction par les divisions entières de la première 
droite, on formera immédiatement l'échelle de pente de la droite demandée!, 
laquelle sera ainsi complètement déterminée. 

768. {Fig. i.) Lorsque la première droite ne seçp donnée que par deux points 
cotés(i4''',7)et(i2"',5), on portera l'intervalle AB de ces projections au-dessous 
du point ( io",6), et l'on obtiendra un second point de la nouvelle droite, lequel 
aura évidemment pour sa cote (io'",6 + ^"72) ou (12", 8). Alors on achèvera 
l'échelle de pente de la droite demandée , comme au n'' 762. 

769. Une courbe isolée se représente par sa projection horizontale accompa- 
gnée des cotes d'un certain nombre de ses points, assez rapprochés pour que l'œil 
puisse saisir le cours ascendant ou descendant de cette ligne , ouipour que les arcs 
intermédiaires puissent être regardés commodes droites. Mais, presque toujours, 
les courbes sont liées à des surfaces que nous apprendrons bientôt à représenter; 
c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas davantage ici. 

770. {PL 6l[yfig. 2,) Un plan, lorsque c'est une grandeur réellement existante, 
et qu'il est, par conséciuent, limité de toutes pnrtSj se représente par la projection de 
son contour dont chaque angle doit avoir sa cote ; et l'on y ajoute un certain nombre 
de sections de niveau qui sont des droites parallèles à sa trace horizontale. Ces 
sections , que l'on choisit équidistantes et éloignées , par exemple de i mètre dans 
te sens vertical, doivent être marquées à leurs deux extrémités d'une cote commune; 
puis, si l'on trace une perpendiculaire à ces horizontales, ce sera évidemment la 
projection de la ligne de plus grcmde pente du plan proposé, et en cotant les points 
où elle est rencontrée par les diverses horizontales , elle deviendra ce qu'on appelle 
Véclielle de pente du plan en question , laquelle est ordinairement indiquée par un 
trait double. Ce mode de représentation équivaut à regarder, ainsi qu'on le fait 
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dans la géométrie descriptive, un plan comme engendré par une de ses horizon- 
tales qui glisserait, parallèlement à elle-même, sur la ligne de plus grande pente 
de ce plan. 

771. {Fiy. 2 bis.) Lorsqu^un plan eêt itlimUé et n'existe pas réellement, ou le 
représente seulement par une de ses horizontales cotée, avec son échelle de pente 
graduée : on assigne ainsi la génératrice et la directrice de cette surface, ce qui 
suffit pour la déterminer complètement. Souvent même on se contente de mar- 
quer Téchelle de pente graduée; parce que de la on peut déduire autant d'hori- 
zontales cotées que Ton veut, puisqu'elles sont toujours perpendiculaires à la 
direction de réchelle. 

772. Lorsqu'un plan est horizontal, son échelle de pente n'existe plus, mais 
tous les angles de son contour portent la même cot^; ou bien, si ce plan est indé- 
fini, on le désigne par le plan horizontal à la cote u. Si le plan donné est vertical, 
on le représente simplement par sa trace horizontale. 

773. (Fig. 2 bis.) Déterminer le plan qui passe par trois points donnés (9'",4)> 
( 14") et ( 17'"). On joindra par une droite le premier et le dernier de ces points, 
et, au moyen d'une proportion analogue à celle employée dans le n"" 762, on 
cherchera sur cette droite un point qui ait pour cote i4" : alors la droite qui réu- 
nira ce dernier point avec le second des points donnés, sera évidemment une hori* 
zontale du plan demandé; et une parallèle, menée par le point (17"), sera une 
seconde horizontale de ce plan , dont l'échelle de pente deviendra dès lors très- 
facile à marquer et à graduer. 

La même marche s'appliquerait évidemment au cas où le plan demandé devrait 
passer par un point et par une droite donnés ; et si cette droite était déjà pourvue 
de son échelle de pente, la solution serait encore plus simple. 

774. {PL 6L\jfig. 3.) Par une droite donnée^ conduire un plan dont ta pente soit -. 

On doit connaître au moins les cotes de deux points de cette droite, qui sont ici' 
10" et i2",5 : alors , en regardant le point supérieur ( 10") comme le sommet d'un 

cône droit dont les génératrices auraient l'inclinaison - (n*765), il suffira évi- 
demment de mener à ce cône un plan tangent qui passe par le second point. Or, 
si Ton décrit un cercle qui ait pour centre Ja projection du point (10"), et pour 
rayon une longueur prise sur l'échelle horizontale du dessin, et égale à n fois la 
différence 3",5 des cotes dés points donnés, ce cercle sera évidemment la trace du 
cône en question sur le plan horizontal qui passe par le point inférieur (i2",5). 
Donc, en menant par ce dernier point deux tangentes à ce cercle, on obtiendra les 
traces horizontales de deu^ plans qui satisferont au problème; et leurs échelles 
de pente s'en déduiront aisément, puisque l'on connaîtra leurs directions et deux 
points cotés de chacune d'elles. II est d'ailleurs facile de voir que le problème 

5* édi(. /|2 
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n'admettra qii'ttne solution ou deviendra impossible, selon que la pente assignée 
sera égale à celle de la droite donnée , ou moindre que cette dernière. 

775. Lorsque la droite définie par les deux points cotés se trouvera très^peu 
inclinée, la méthode précédente conduirait à tracer un cercle très-petit, et par là 
peu conamode à employer. Dans ce cas , on imaginera un plan horizontal inférieur 
aux deux points, et coté en nombre enHer; puis, on décrira snr ce plan deux 
cercles dont les centres soient les projections des deux points proposés, et dont les 
rayons soient n fois la hauteur de chacun de cas points au-dessus de ce plan hori- 
zontal. On aura ainsi les bases de deux cônes dont la pente sera -, et il restera à 

n 

mener une tangente commune à ces deux cercles. 

776. Si la droite donnée était horizontale , on aurait tout de suite la projection 
de Téchelle de pente du plan cherché, en tirant une perpendiculaire à la droite 

proposée; puis, comme l'inclinaison - est assignée, il n'y aurait qu'à porter sur 

cette échelle, à partir de la droite proposée, une longueur de n mètres mesurée 
sur l'échelle horizontale du dessin , et l'extrémité de cette longueur répondrait à 
un point de l'échelle de pente, dont la a>£e serait moindre d'un mètre que celle du 
point situé sur la droite donnée. Ayant ainsi deux points cotés de cette échelle de 
pente, il serait bien facile d'en achever la graduation. 

777. {Fiff. /i.) Par un point (io",3) situé sur un plan donné, tracer sur ce plan 

une droite dont la pente soit -. On tracera une horizontale de ce plan dont la cote 

n -, 

diffère de celle du point donné, de 4" par exemple, et soit^aiqsi i^'^y^j puis, avec 
un rayon égal à 4 fois la base n de la pente assignée, et du pÏNPt donné comme 
centre, on décrira un arc de cercle qui, en coupant l'horizontale clKHsie, fera con- 
naître le point que l'on doit joindre avec le point donné pour avoÎT la droite 
demandée. On sent que ce problème aura en général deux solutions, maïs elles se 
réduiront à une seule,. ou deviendront impossibles, si la pente assignée pÇur la 
droite égale ou surpasse celle du plan donné. 

778. Étant donnée la projection d'un point situé sur un plan connu, trouver la îl^^^ 
de ce point. On mènera par cette projection une perpendiculaire sur l'échelle 
plan , et la cote du point de rencontre sera celle du point proposé. 

Si l'échelle du plan n'était pas construite, et qu'il fût représenté seulement par 
diverses horizontales , on pourrait appliquer sur le point proposé une règle divisée \ 
en millimètres, en la plaçant de manière que deux divisions entières tombassent v 

sur les horizontales voisines ; par là , on apprécierait immédiatement la fraction de 
mètre qu'il faut ajouter à la cote de l'horizontale supérieure pour obtenir la cote du 
point en question. 

779. ( Fig, 5. ) Trouver F intersection de deux plans P et F, donnés par leurs échelles 
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graduées. Ou Iracera , dans chaque \À'd\\ , deux, liorizoptalcs qui aient respectivement 
les mêmes cotes; Qt la rencontre de ces quatre droites fera connaître deux points 
cotés de rinterseciioQ demandée, ce qui en déterminera la projection et la pente , 
ainsi que layî^. 5 le montre assez clairement. 

780. [Fig. 6. ) Lorsque les horizontales des deux plans P et F se rencontreront 
trop loin 9 on emploiera des plans sécants auxiliaires ^ par un procédé remarquable 
auquel il faut souvent recourir dans la théorie actuelle. Traçons deux parallèles 
a et 6 dans une direction arbitraire , et regardons-les comme les projections de deux 
horizomaies qui auraient pour cotes, Tune i2'", l'autre lo"; dès lors ces droites a et ô 
déterminent un certaia plan P'^ dont il est facile de trouver, par le procédé du 
n** 779, rintersection c avec le plan P, et l'intersection d avec P'. Or ces deux sec- 
tions c et d se coupent en un point a?, qui appartiendra évidemment à rintersection 
des plans primitifs P et P'; puis, on trouvera un second point x\ en tirant deux 
autres parallèles horizontales a' et b' : de sorte quexx' sera la projection de Tinter- 
section demandée, et, pour achever de définir cette droite, il n*y aura plus qu'à 
trouver les cotes des points x et x\ ce qui s'effectuera par Tan des moyens indi- 
qués aux n"* 763 et 778. 

Ce procédé deviendrait indispensable , si les plans donnés P et P' avaient leurs 
horizontales respectivement parallèles; mais alors un seul plan auxiliaire suffirait, 
puisque l'intersection demandée devrait être aussi parallèle aux horizontales pri- 
mitives. 

781. (Fig. 7.) Trouver firUerseclion d'une droite et dun plan donnés. On con- 
duira, par la droite proposée, un plan auxiliaire dont les horizontales seront deux 
parallèles menées arbitrairement par deux points de cette droite; puis, en cher- 
chant l'intersection de ce plan auxiliaire avec le plaji donné, cette intersection 
coupera la droite proposée au point demandé x. Il restera à estimer la cote de ce 
point, comme nous l'avons indiqué aux n*** 763 et 778. 

782. (JPîy. 8, ) On trouvera semblablement le point de rencontre de deux 
droites données, qui seraient situées dans le même plan vertical, ou qui auraient la 
mâne projection. Cor, en conduisant par chacune d'elles un plan arbitraire, l'in- 
tersection de ces deux plans ira passer par le point cherché , dont la cote s'estimera 
ensuite comme au n"* 763. 

783. Par uo moyen analogue <, on pourra reconnaître si deux droites données ^ 
dont les projections sont différentes, se coupent effectivetuent; car, dans ce cas, il 
faudra que rintersection dea deux plans arbitraires conduits par ces droites aille 
passer par le point commun aux deux projections données; ou bien , on examinera 
s'il y a parallélisme entre les droites qui réuniraient les points affectés des mômes 
cotes. 

78ft« {PL 65 , fig^ 9. ) Par un point donné ( 10'", 4 ) , conduire un plan parallèle à un 
plan donné. L'échelle de pente du plan cherché sera parallèle à celle du plan connu. 
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Ci passera par le point donné. D'ailleurs , puisque riticlinaison doit éVre égale, il suf- 
fira de joindre le point (io",4) avec celui qui a la même cote stir Téchelle donûéô , 
puis de mener à cette ligné de jonction , des parallèles par les* aeftrës diTisions de 
Téchelle du plan connu. • . . 

' 785. {Fig. lo.) Par deux droites données^ conduire deux plans qui soient par'altéUs 
entre eux. On mènera , par un point de la première droite , une paraHèle à la seconde, 
et, par un point de celle-ci, une parallèle à la première droite. Alors, en covidiii- 
saut un plan par la première et la troisième droites, puis nu antre plan par ta 
deuxième et la quatrième, on obtiendra évidemmetit les deux plans demandés. On 
sent bieù qu'ils se réduiraient à un seul , si les droites primitives se coupaient; ou 
quMIs deviendraient indéterminés, si elles étaient parallèles. 

786. D^un point donné (S'',^), abaisser une perpendiculaire sur un plan connu. La 

projection de celte perpendiculaii*e sera évidemment parallèle à la projection de 

Téchelle du plan, mais leurs inclinaisons seront inverses Tune de l'autre; e'est- 

3 ' ; • ' ' - • 

À-dire q lie si la peule du plan donné esl^ par exemple, celle de la droite cher- 

5 
chée sera s. Alors, en prenant sur Téchelle horizontale du dessin une longueur 

égale à 3 mètres, et portant cet intervalle sur la perpendiculaire indéfinie, au-des- 
sous du point donné (8",2 ) , on obtiendra un secorid point de cette perpendiculaire 
qui aura pour cote (8™, 2 +5") ou (i3'",2). Par là, cette perpendiculaire sera 
complètement déterminée ; mais nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter ces 
constructions , ainsi que celles qui sont indiquées dans les numéros suivants. 

787. Si d'ailleurs on cherche (n^ 781) le point de rencontre de celte perpendi- 
culaire avec le plan proposé, et que V611 calcule la vraie distance de ce point de 
section au point donné (n* 764), on connaîtra la plus courte dUtmwe de ce dernier 
point au plan proposé. 

788. De même , si Ton demandait la plus courte distance iTun point à une droite , 
on conduirait par ce point un plan perpendiculaire à cette droite , et l'^helle de 
ce plan se construirait par un procédé inverse de celui du n"" 786. Ensuite on cher- 
cherait le point de rencontre de ce plan et de la droite propo^, puis la vraie 
distance de ce point de sectioii au point donné. 

Les questions qui précèdent suffisent , sans doute , pour monirer comment on 
résoudra tous les problèmes où il n'y aura à combiner que des droites avec des 
plans; et nous engageons le lecteur à s'exercer encore sur la recîherche de' la plus 
courte distance de deux droites j et sur Tangte de deux plans, ou de deux droites 
données. ... , . 

789. {PL 65,fig. 11.) Les surfaces courbbs, surtout lorsqu'elles ne sont fias 
susceptibles d'une définition rigoureuse, comme cela arrive pour la surface du sol, 
se représentent par les projections d'un certain nombre de eourbetf de nit>eau^ qui 
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MDt les sections que produiraient dans cette surfaç^ des plans horizontaux , éqtiù 
distants dans le sens vertical ; puis, l'on regarde chaque zone comprise entra denx 
^urbes de niveau consécutives, comme engendrée pfr une droite qui^ en glissant sur 
ces deux courbes j demeurerait constamment normale à Tune d'elles ^ par exemple à ta 
cûnrbe inférieure* C'est donc une surface gauche que Ton substitue ainsi , dans chaque 
zone» à la surface réeUe du terrain,, dont la forme rigoureuse ne serait connue 
qu'autant qu'on aurait assigné la loi géométrique qui lie entre elles les diverses sec- 
tions de niveau; mais cette approximation est bien suffisante ici. 

790l Ordinairement» les courbes horizontales sont assez rapprochées et assez 
peu différentes dans leur courbure , pour que la génératrice rectiligne de chaque 
zone puisse être regardée comme sensiblement normale aux deux courbes à la fois. 
Dans celte hypothèse^ la surface que Ton substitue à la zone du sol devient déve* 
foppàble (n* 180); car chaque génératrice^ pour passer à une position infiniment 
voisine, se moQt sur denx tangentes qui sont évidemment parallèles, et dès lors 
BÎ tuées dans un înéme plan. 

791. (Fîflf. II.) Lorsque la distance des sections' de nfveau se trouve, dans cer- 
taines régions^ trop considérable pour que les droites génératrices soient sensible- 
ment normales aux deux courbes voisines , on peut substituer à ces droites des 
arcs de coarbe qui remplissent cette condition ; et par là on ne change pas le mode 
de génération, car cela revient à imaginer d'autres sections de niveau intercalées 
entre les premières , et assez voisines pour intercepter sur la génératrice curviligne 
des arcs qui puissent être regardés comme confondus avec leurs cordes. 

792. (Pig» li,) Trouver la cote d'un point donné par sa projection horizontale^ et 
niué sur une surface connue. Si cette projection tombe entre les courbes de* niveau 
qui ont les cotes 12" et iS*", on mènera par ce point une génératrice normale dont 
les extrémités auront ces mêmes cotes ; puis , en appliquant sur celte droite une 
règle divisée en millimètres , on verra aisément quel est le rapport des deux parties 
de oette normale 5 et alors une simple proportion fera trouver la cote du point pro- 
posé ( i2",6), 

793. La question réciproque, où Ton aurait pour but de trouver tous les points 
de la surface qui ont une cote doivnée ( i4"*9^)) ^t égalemeift facile à résoudre, en 
prenant les milieux des diverses normales; et c'est par ce moyen qu'on intercalera 
de nouvelles courbes de niveau entre les premières, ainsi qu'on le voit dans 
laji^. II. 

79A. {Fig' II.) Construire le pkm tangent pour un point donné sur une sur/ace 
emnue. Lorsque le point donné M sera placé sur une des courbes de niveau , le plan 
tangent devra passer par la tangente de cette courbe et par la génératrice recti- 
ligne LM qui lui est normale ; ainsi , en prolongeant oette normale jusqu'à la. courbe 
supérieure, la partie interceptée ML fera connaître : i*la direction de C échelle de 
penU du plan demandé ; 2* les cotes de deux points de cette échelle , dont la gra- 
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duatioQ sera dès lors bien facile à activer. Si l'oo admet ThypoUiè^ babitoelie 
du n** 790 , ce plan touchera la zone tout le long de la génératrice interceptée ÏM ; 
tandis qu'il ne serait tangent qu'au seul point M , si Ton conservait la génération 
du n" 789. 

795. Quand le point de contact sera donné entre deux courbes de niveau con* 
sécutives, on mènera encore de ce point une normale à la courbe inférieure; et 
si cette droite est sensiblement normale à la courbe supérieure ^ la partie inter- 
ceptée fournira la direction et la grandeur d'une des divisions de Téclidile du plan 
tangent. Dans le cas contraire, on tracera (n"* 793) la section horizoatale qui pas- 
serait par le point donné; et alors la tangente et la normale de cette courbe 
détermineront le plan tangent comme au numéro précédent. . 

796. Si, k partir d'un point L donné sur la surface, on mène une normale LM 
à la courbe inférieure , puis que , du pied de cette normale , on en conduise une 
autre MN perpendiculaire à la troisième courbe, et ainsi de suite, Tensejnble de 
ces diverses normales formera la ligne de plus grande penie de la surface , relative- 
ment au point de départ L. Cela deviendra évident, si Ton admet que chaque zone 
du terrain coïncide avec son plan tangent, dans une largeur très-petite autour des 
droites LM, MN, NP,..., et si Ton se rappelle ce que nous avons dit au n° 770 
pour la ligne de plus grande pente d'un plan. 

797. Dans les applications de la méthode actuelle, il importe beaucoup de 
savoir discerner d'avance quelle sera la position du plan tangent par rapport à la 
surface, dans. les environs du point de contact. Or, d'après ce que nous avons dit 
sur la courbure des surfaces et la note du n"" 695, on peut poser, comme vraie en 
général , la règle suivante : Lorsque deux courbes tracéed sur une surface se cou- 
pent à angles droits, et que l'une et l'autre sont^conv^a^es, c'est-à-dire situées au- 
dessous du plan tangent relatif au point commun, la surface est elle-même convexe 
tout autour de cq poiikt. Celte conséquence ne souffrirait d'exception que si les 
tangentes aux deux courbes reetai^ulaires se trouvaient comprises dans le même 
angle obtus PMq ou QMp {fig. i34) formé par les deux plans normaux iimite$ dont 
nous avons parlé au n^ 69& : mais ce cas exceptionnel ne se préseoiera jamais ici 
pour la section de nivBau et la ligne de plus grande pente, du moins m conservant 
l'hypothèee ordinaire d'une zone développable , admise au n"" 790; car alors cette 
ligne de plus grande pente sera tangente à l'une des deux sections principales. Ainsi, 
pour s'assurer que la surface du sol est convexe autour d'un certain point, U suf- 
fira de reconnaître que la courbe de niveau et la ligne de plus grande pente sont 
toutes deux canviexes dans le voisinage de ce point : or, la première de c^ lignesétent 
donnée en vraie grandeur sur. le pian horizontal, on verra bien si elle remplit cette 
condition ; et quant à la seconde, voici un caractère fadle à saisir. 

798. {Fig. II.) En désignant par h la distance verticalededeDX8ectioas.de 
niveau consécutives, et par / leur distance LM eu projection hoiîzontale, il eajt 
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clair que rixicKDaisoo a de la taDgente à la ligue de plus grande |)ente au poiut M 
sera donnée par la relation tang a = -, du moins pour des valeurs de h assez pe- 
tites. Si donc on veut que cette courbe soit convexe, ou située au-dessous de sa 
tangente dans le voisinage du point considéré ^ il faut évidemment que Fangle a 
aille en augmentant à mesure que Ton descend de L à M, N, P,..., et conséquem- 
ment que les distances horizontales / ou LM, MN, NP,..., aillent en diminuant, 
puisque h est constant. D'après ces remarques , on peut poser les règles suivantes : 

i**. La surface est convexe, c'est-à-dire inférieure au plan tangent tout autour 
du point de contact» quand toutes les courbes de niveau voisines sont convexes ^ 
et que leur distance horizontale diminue en descendant y ou du moins reste con- 
stante; 

7l\ La surface est concave^ ou supérieure au plan tangent, lorsque toutes les 
courbes de niveau sopt concaves , et que leur distance horizontale augmente en 
descendant, ou du moins reste constante; 

3% Lorsque les courbes de niveau sont convexes ^ et que leur distance horizon- 
tale augmente en descendant , la surface est convexe dans le sens horizontal , mais 
elle est concave suivant la ligne de plus grande pente, comme la gorge d'une 
poulie dont l'axe serait vertical ; 

4% Quand les courbes de niveau sont concaves, et que leur distance horizontale 
diminue en descendant , la surface est concave dans le sens horizontal et convexe 
dans le sens de la ligne de plus grande pente , comme la gorge d'une poulie dont 
l'axe serait horizontal. 

Mais, dans ces deux derniers cas et dans les autres variétés de forme que peuvent 
offrir les courbes de niveau, le plan langent se trouve en partie au-dessus et en 
partie au-dessous de la surface ; par conséquent , il coupe le terrain , et l'on ne 
peut plus s'en servir utilement pour les problèmes du défilement. Le môme incon- 
vénient a lieu dans le second cas cité plus haut. 

799. Il résulte aussi des considérations précédentes que la pente du sol , regardé 
comme coïncidant avec son plan tangent dans une petite étendue autour du point 

considéré, a pour mesure-. Ainsi cette pente est d'autant plus roide que les 

courbes de niveau sont plus rapprochées les unes des autres en projection hori- 
zontale ; et si deux de ces courbes venaient à se toucher, le terrain serait à pic en 
cet endroit. 

800. {Fig. II.) Sut une surface connue, tracer taxe (Tun chemin dont Ut pente soit 
constante. Si ~ est la pente assignée , on prendra une ouverture de ccHupas égale à 
6 unitéâ de l'échelle horizontale du dessin , et en la portant de a en b, entre deux 
courbes de niveau dont les cotes diffèrent de i mètre, il est clair que la droite 
projetée sur ab sera la ligne milieu d'une rampe plane qui aura bien une pente égale 
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à |. Donc, en continuant de porter le mépe intervalle de b en c, de c en (f, de tf 
en 6, avec le soin d'éviter que l'une de ces droites ne coupe deux fois la même 
courbe de niveau , on aura satisfait à la question proposée. 

801 . ( PL 65 , fig. 12.) Trouver Finierseclion cf «n plan donné avec une surface cou* 
nue. On tracera les horizontales dn plan , qui ont les mêmes cotes qtie les courbes 
de niveaB delà surface proposée; et leurs rencontres mutuelles feront connaître 
les points de Tint^rsection demandée. Mais il faudra pi^ndre garde de confondre 
les points (Centrée avec les points de sortie , et quelquefois intercaler de nouvelles 
courbes de niveau dans les parties où les données ne seront pas assez voisines. 
Pour obtenir le point cuiminant de la section , c'est-à-dire le point où la tangente 
sera horizontale , il faudra chei-cher une génératrice ab qui soit normale à la courbe 
de niveau inférieure, et parallèle à la projection de C échelle de pente du plan sécant; 
car, pour le point z de la courbe qui se trouvera sur afr, le plan tangent de la 
surface sera le même qu'en a (du moins dans l'hypothèse habituelle du n" 790); 
et comme ce dernier plan aura sa trace horizontale parallèle à celle du plan sé- 
cant, leur intersection, qui sera la tangente en a, se trouvera nécçssairement hori- 
zontale. Quant à la manière de trouver le point t où la génératrice ab rencontre 
le plan sécant donné , cela s'effectuera par la méthode du n* 781 , ainsi qu'on le 
voit indiqué sur la yi^. 12. 

802. Lorsque le plan proposé sera vertical , la section se trouvera projetée sur 
sa trace; mais alors, comme on connaîtra les cotes des points où il coupe les 
couii)eâ de niveau , on pourra exécuter un profil rabattu , en faisant tourner le plan 
sécant autour de sa trace horizontale. 

803. [Fig, i3.) Tramer l'intersection d^ttne droite et d*une surface données. On 
conduira par cette droite un plan arbitraire, en tirant à. volonté des parallèles par 
tous ses points de division : puis , en cherchant la section que ce plan produira 
dans la surface, cette courbe ira rencontrer la droite primitive au point demandé. 

80A. On trouvera l'intersection de deux surfaces connues, en combinant les 
courbes de niveau qui ont des cotes respectivement égales dans les deux surfaces. 

Enfin, s'il s'agissait d'avoir le point de rencontre d'une surface avec une courbe, 
on imaginerait , par cette dernière , un cylindre horizontal dont on chercherait Tin- 
tersection avec la surface donnée , opération qui s'exécuterait comme au n* 801 ; 
alors cette intersection irait couper la courbe donnée, aux points qui sont com- 
muns à cette dernière et à la surface proposée. 

Nous nous bornons ici à ces indications succinctes, parce que les autres ques- 
tions que Ton pourrait traiter par ces méthodes n'auraient d'intérêt qu'en les pré- 
sentant sous une forme qui les rattacherait spécialement à la Fortification. 
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CHAiPITRE III. 

NOTIOHS PU^UWmAIABS 61» VB» •H«(»»NA«BS. 

805< QuaDd uQjCQrp& solide ,.qa9lle^^e s^% ^^forme^ touraaaUtûur.d'oQ a^€i 
fixe» tous les points de ce .corps décrivent ^ çlaps un qoéine tefnps^, des arcs de cerde 
qui cojTespondeni à des angles néoeasaireinent ég^^X9 puisque le système est de 
forme invariable* Donc ces arcs se trouvent proportionaeip à leurs rayons r, r\r'\^i.f 
qui sont les distances de ces divers points à Ta^e fixe» et conséquemaoeat tes 
vitesses a^«p/ue$ v., t;\ v'V«m de tous ces points sont aussi propo;*tioncu$Hes aux : 
rayons r, r\ r'V«- ; de sorteque si Ton désigne ^v^ la vitesse absolue .QommxxQe à 
tous les points qui sont placés à une diaimce de Taxe égiale à l'unité y on aura 
toujours Ips relations 

-=-;=p-j= ... =«*, ttou i; = r», D'=î=:/a>,p..» 

La quantité o) est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ou la vilesse de rotation du. 
système , soit qu'elle demeure constante ou qu'elle varie avec le temps; et lorsque 
celle vitesse ci> sera connue, on voit que les vitesses des autres points da corps s'en 
déduiront immédiatement. 

806. Cela posé, un engrenage cylindrique est le système de deux roues dont 
les axes sont parallèles, et dont l'une ayant regu un mouvement autour de son 
axe immobile, communique à l'autre roue une rotation contraire antour de son 
axe également invariable. Mais cette transmission de mouvement doit être faîte 
sous la condition essentielle que les vitesses angulaires des deux roues conser- 
veront toujours entre elles un rapport constant; afin qu'un mouvement uniforme 
imprimé à la roue menante produise aussi un mouvement uniforme dans la roue 
menée , ce qui est en général une condition nécessaire pour le jeu régulier des 
machines. 

807. {PL 66yfig. i.) Pour remplir la condition énoncée ci-dessus, partageons 
l'intervalle 00' des deux axes en deux parties OA =rR, 0'A = R', qui soient en 
raison inverse des nombres k et kf par lesquels la question aura fixé le rapport que 
doivent offrir les vitesses angulaires des deux roues; puis , avec ces dislances pour 
rayons, décrivons deux cercles tangents en A, et dont chacun soit lié invariable^ 
ment avec son axe. Alors, je dis qu'on atteindra le but proposé en faisant tourner 
œs deux cercles primitifs de manière que les points de leurs circonférences prennent 
des VITESSES ARsoLUfis qui soteni égales dans les deux cercles; ou, en d'autres 
termes, de manière que les points A et a de ces circonférences décrivent toujours , dans 
un même temps j des arcs AA' et at^ qui soient égaux en longueur absolue. 

. En effet, en appelant V et Y' les vitesses absolues des points A et a, il en résul- 

5« édil. kZ 
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tera pour les roues et (V des vitesses «ogalaires (a* 805) données par les formates 

V , V 

ei gi Y= V' à (ooAes ies époques da mouvement , quoique 06b vitoBses puiêaent 
varier a<vec le iemps, il €st évident que Von aura tocqours 

« : oû' : : g : gj : : fc : fc'. 

Ainsi j en reacipiiesaiii la oondilion ÂA' = aa^j le rapport des vitesses angulaires des 
deuK roues demeurera bien consiant , et 0gal à œlui que la question avait assigné. 

808. {Fig» I. ) Pour que ie mouvement de rotation imprimé à la roue soit 
transmis à la roue 0' d'une manière efficace et capable de vaincre des résistances 
considérables, on arme ces deux roues de saillies ou dents, terminées par des sur- 
faces cylindriques projetées sur des courbes telles que AB et ab. On pourra tracer 
à volonté le profil ab d*une de ces dents (sauf la restriction du n"* 830); mais en- 
suite la foriue AB de la dent coi^uguée devra être choisie de manière que, par sa 
pressioin continue sur ab^ le mouvement satisfasse à la condition essentielle 
AA! =-aBi indiquée ci«dessus* 

{Fig. :2. ) Si donc on conçoit que la roue 0' ait tourné de manière que le rayon 
O'a soit parvenu en O'a', et le profil ab en a!b\ Tautre roue aura dû tourner 
d'an angle AOA^ tel , que Tare AX!=^aa! ; et dans cette position, la courbe inconnue 
AB, transportée en A'B^ devra aussi toucher le profil a'b' en un certain point m'. 
Un pareil contact devra se reproduire pour toute autte rotation satisfaisait à l'é- 
galité des arcs parcourus par les points A et a ; mais, comme dans ce genre de mou- 
vement ies deux profils AB et ab se 'déplacent simultanément, il n'est pas facile 
d'apercevoir la redation géométrique qui doit les lier entre eux : tandis que cela 
deviendrait fort aisé, si l'un de ces profils demeurait immobile. Nous allons donc 
tâcher de ramener la question à ce dernier état. 

800. A cet effet, et lorsque les deux roues ont déjà pris la position où les dents 
sont devenues A'B' et a!b\ faisons tourner tout le système autour du point 0, sans 
altérer la situation relative d'aucune de ses parties, et de manière que ie rayon OA' 
reprenne sa position primitive OAZ, et le profil A'B' sa première situation AB. Par 
là, la ligne des centres 00' aota décrit l'angle 0^00, correspondant à un arc AA, , 
égal à AA' : le cercle 0' sera devenu le cercle 0, , et le profil a'b' aura pris la posi- 
tion a, 6, , qui devra évidemment se retrouver tangente au profil primitif AB, comme 
cela avait lieu pour ciV et A'B'. Mais, puisque les arcs A, A et A, a, sont les mêmes 
que AA' et A a', qui ont par hypothèse la même longueur, il s'ensuit que ces arcs 
A, A et A, a, sont aussi égaux entre eux; et de là résulte cette conséquence remar- 
quable : le cercle O^ftwec son profil a,b , nest autre chose que ce que deviendrait le 



Digitized by 



Google 



CHAPITBE III. — PlUiLIMJNAiaES SUR LES ENGRENAGES. 339 

eercte 0' cwéc ton profit ab, H l'anfabait mulkr ce éemier eerclcr sans gikser^ awr ta 
drearfértnce demeurée emièremeni mMOMLE, àmi que eon profit AB. 

Et eoiDBie il en seraîl de màne poar tout autre angle de rotation, satisfaisant 
à ia conditicm AA' = aa\ on peut poser ce principe général : I^orsque deux 
cercles tangents et (Y tournent a^ilour de lews centres impièûbileSf de manière 
qoe leurs circoofiéreuees prennent des tiiesaes égtdes^ leurs positions retaiives, 
et celles des courbes qu'ils entraineni avec eux, sont les mêmes que si Ton avait 
laissé le cerde O entièrement immobile, el qu'on eût Tait rouler le cercle 0' sur le 
premier. 

810. {Fig. 3.) D'après cela, on Voit que la propriélé caractéristique de la 
courbe AB peut être énoncée comme il suit : Le prefit AB dekî être l'ejvyeloppe de 
Umtes les: posUions a.b^, a,b,,..., qti'eceupefa le profil ab, hrsquonfera rouler le 
cercle (y sur le cercle 0, qui demeure entièrement immobile. Ainsi ^ après avoir con* 
slruil un certain nombre de positions C,, (Vj, 0'^ ,••., du cercle roulant 0', avec 
les courbes correspondantes «,fr,, a,^,, «, A, ,...,, i\ n'y aura pl«s qu'à tracer une 
courbe kee^e^... qui soit tangente à toutes ces eweloppées^ Mais ce procédé fort 
simple, qui offrirait déjà une approximation suffisante dans beaucoup de cas,^ 
acquerra toute la préci^kNoi désirable, si nous donnons, cornue nous allons le faire» 
nn moyen de trouver la position même des points- de c(N»tact. 

811. {Fig. 3.) Observons, d'abord, que l'envdoppe de toutes les courber a6, 
^2 ^2 f ^»^5 9«* M n'est autre chose qxx» le lieu des intersections conaécutives i, i^ t \ -• «y. 
de toutes ces courbes supposées infinhneni voisines; car ce lieu aurait évidemment 
deux points communs avec chacune de ces enveloppées, el conséquemmenl il sentait 
tangent à chacune d'elles. 

Cela posé, si l'on considère le cercle individuel 0\ avec l'enveîoppée correspon- 
dante a,*3, et qu'on mène à celle-ci une normale A^^, partant du point de contact 
du cercle mobile, je dis que a, sera le point de contact de l'enveloppe AB sur la 
courbe a^b^. En effet, pendant la rotation du cercle 0', pour passer à une position 
infiniment voisine, le point e^ décrit (n" 474) nn petit arc circulaire e^z qui a pour 
rayon la distance A,«, : or, puisque cetle droite a été choisie normale à la courbe 
aj},j l'arc e^t sera tout entier sur Tenveloppée a,b^\ donc le point e se trouvera 
commun à Kenveloppée a^b^ et à ceHe cpii la suit imÀiédiatement) et dès lots ce 
point appartiendra à l'enveloppe cherchée AB, Mais cette enveloppe passerait aussi 
par un point analogue z situé à gauche* de c,, et qui serait rintersection de la 
courbe a^b^ avec l'enveloppée qui la précède immédiatement; donc l'élément l'e^i 
se trouve commun à l'enveloppée a^b^ et à l'enveloppe général/a AB : par consé- 
quent, le contact de ces deux lignes est bien en e^ , et leur normale commune est A3 e^. 

812. D'après œla, qonnd l'enveloppée ab çera défile géométriqu^ooent , oji 
saura mener à ses diverses positions des normales partant des points A,, A3,..., 
lesquelles feront connaître autant de points e,, e^,..., de Tenveloppe générale. Si 
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l'enveloppée ab a'est doofnée que graphiquement, après Tavoir transportée dans la 
position a^b, par exemple, on cherchera une ouverture de compas telle, qu'en dé- 
crivant du centre A, un arc de cercle, il touche simplement la courbe a-b^ ; une 
petite portion de cet arc appartient sensiblement à l'enveloppe, et en raccordant 
tous les arcs semblables par un trait continu, on obtiendra l'enveloppe cherchée 
avec une exactitude suffisante pour la pratique. Néanmoins, ce tracé offrirait encore 
plus de précision, si on l'effectuait avec les rayons des cercles osoulaieurs de l'enve- 
loppe ; c'est pourquoi nous allons donner le moyen de trouver ces derniers«t 

813. (PL 66, fig, 40 Centres de courbure de l'enveloppe. Soit (ï une position 
quelconque du cercle mobile qui touche le cercle fixe O au point « ; soient ab l'en- 
veloppée correspondante à cette situation, AmB l'enveloppe générale, C et C les 
centres de courbure de ces lignes pour le point de contact iw, centres qui doivent 
être sur la normale commune am, et dont le premier est censé connu par la dé^- 
nition de la courbe àmb. Si l'on prend sur les cercles primitifs deux arcs oa, et <xec 
qui soient éganx^n grandeur absolue et infiniment petits, la droite Ca, tii, sera une 
normale de Tenveloppe, et Cm* a une normale de l'enveloppée; car le centre de 
courbure C ou CJ doit être l'intersection de la normale a m avec une normale infi- 
niment voisine. Or, quand la rotation du cerclé 0' aura amené le point u en con- 
tact avec a,, les deux normales Ca, et CV se trouveront nécessaireiment en ligne 
droite, ainsi que les deux rayons Oa, et O'a ; d'où l'on conclut que les angles Oa, C 
et O'a C doivent être égaux actuellement, puisqu'ils ne changeront pas de gran- 
deur pendant le roulement du cercle 0'. Cela posé, en désignant par 9 l'angle 
a C = 0' a C, on a évidemment 

0«.C = c^ + — C, 0VC' = 9 + C' — 0'; 

d'où il résulte, en égalant ces deux expressions, 

{a) o + (y = c + c'. 

Pour estimer ces derniers angles , il faut employer les arcs décrits de leurs som- 
mets avec un rayon égal à l'unité, et comparer ces arcs avec «a, et aa' (jue Ton doit 
regarder comme une seule ligne droite perpendiculaire à OaO^ Dès lors, en posant 

0« = R, Cfn = p, 0'« = R', C'wi=:p', am = p, au, =^ aa = ds , 

et en décrivant avec le rayon Ca ou C'a un arc de cercle qui aura évidemment 
pour longueur ds . cos cj), on trouvera aisément 

puis, en substituant ces valeurs dans l'égalité précédente (a), il viendra 
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formule trèst-simple qui fera counattre le rayon de courbure p de l'enveloppe , et, 
par suite y son centre de coutbore C, q^iand on connaîtra le rayon ^' de l'envelop- 
pe, et les quantités p et cf qui seront déterminées pour chaque position du cercle 
mobile 0'. Mais nous allons donner, de cette formule, une traduction graphique 
qui dispensera de tout calcul. 

8fA. On prévoit aisément, sans tracer une nouvelle figure, qu'on devra chan- 
ger le signe de p^ dans cette formule, quand le centre G tombera du même côté 
que C par rapport au point m : il en faudra faire autant pour R', si le centre Qf 
est placé du même côté que relativement au point de contact a des deux' cer- 
des. Ainsi, dans le cas de la/^. 5, Téquation (Â) prendra la forme 

qui est bien symétrique dans toutes ses parties. Sous ce point de vue, il eât été plus 
rationnel d'établir la démonstration sur la fig, 5, où les centres sont placés d'un 
même côté de la tangente; mais comme ce dernier cas se présente beaucoup plus 
rarement dans les engrenages, nous avons voulu fixer l'attention du lecteur sur 
les données les plus habituelles. 

Les formules (A) et (B) et celles du n*" 817 sont dues â M. Savary^ qui les avait 
données dans ses Leçons de machines à l'École Polytechnique, ainsi que la con^ 
struction graphique fort élégante que nous allons exposer. 

815. (Fîy. 6.) Joignons par des droites les centres et C, 0' et C; puis, en 
prolongeant ces droites, cherchons les points D et D' où elles iront couper la per- 
pendiculaire aD élevée sur la normale commune Cad : il arrivera que ces deux 
points D et D' seront confondus. En effet, si des contins et 0' on abaissé des 
perpendiculaires sur la normale CaC, on formera des triangles qui seront sem- 
blables avec CaD et CaD\ et desquels on tirera aisément 

^p_ (p — p)R8in<y ^j)/^ (p^ + p)R^8in(p 

RC0S<j> — (p— p)' * (p' -l-p) — R'cOSç' 

Or la formule (A) donne, en transposant le deuxième et le troisième terme, 
RGOS(y — (p — p) (p' + p) — R'cosç 

(7:qôR (p' + p)R' ' 

ce qui prouve que les valeurs précédentes de a D et a D' sont bien.égales. 

816. Ainsi, quand on connaîtra le centre de courbure G pour le point m de 
l'enveloppée amb^ on tirera la droite C'O' que l'on prolongera jusqu'à ce qu'elle 
rencontre en un point D la perpendiculaire «D élevée sur la normale «mC; 
puis, en joignant ce point D avec 0, la droite OD ira couper la normale pro- , 
longée C a au point C, qui sera le centre de courbure de l'enveloppe AmB pour 
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le point m. Lorsque l'enveloppée amb, au lien d'être définie par se& pri^vîétéâ géo*- 
métriques y ne sera donnée qtie graphiquement, on tracera plusieurs cepctes- tan- 
gent? en m à celte courbe, et en choisissant celui d'eiktre eusL qiâ approchera davaiir 
tage de se confondre avec ab dans les environs de m, son ceotre pourra être pcis 
pour le point C. 

Dans tons tes cas, si , avec les rayons tels que Cm , on décrit de petits arc& de 
cercle, et qu'on les raccorde par un trait continu, on obtiendra te tracé de Tenve- 
loppe A m B de la manière graphique la plus exacte. 

817. (Pig- 4*) Avant d'appliquer ces résultats à divers exemples, nous friace- 
rons ici une remarque importante pour la théorie des engrenages; c'est que, pen- 
(Jant la rotation du cercle (y sur le cercle fixe 0, la courbe amb ne roule pas sim- 
plement sur AmB, mais elle gHs9e en même temps sur cette dernière (n*" ft6ft), 
d'où il résulte entre les dents des deux roues un frottement qui consomme une 
partie de la force motrice. En effet, lorsqu'à une époque quelconque tes ceréles 
O et 0' se touchent en «, le contact m de l'enveloppe avec l'enveloppée est donné 
par la normale CatnC, menée de ee poinli a\ donc, quand un dféplaeement la* 
finimeni petit aura fait toucher les cercles par les points a* et «, ^ tes normales 
correspondantes seront les droites G^a' et Ca, , qui vont déterminer les points fii^ 
et m, , par lesqiiels l'envdoppée et Tenveloppe se. toucheront à cette; seconde épo- 
que du mouvement. Or, si les arcs ^mn^ et mm^ ne sont pas égaux et dirigés dans le 
même sens , il est clair qu'il y aura glissement de l'une des courbes sur l'autrei : 
calculons donc ces arcs^ 

L'arc mm\ fait partie du cercle oseulatenr de AmB, et il est semblable à Tare 
qui serait décrit avec lie rayon Ccc, et que nous avons déjà dit (n"* Sti3) être 
égal à d$ . eos (p. Ainsi on trouvera 

ùC0S(D.d8 , ç/coso»d» 

mm. = ' -^ , mm =*--r— ^ ; 

9 — P p' + p ' 



d'où 

mm 



■-'"'»- (p-i:^--4:^)<^«9-'^*=(^+^')p''*^ 



en réduisant d'après la formule' (A). D^ailleure , si Fou considère un déplacement 
de grandeur finie, représenté par 9" — «' sur le cerde fixe, la différence des arcs 
parcourus sur l'enveloppe et l'enveloppée par leur point de contact sera donnée 
par l'intégrale dé&nie 



^="(5-^5^)^'^^ 



don^, en excluant le cas iduslté où la portion de normale am=cîp changerait. dq 
signe dans l'intervaHe de «' à «^ il' est certain que cette intégrale, composée d'éièt 
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meots iaus^pôtU^t ne sera jamais nulle; et^ par suite., il y aura toujours un glisse- 
ment «fttTÊ les courbes amà et AmB. 

818. Nous ne nous arrêterons pas au cas trè&>particulier où p serait supposé 
constamment nul ; car cela exigerait que l'enveloppée et l'enveloppe fussent con- 
fondues avec les circonférences 0' et 0. Si l'un des deux centres C, C était situé 
entre « et m, on doit apercevoir, sur la fig. 4 y que les points m^ et mf seraient 
placés l'un à gauche et l'autre à droite de m; mais» comme alors un des arcs mm^ 
et mm^ serait négatif, ce serait encore leur différence analytique qui donnerait 
l'écartement des points vn, et m\ de sorte que l'intégrale S s'applique aussi, à ce cas. 
Enfin, lorsque le roulement est intérieur, comme dajis la fig. 5, cette rnt^ale 
prendra la forme 

mais, puisque, dans œ cas, les rayons R et R' sont nécessairement inégaux, la dif- 
fëreoce d^ des arcs parcourus par le contact se trouvera encore différente de zéro, 
et il y aura toujours un glissement entre l'enveloppe et l'enveloppée, pourvu que 
p ne change pas de signe dans l'intervalle que Ton considère. 

Revenons maintenant à la construction graphique des centres de courbure d'une 
enveloppe, en prenant pour exemples les cas employés le plus ordinairement dans 
les engrenages. 

819. (PL 67, fig. 9.) Enveloppe d'un point mobile. Si l'enveloppée se réduit à uu 
point unique a placé sur la circonférence même du cercle mobile O'', l'enveloppe 
ne sera autre chose que la courbe décrite par ce point, c'est-à-dire l'épicycloïde 
simple aMB : ce serait l'épicycloïde allongée a'M'B', si le point générateur était 
placé en a' à l'extérieur du cercle mobile; et s'il était placé intérieurement en a", 
il donnerait lieu à l'épicycloïde raccourcie a''M"B". On a vu précédemment 
(n" 471, 473) combien il est facile de trouver les points M, M', M'' de ces courbes, 
qui répondent à chaque position du contact a du cercle mobile 0"; et que les nor- • 
maies correspondantes sont les droites aM, aM\ aM". Maintenant, pour obtenir les 
centres de courbure, il faut, suivant la règle du n*" 816, élever sur chaque normale 
une perpendiculaire «D, aD' ou aD'', et la prolonger jusqu'à ce qu'elle coupe le 
diamètre MO' : puis, enjoignant le point de section D, D' ou D", avec le centre 0, 
par une droite, cette dernière rencontrera le prolongement de la normale au centre 
cherchée, Cou C". 

820. {Fig. 9.) Pour l'épicycloïde simple AMB, on voit bien que, sans tracer la 
perpendiculaire «D, le point de rencontre avec MO' sera toujours à l'extrémité D 
de ce diamètre; en outre, la suite des centres de courbure analogues à C formera 
une développée ACE, qui sera elle-même une nouvelle épicycbïde, que l'on peut 
déterminer à priori de la manière suivante. Après avoir élevé la perpendiculaire 
Cg sur la normale, on décrira un cercte qui ait pour dianaètre l'intervalle «6, et 
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un antre ioerçlç^ ait jpsur.r^yc» ()^;,.p^is,,.€|^ fai^apt router Iç, pr/Bmiçr. sortie 
secoad, lo poiat C.0figen(jrer# la dévçJJQpp^.AÇE^.Pqul: j^pUfier. cette a$^rtion^ 
adoptons les flotoiliws saisa^tes^ : »,.;.» i ^ . ., .. 

puis, observons qu'à causé de at)=±NlTi 6n a évidemment ' 

'.. . , ■ : t. . \og;Of«;;çÇ:ab:;aé:'.»X;... ■ 
ce qui donne fa relation \ \[ ' 

riïi: ; r'.: )R',. P'agJJieurs R = r + ar'j, 

^^ ' /•• RR' ■ ■■■• 

'R4-2R 



d'où l'on conclut 






Ces valeurs constantes prouvent déjà que les deux cercles décrits avec ,06 j6t ^. 
resleroM ÎDvarjiables de graud^ur^^qq^Me gu^ soit la<.po8i^k)n du contact a du 
oerole prij9)î(ÂfO'^ dès lprs«.pprè£f avqir (uris T^rc AF ^ai h .1^ itjlQwi-circQqféreQOQ 
MfexJD^ et.^Vjoirf;tiné la.rc^yqn.OBp^ il np ai^lei^ plus qyi'à 4épacmtrer.qiierarc ÇC 
est égal à 6E^ Oc les-arcs ^eipUabl^ êC, /et AIT spnt propqrtioDoels à l^rs rayons.» . 
aiRBî qu0 6S et 01F; on a dpBG . • . 



arc6C = ~.MT, 



arcèE=*-. 



Mais HIT=±=«F; donc les arcs gC et 6B sont aussi égaux en longuelir absolue, 
diaprés la proportion trouvée plus iMiut entre les quatre rayons. 

8M. Pour le sommet B dél'épiéyeloïde primitfve, le centre de courbure est 
évidemment placé b Torigine E de la développée ACE; mais, comme la règle 
générale du u* $16 devient insuffisante pour obtenir ce centre particulier E, à 
cause de la coïncidence de plusieurs lignes, il importe de savoir le trouver direc- 
tement. Or la valeur de r =11 OB^ qui a été donnée ci-deesos, fait voir que si Ton 
décrit sur OB comme diamè1a*e une ilemi-circonférenee , elle coupera le cercle pri- 
mitif du rayon OA eh un point G tel, que la perpendiculaire GE fournira le point 
cherché E. 

822. On a vu au n* 109 que, dans une courbe quelconque , un arc de la déve- 
loppée est toujours égal à la différence des rayons de courbure qui aboutissent à 
ses extrémités. Donc ici Tare AG égaie la droite CcxH; et la demi-^branche ACE' 
aura pour longueur EBr^ar'w-^R'; mais, poor n'employer que les élémeDt$ 
même de Tépicycloïde ACE , il faudra substituer pour R' sa valeur en fonction de r 
et i^, tirée des formules du n* 820 , et Ton trouvera 



ACE: 



r 



résultat qui peut se construire aisément sur la figure. 
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822 bh. LktuCLoSùE ordinaire dont nous avons parlé a«i n* 478, 86 déduit de 
répicycloïde , en supposant infini le rayon du cercle fixe, ce qui change ce dernier 
en une droile sur laquelle roule le cercle mobile. Si donc on appHqtsfê à la ftff. 8, 
i^l. 47, la règle du if 816, on trouvera que, par l'extréihité du diamèlre MO'J, il 
faut lirer une droite qui aboutisse au centre du cercle fixe, c'est-à-dire ici une per- 
pendiculaire 5C sur la base DAF; et que la rencontre de celle droite dC avec la 
uorniale MA prolongée, fournira le centre de courbure C relatif au point M. 11 en 
résulte évidenament que le rayon de courbure MAC de la cycloïde est toujours 
double de la normale MA ; et conséquemment , pour le sommet G , le rayon de cour- 
hure 6ë est égal au double du diamètre du cercle mobile. De là on conclura 
aisément que la développée DCË qsI une autre cycloïde égale à DGF, et que la 
longueur totale de cette branche DGF est égale à quatre fois le diamèlre du cercle 
générateur (ï. 

823. (PL S'j.fifj. io.)fiwc/oppe(ftiiicercte. Soient Ole <3ercle fixe, et O" le cercle 
mobile qui, en roulant sur le premier, entraîne avec lui un petit cercle o) dont le 
centre est fixé sur la circonférence 0^ Adoptons pour position initiale celle où le 
centre w se trouve coïncider avec le point de contact A des cercles et 0"; alors, 
quand ce dernier aura roulé jusqu'en 0', où il louche le cercle en a, ii faudra 
prendre Tare «M égal à «A; puis , du point M comme centre, avec le rayon donné r, 
décrire un cercle amb qui représentera la position actuelle de <d. La série des 
points M, M,,..., formera d'abord une épicycloïde AM,M; ensuite, d'après le 
n* 811, il faudra mener du point de contact a, une normale «Ma l'enveloppée 
amb , et les points de rencontre m et m' appartiendront à l'enveloppe demandée , 
laquelle se composera ici de deux branches, l'une intérieure em, l'autre extérieure 
tm'. Ces deux enveloppes auront évidemment les mêmes normales que l'épicy- 
tîloïde AM; conséquemment , elles auront aussi les mêmes centres de courbure et 
la même développée ACE qu€ l'épicycloïde, ainsi qu'on y serait conduit forcément 
en appliquant à l'une ou à l'autre le procédé graphique du n"" 816. Mais leurs 
rayons de oourbure, tels que Cm ou Cm', seront tous plus petits ou tous plus 
grands que ceux de AM, de la quantité constante Mm = r; de sorte que ces trois 
courbes seront équidistantes partout, dans le sens de leers normales communes. 

82(k* Chacune de ces enveloppes présenta un rebroussement à remlroît où elle 
vient rencontrer la développée ACË. Pour déterminer le point s, il faut observer 
que, les points m et C s'étant rapprochés jusqu'à coïncider, alors le rayon de 
oourbure de l'épicycloïde est devenu égal à Mm = r. Si donc on regarde cette 
épicycloïde comme Tenveloppe de l'espace parcouru par le point u> du cercle rou-* 
lant 0", et qu'on lui applique la formute (A) du n* 813, en observant que la nor- 
male désignée alors par p est ici la corde «M du cercle mobile, on verra qu'il faut 
poser, dans celte formule, 

p = r, p' = o, p=:2R'coscp, 

6' édit. Uk 
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d'où Von dédwira aisément 






Dès lors, en prenant sur la circonférence 0, à parlîr du point A, un arc égal à 
ceUii qui, dans le cerclé 0", a pour corde la valeur que nous venons de trouver 
pourp, on obtiendra le point de contact a' qui répond au rebroussement cher- 
chée} et ensuite ce denjier point se construira facilement , comme on Ta fait pour 
le centre C au moyen de a. 

Au lieu d'appliquer h formule (A) du n* 813 à f'épîcycloïde AM, on aurait pxi 
rappliquer dîrecteraeal à Tenveloppe em dont le rayom de courbure devient nul 
pour le point cherché t. Alors il aurait fallu poser dans celle formule 

p = o, p' = r, p' = 2R'coS(^ — r, 

car la normale fl sérail ici la droite «m*; et \*9(i aurait oblemi 

;_ Rr 

^~ aClt + R'J' 

valeur négative , parce que la normale )»'=r: am « coïnciidaDt ai^ec sG , se irouverati 
en dedans du cercle O. Mais de là il aurait fallu eonctore la grandeur dé la corde 
«M =p' + r, ce qui aurait raaiené à la valeur trouvée ci--desaus i^onr ^ 

825. La seule partie de ces etwâloppes qui soit atile dans les applications aux 
engrenages, c'est la branche e m , ou , pour parler pks esactefnent , c'est la partioa 
dm de celte branche qui se trouve à l'extérîaur du cercle 0« Quoique Torigiiie i 
de cette portion utile diffère très-peu du rebroussement e, si l'on veut déterminer 
avec précision ce point I situé sur la circonférence 0, on observera qu'il se pré- 
sente quand le petit cercle amb passe par le contact a des cerclas et 0', c'est-à-- 
dire (fuand la corde Ma se trouve égale au. rayon Mm. Donc il suffira de prendre 
l'arc Ad égal à oelui qui , dans le cercle 0'^ a pour coido de rayon Miu, c!e6tTà- 
dire l'arc odî. 

826. (Ff^. M.) Erwehppe W'mt rmifon. Si nous ackyptdnB pour enveJop|iée le 
rayon O'a du cercle mobile (V, l'enveloppe sera l'éjiicycloïde A »» B engendrée par 
le point M d'un cercle Y qui serait décrit sur AO' comme diamètre» et qui roulerait 
ki-eiéme sur La circouiférence 0. En effet, quand le cercle O' ser^ parvenu dans 
la position quelconque 0", le rayon 0'« occupera une situation OV déterminée 
par la condition 00!':= xA,; si donc nous abaissons sur colle enveloppée OV la 
perpettdicalaiFe osm^ ie point meera (a° 8â2) ua poiat de reavdoppo cherchée* 
Mais ce point m appartieodpa évidemnent à la oirooniërenee V décrite stxr «0^ 
comme dianièire; et > dès lors, les arcs «m et aa^, qui répodadent à un même angle 
a"0"a et sont décrits avec des rayons doubles l'un de l'autre, se tro«veront égaux 
en longueur absolue : d'où l'on conclura que l'arc ^in égale aussi l'arc a A, et 
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qu'ainsi le point m, déjà trouvé pour Tenveloppe,. upparlieQt effeclivomont à 
répicycloïde ABque décrirait le point-d^dn cercle Y qui roulerait sur la circonfé* 
renceO. 

827. Ce q«i précède démontre en iném« temps qne si le cercle V roulaii dans 
rintérieur du cercle 0' devenu immobile , le point a de cette circonférence V dé- 
crirait une épicycloïde rectili^ne qui serait préci^ment le, rayon A(y, ovt plutôt le 
diamètre entier du cercle (y, comme nous l'avons déjà vn nu u* 475. ®e sorte 
qu^ici Venveloppée et Y enveloppe sont engendrées par le roulement du même cercle Y 
sur tes circonférences et 0'; et ce résultat n'est qu'un cas particulier de la propo- 
sition suivante. 

828. (Fig. 12, ) Enveloppe (tune épicycloïde. Si Ton fait rouler un cercle U de 
rayon quelconque, d'abord dans Tintérieur du cercle 0\ et ensuite à Textèrieur 
du cercle 0, un même point de la circonférence U décrira ainsi deux épicycloïdes 
ab et AB, dont la dernière sera Tenveloppe de toutes les positions que prendra 
l'enveloppée aby lorsque celle-ci se trouvera entraînée par la rotation du cercle 0' 
sur la circonférence 0. En effet, prenons les cercles et C dans une position 
quelconque où ils se touchent en « , puis traçons le cercle U tangent aux deux 
autres dans ce même point. Alors la circonférence U ira couper l'épicycloïde ab 
en un point m tel, que l'arc a m =^1 «a; mais par suite de la rotation du cercle C 
sur 0, l'arc <xa = «A : donc les arcs «m et «A sont égaux, et conséquemment le 
point m de la courbe ab appartient aussi à Tépicycloïde AB. D'ailleurs, ces deux 
épicycloïdes sont tangentes au point commun m y puisque pour l'une comme pour 
l'antre (n* 472) la normale est la corde a m du cercle générateur U. Mais il est 
très-rare qu'on emploie ces deux profils curvilignes pour les dents des roues, 
attendit qu'on trouve bien plus commode d'adopter le système de la fig. 1 1 , où 
l'un des deux profils est une ligne droite AO' (*). 

829. {Fig^ ï3.) Enveloppe d'une développante de cercle. Adoptons -enfin pour 



(*} En généralisant ces considérations, on peut définir autrement que nous ne Tavons fait au 
n« 810,' 1& forme que doîvent avoir les profils conjugués des dents d*DD engrenage. Pour cela, dési* 
gnons par W nae courbe quelcon^ae taDg^te en A (fig. 9} aux deux cercles Q et 0\ et Rtisons-Ia 
rouler tour à tour dans l'iatérieur de la circonférence 0' et à Pextériour du cercle O ; alors le point A 
de W décrira successivement deux courbes aO et AB qui seront les profils demandés. Car, lorsque les 
cercles et G' tourneront autour de leurs centres immobiles, et de manière & imprimer des vitesses 
égales (n** 807) à leurs circonférences, il arrivera qtre les.courbef AB.et^6, engendrées comme ci- 
dessus, se toucheront constamment en un point variable pour lequel la normale oommuDe passera 
toiuours par le point A sur la ligne des centres. C'est ce que Ton démontrera comme au n* 800, si 
Ton substitue au mouvement de révolution des cercles O'et 0' autour de leurs centre» immobiles ^le 
ronleHteHt de Is circottférenee 0' mr ia cireonférence entièrement fixe. 

iMaijs o^tte aeeonde déûnition dea profils des deots serait pea coinmodetà emploj)ef dans le cas où. 
Ton assigne d'avance et arbitrairement la forme ab d'un de ces profils ; car il faudrait alors commencer 
par chercher quelle serait la courbe W qui, en roulant sur 0', pourrait engendrer le proiîl donné ab, 
ce qui offrirait soaretot béaucbup de dffflcultés. ' 



Digitized by 



Google 



enyeJABPW la,q9^F^j^ frm^i.qMÎ eM la dévolo^aote ( n" kiH^) U'iua cereje €ç*côifc^ 
triq^Q ÉtyeoO';§|.4^cmt d'im rayo!>.aifbiU^ire O'G'. Si /dw point «xinoQd menobsi à 
ce ççrclp p'jC' Ja toogenitoacwC, ceUerci sera norwale à aw6, et dte .tfonrnirti 
(.^>! $J,1](),i^n floia(,.m 4e:.\'eiiveloppe seKefqhé^ AniB; d-aiUwuBvilf eantr£i«(te:txi|]r^ 
h^^re Cd^ G^^le ôQVcAQt>pi^f8'<)btieqdr^.(n?â^ Itraot (VC et- ^a paraHète^GCv 
laquelle se trouvera perpendiculaire sur la normale C'aC el aura évidemm^t. 
valeur ci>n$tianH^ savoir : ' ,. . : . , . ' : • ■ 









d'où Von conclut que la circooCérence décrite avec, le ravon OC serij^le lieu de 
tous les centres de courbure de J'enveloppe AmÇ;^ et consôquemi^aentcetter enve- 
loppe est elle-même jUne développante dû cercle ^C. L'origine P de cetlQ dévçjop- 
pnte 4 »" ïl j s'obtiendrc^ eri prenant l'arc CE iég^l à la dfoifo Cm. ^ ^ , 

830.. (^/gr. 7,) Reyenpns, fljaint^aant,,,fiq y^rjtabje él^t 4f dqux.TOUQs dpftt 
l'une transmet à l'autre le mouvement circulaire, qni J'ap^imrç.; c^ir^riiSppiUiMP 
admise aji n* §09, quçle^ cercle Q' ropl^itsur 1q cercle cfnliprfiipewl fixe, n'était 
qu'une single; fiction prçpre, à ^'mplifier J'étu^e et le Uacé.fje^ ei^velof]|p6s doiU 
iipus avions besoin, Ainsf^^ .q« f/^ajité^,l^^^ centres Q et,p';sqj\Ç,fixes tops, je? deux., 
lBt le n^ouvement de révolutip^.jqui çst^ iq^pf iq^é à la roue 6 sie communique à la 
roue 0' par l2\ poussée flft^la.jcpurbe -AB^.^ur la cçurbq ob; içais pour qu^ ce mou- 
vement satisfasse à la condition essentielle du n"" 807, il faut (n*" ÂiO.) qup Vxy^jà 
de ces courbes sçit/Vnye/e^pjpc de l'a^lre dopt. ^ fprma dçtmeure arbitraire. Xou- 
tejfojs^ on doit y niattr.ç |a restriction que., dans la portion de 116 qpijS^ra utilisée, 
les rayons vecteurs^ lelg quci Q'ip, ^\\\^xïl ^oupms etn, Afécrf^isMtHt.OM foujoMrs f^ augr 
mentant; et dès lors ceux, de AB, tels^qfle.Oiii^vaJçierQûtcpnst^miuçnt eq.sfw^i^ cpp- 
Iraire deç p.remiers.^Cela^/ç^tjiéjçesf^ji.re pour qu'jl y ait .véi:j||able!pept.pa«i«4ée d'ulie 
.d^J^ur l'autre; car,, si- l'un dea raypos vecteurs O'.m était maxiraun) ou minimunu 
il serait, nécessairement^ normal à Ja courbe ab. Or, quand les deux dents yien- 
cl,raient se, touçjiçr. çp. 771,.^^^ ijQnnaJç O'n/, qui doit, à cette époque (n* 812), passer 
par le point d^ cdolaçv J)4ps deiipc. cercles, dirait dc^ jçpïqfiidôr en direction avec 
la ligne des centres OpO';* et dès lors la révolution du cercle autour de soi> 
centre inimobile^. produirait une vitesse précisément iangentielle à la courbe amb^ 
ce quiaedpnu^r^U J/.eq,qq*è..Mn,^p^ple frotle^ment, lequei. setait insufflant pour 
^traîper la Tpue 6'. ... , . > . / .- .. : 

.i?3JL {Fpg. 7» ) Lieu des contacts. Dans le mouvement de févoliltion autour des 

centres fixe$Q et 0'^ la pioiut de contact m de Tenv^loppe et de Tenveloppée, qui 

tpiHes deux, pajplicip6i)i,è, ce mouvement., occupe successivemmt des positious 

4iifférenle.s par rapport à la droite invariable ODO' et au point D dans lequel les 

.cercles mobiles se touchent constamment : la suite de ces positions du point m^ 
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CHAPITRE m. -^ Pll4tirillNAlR^ Sblt LES ENGRENAGES. 349 

sur ïé plan fixe des déûlc éèrclës^ fiN'me ibé^cAitibôulrle â coiinailre. Eu géhéfâl, 
on ¥istoi\Bnàm\l en mQsorQirt, siirdiaque pesitîon'ciu èercle mobile d<i\à fig. 3; 
teraydn «vecfeur- A^e, et4^wgte f^A.O',, pow les' rappdrlef ensuite éilr la/^i 7, 
Àipartttt'da poÎDliD <^nsîdéré Êomnid pôle^,^ mat^ , daris^ plifsiêui^s cas , te fieo des 
e<!iiQtabtâ»Bn(re4'envi^ep|to'^t ren>^€Mf^ée;9V)bt1et)t^d'l]â^ dlitîcté ci frès^ 

Bfanple. /' . •• . ^ '...-.... '.. .: ..i' i'-' ' •:'' 

1°. Si Tenveloppée se réduisait à an point de la circoQférenee.O^, itîest évidetrt 
que cette circoQféreQCe serait elle*iÀéi|ie je^lieu demandé. 

2*. Lorsque Tenveloppée est lëDayon O'a {Jig. 1 1 ) » le lieu des contacts succes- 
sifs est la circonférence Y décrite sur (y a comme diamètre; car, quelle que soit 
la position O'a' du rayon mobîlç , fî^ noi'méle AN*', qu'il faut abaisser du point A 
(u*" 812), aboutira toujours sur la circonférence V. ' ' 

' 3». Dans le cas peu usilé'de h Jig. 1 2 , ou reiYveloppe et l'enveloppée géraient 
deux épicycloïdes, leurs poinrts de eoûtact'ée trouveraient tous évidemment sur la 
cirèonféhencè U; placée langentîellement âfux detftc cefrcles primitifs suV la lî^ne 
invariable qiif joînï les centres flkes. ■ . - * ♦ 

4*. Enfin, loi^quë fetiveloppée et Vëriverôppe seront deux développantes de 
cercle {fig. iS), le lieu dé*lénrs contacts succeisslfs sera précisément fa droite CTaC, 
tangente commune aux deux cercles auxiliaires qui donnent naîssancéa ces déve- 
loppantes; car, penddnt la révolution de ces courbes autour des centres fixes 
et 0', la normale qu'il faudrait mener du jjioint a (n* 812) coïnciderait toujours 
avec la droite C'rtC. 

832. Limites correspondantes. Comme, dans la pratiqué, on n'^emploîé que 4^8 
arcs peu étendus de Fehveloppe et de Ténveloppéé, il importe de savoir limiter 
une de ces courbes à la portion vraiment utile, cTàprès la grandeur de Tare con- 
servé pour l'autre. Or les pdînis correspondanls , c*est-à-dire ceux qui se troiwerônt 
en contact à une certaine époque du mouvement de révolution, seraient tout natu- 
rellement donnés si' Ton constitnsart Tenveloppe d'après la méthode du n' 8Î2 et 
ia/jf. 3; mais, dans la plupart des cas usiiéls, on coutiàit d^'avance la nature de 
Tenveloppé^et de Tenveloppée , et Ton tracé ces courbes indépendamment Pune 
de Vautre : de sorte quMI devient' héees^aifé de'chérchêr ensuite les ïimUes corres- 
pondantes^ ce qui est facile quand on a construit le lieu des contacts successifs/ 

833. Par exemple, dans* le cas de \tijig. 1 1 où VertVéloppée est lé rayon OVi, et 
1*ettveloppe Tépicycloïdè AmB décHté par le rôlilement du cercle if^,'|ibur trouver 
le point correspondant à N , on ramènera ce dernier en N' sur'Ta'cIftônférérice V, 
qui est le lien des contacts suceéêsKsr, àirmo^en d\m arc dé edrcDe déerk du'centre 
O; puis, do centre 0', avec te. rayon CN', on décrira un autre arc rfe cèrdë qui 
transportera le point N' on n ssrie rayon O^A j'etce dernier pointu correspondra 
à N. De sorte que si Ton ne conser-ve dé l-ei^veloppe que ï*arc AN-, la seule portion 
utile de Tenveloppée sera An; or, ces arcs^'ja^H évid€Minen{ dés longobufs trèë- 
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350 WVBE IX. -^ AMMTI0K9. ' ' 

înégaleB y cm aperçoit J)îelD qu'il y aura ffH89ement et , par fimte,frôitor»eniée Tenvc- 
Joppe sur Tenvelappée, «ofinae omis Fa¥M6 démonlré ^nërateœefitMi'n'' 817. 
' 8â&. I>aM la jS^* lâ, oii't'enireloppe et Feaveloppée eoBt déus détotoppantes^ 
HOU» savons que le'Hen-de leurs coniacfts snccedsîrs est la droiieC'^Cb D«>Do^ pour 
xdsteDÎf le point correspondant à IX, i) suffira de tranfirpeTter ce dernier en li^ par 
un arc décrit avec le rayon ON; puis, de ramener N' en n au moyen d'un-arc>d« 
cercle décrft da centre (V. Ainsi , les arcs A\^ et an , AB et â6,*.. , eeroiil ie» arcs 
correspondants qni ronlent et glissent Ttin sur l'entre , penâtffrt fa> révolution d^ 
cercles G et (V autour de leurs centimes itxinebîleô. 



CHAPITRE IV. 

TRACÉ Dca SNGRBNAGCS PLANS OU GYUNDRIQnES. 

835. (PL 68 , fig. i4. ) Lorsque les deux roues que Ton veut mettre en mouve- 
ment ont des axes parallèles projetés en et 0' aur le plan de notre épure , ces 
roues, ainsi que les dents dont elles sout armées , se composent de tranches cylin- 
tlriques plus ou moins épaisses , mais dont les génératrices sont parallèles aux axes : 
(lès lors ces dents se projetteront suivant dos courbes ou profils qu'il suffira évi- 
demment d'assigner, pour q^ue ia forme totale de la roue soit bien définie. Nous 
ferons donc abstraction des épaisseurs, et nous n^aurons à nous occuper que des 
profils situés dans le plan de Tépure. Cela posé, d'après les notions préliminaires 
développées aux n" 806 et 807, on sait' qu'il faudra commencer par diviser Pin- 
fervalle 00' en deux parties OA=^Ri 0'A = R'', qui soient en raison inverse des 
vitesses angulaires (n"* 805) w et &>' que Ton veut iiaiprimer aux deux roues .-'puis, 
avec ces rayons, on tracera les cercles primiiifs ao et «'6', dontles circonférences 
devront prendre des vitesses absolues qui soient égaïesr; c'esl-à-dire que des arcs 
égaux AA'' et oa^ devront passer par la ligne des centres 00', dans un même temps! 

836. Maintenant', choisissons deux nombres 'ewi/er« quelconques n et «', qui 
soient en raison inverse des vitesses angulaires co et &>', fc' est-à-dire tels,* que Ton 
ait' 

n.n,.(ù.(ù,,i\.tx\ 

» . , . . .• .. 

puis , partageone le- cercle. primitif aS en n parties égaips AA', A'A", A"A."V-..i «Mq 
cercle «S' en n' parties égales aa!f aW\ a"a!'!\..p C<^;divi^on? auront aussi \^mèv[^ 
longueur absolue dans les deux cercles ,, c^r, d'après la proportion précédente, on 
a évidemmeat 

. iïitR 27rR' ^- kU f 

• -r = *--r-r <^ AA' = erfl'; 
n n 

de sortes que, par la révolution des deux cercles, les pointa A' et a', A" et a",..., 
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CHAPITRE IV, DBfi JBNGRENAGBS CYLINDRIQUES. .854 

aiNvtfOBt en mâme ieinp&îSipc la Kgne 4e»^ oeRtre^ 001 Ën^ite, nou^ auMîyicar 
nous ehecuoe des tUvimm pnéoédo^teS' en cbox fat\\m ittégulaB, en prenant las 
ates ABs A'fi^ iW^B^..,..,<égiwx mlrseux., «aiâ «n UpL^oU. peu moMidi^ïs t^fiie la 
MoMié de AA'; cm aiee partiete foo^ffieraiii 1» 600^ <i& ehaque d&nt cale pl^ de (la 
Nkoe, iandie que lee w«6 AS'., A^B'-,..., -eeroat \e^t\cuss en VintetvoUe entre deiix 
den^s consécutives. On opérera detaêmeiftur le cerdô prômitif a'S', où ^t clb\...^ 
eeUMtle» baaes degdetits de icelle roue, om. peu plas petites qM les intaryallesia', 
^V^... Cette ^ifférene» est néoessaire pour ia ym qui doiii et&i»^. Uqiujoqds dans 
l'engrenage^ cofirme nou^ le BK^ntreramplue iloiu ( x£ WbSJL). 

8S7. Si Tofi veuit estimer Taœ^plrituife.decejeu a^^ec préoiaion, appelons B et B' 
lee bases AB et ek qui peuvent être ^nég^Ies, I et Tles kitervalies., ^ aous auPQaâ 

B4-I = — = ^' = B' + rj 

d'où l'on conclut pour le jeu 

J=:I— B'=i=r— B^— ^(B + B), 

n 

e'est'à-dire /n tongueor conmwne des iioiHiifn$ moins la samrw. des hases» Si les.baees 
sont égales sur lefr deux rouesy FampHlude du jeu swa Texcês d'un intervalle eur 
tine l)ase; mais, dans tous les cas^ il. fau^t que ce jeu reste compris entre un dom*- 
ziême et un vingtième de la longueur {constante AA' des divisions primitives, afin 
de ne pas trop.diqr)inuer l'épaisseur des dents, et conséqiueauQeai la rési^ani^e 
dont elles sont susceptibles.; et aussi pour rjendre mains s^o&ibles les cbace alter- 
natifs qui se nvauaifestent soi|vent lorsque les deux, roues, tout en continuant de 
marcher dans le même sens^ éprouvent des variations daus leurs vitesses, prioduites 
par des causes acctdenleiies. 

Tous les détails qui précèdent sont commuas ajux différents gesu'es d'engre- 
nages, et ceux-ci ne différant ^ive eux que par la forme du pioôl des dents; Mais 
dans tous les cas, pour remplir la condition esBe&lielli^ (;ii* 807) que des arcs 
égaux. AA' et aa' passent en même temps par la ligne desi centres, il faudra ser^ap- 
peler que les profils correspondants ZA¥ et jstf/ doivent être, Tua par raf>porttà 
l'autre, emeloppe et enveloppée (n* 8tO) , et <|u'oa pe»É choisir à volonté un de ces 
deax profils, en satisfaisant terutefoisà la i^eetriotion indiiquée au n'' 830. 

838. (Fig. 14.) Emorenagb a flancs, symélri(fue et réciproque. Ici nous adopte- 
rons pooi* prcKfil de chaque dent de la roue 0' un rayon tel que O'os; et dès lors le 
profil correspondant AZ sur la roue devra être un arc de l'épicycloïde engendtée 
par le point a du cercle V décrit sur le diamètre O'a, lequel cepcle roulerait sur 
la circojiféreace G r^oar on a v:ii ( n"* 8âS) ^foeœAte'épicyeioïde était Yemehppe de 
toutes îes positions que prend le raj^n O'a pendant là rotation du cercte O'. On 
tracera donc cet arc AZ par le procédé du n*" 471 ou par celui du n" 472, et on 
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le lèrmînera an'poinl Zoù il coopéra le râj'bnOZ iWehé'paHé nàllfèu-^ô fa IraÉte^ABî' 
piiîs, on transportera ces rësoVtalè ôyttélriq[îiëtofeniâ''gàtit^^^^^ p&tsfti 

obtenir te profil opposé B2. C^r ici Véigténiigùi eà êijihétri^^^ (fest-à'-^dlfe quôitt' 
roue menante éôl' deètinée'à foutneV'ëgrfletiifeïit àë âttHië àgatiche ^ôtaûié ^ 
gàiicdè à droite; tandiâ'qiied lâ'roué'Oiiédëv'àrt jWâî6'mén>>^'tliuê-dèfn$^te 
sens, la forme du profil 62 rôsterâît arbitrai re' ('* y.* ■ ' "'^ - : • /.« , i. 

83tf. On donné le nom déJlàAc'èlh Jiarliô platie de'là' 0^i\ dîHgéef suivaniite 
rayon O'n; çt comme il n*y a cpi'iine faible portion dé ce^f'ayéln ijtir sdittondiéè tel 
conduite piar Tare épïcycîôrdal AZ, iï importe deisavôît- iroutettéieMne préétéetf 
que dfôil fevoir'Iè flanc.'Ôr, d'ëprès ce qiie noufe avonii AU âu'n*'88ft, îl fetfdra 
décrire , avec là distance OZ pour rayon , tin arc de cèrclô qui tratï8p6rte^a'î•«ttn6^ 
mile Î5 en m àur ïa circonférence V; pbis,' ramener ce point nHôn/parun are de 
cercle décrit du cenlre 0'. 

840. Oïdinairemeni, oh rterid cet engrena^ râciproque'y c'esl'-à-dîre tel, que la 
roue 0" J)ui'sse étré'auséi l'a roué menante. Pbur'céla i on prolongé le f/iôfil' ZA dans 
rintérîeuï^ de là'Vdue O^pâr un flanc AF ,^t on ajoute à Textérienr de la roVie (V une 
dent saillante a^h Aoni le profil est formé de deux arcs: d'épicyclolde , symôlriqneë 
Fon de Tautre. Ici Tare m se tracera (ri* 846) en faisant rouler oui* la circonfé- 
rence' 0^ le dércle V décrit stir AO comme diamètre ;^et rétdndtikprédÉe AFAi flatio 
qui sera conduit par Parc ùz, s•obtie^d^a (n^ 8SS) en décfriratit du point 0' rare 
de cerde zM terminé à la -circonférence V, pois en rdilïenànt le pomt M en F pai» 
un arc concentrique avec 0- ^ 

Ouatod "une fois on a tracé le* profil FAZBEsur'un carton que Ton découpe le 
long de ce contour , cela forme un panneau mobile qui se transporte sur lefc autres 
bases A'B', A"B*,..., et aa*nioyè*i duquel on trace immédiatement les profils de 
toutes les don(s de la roue 0. Oh bpôre de même pour la roue C, en employant un 
panneau mobile découpé suivant le contour/tiôé. ' 

' 841. ( Fuj. i 5." ) Limite désentoiliez , *oU Courbé de racôord entre dettx profits. A la 
suite des flancs AF et BE, il 'faut pratiquer une entaille qui peimette àla dent atb 
de 6e mouvoir librement. Pour eh déterminer les limites ptiécises, considérons la 
fig. i5 où le jeu de Tengrenage est supposé nul, et où dès lors fa dent nsô se trouve 
nécessairement en contact avec les deux profils ZAFet Z'B'E'à la fois; alor& il 
s'agira de cheréher le lieu FGE* do toutes les positions que pretïd le point «sur le 
ceixle mobile autour de soti centre, pendant que le cercle Ot foome Wi-mêmô et 
entraîne le rayon (y% autour dti point fixe (y. Or, d'après les considérations expo- 

. ■ ^^ — > — -^-^ — ' ^; , . ' . . • . ■ : : ...... 

(*) Pour éviter toute équivoque, et ne pas tomber dans des contradictions graves sur le sens de 
divers mouvements de rotation autour d'axes diffàreuts, il faut avoir soin d*observer chacun d*eux 
en ^e plaçant ^ur Ca^e correspondant. Ainsi dans la fig> ib, si le système fonctionne daus la direction 
indiquée par la flèche ?, il faudra dire que la roue G tourne de gauche à droite, et la roue 0' de 
droite à gauche. 
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«^ att tf .SW, cette, C9urbe,|;^)p\wtj(a/R^êaie çeMe q^i gérait décrite par le. 
ffm^ »;^W lîhypoihièg^ W I9 c^clèOVrpM/^otr sur le cercle Q èplièrement iin- 
q^bile;;mRiâ oe. deru^çr .genre 4e rplafpn prcfduit «i^e ^jjiçjcloîde ^allongée dont 
aiHi^.afcpiie 4pox)é.la coç^lmcticH^, au n"" &'?3; p'eât doDç une portion dh nœud âa 
<)QllejépîqyiQl^de qujil iuvidra prepdrp.ppm'Je coi^tpur f fE', et cet arc se raccor- 
-dera compléteoieQt avec les deux^flan.ea ÂF et BË\ Ën^€^et9 si nous copsidérons 
{fiSh ï^) làd&aUazb p^praqijHd ^am la, position pu elle ya cesser d'être en pr^è ^ et 
pin V^U^Wê dti^0f\ac i^F e$.t tpuç;^^ P9>î.f^ dçrnier élénp^nt de rare az, alors la 
ilprpsalejQOipofii^e à ççt^ enveloppa pi à cette enyeloppe est la d roi le F0 (n^SlO); 
pafî^çoiregpniapt.lp pp^nt.^ cpmfffe ayant décril^^ps Ip même' temps répicycloïdc 
rallongea WQF^ la droite FD seraausgi (n** 470} noripalp à cette dernière courbe; 
d*où l'p»; cpiiclii^:qi|ie l'jâpicycloïde E'GF est bîeji laugeate au flanc AF, et ispmbla- 
blement elle touche Tantre flanc B'E' au ^oint È'. 

8iil2. Ca qw.QOU^ venons dp jiire suppose qqe la base aMe chaque dpnlég^le 
pr4|si8éiQ9P^ rialervalip ABff niais cette^hypothèse ne doit jamais être admise^dans 
ia pratique^ car il en ré^çUerait^ s^t chaque face 6j& des dents en prise ^ uiî contact 
inul^e pour la poussée et , par suite ^ de^ frqli^eufô qui diminueraient nolablemept 
Tefifet utile de la force motrice ; d*€^i||i^rs» la moindre irrégul^itç dans les profils 
ari^ri?it le mouyemieat de la machine, ou exposerait les. dents à se briser. Il faut 
<lwe toi^wrs admettre m certaipjeH, dont nous ayons indiqué les limites au 
n** 837 ; et, 4fiw pp cas, qpi est celai dp la J^jf. ï4, répiçycloïdè FG n'ira plus ré- 
joindre le flanc B'E', et an devra la terminer à son son^met G situé sur la circon- 
lîirence décrite avec le rayon OL qui se Hpouve en prenaiit O'L = Q';5. Puis, com^ie. 
il faut pourvoir au ca^où i^ne eaqse accidentelle venait à ralentir la vitesse de 
rotatîoa.de la wno menunte^ il arrivprait que lé j^o^lfq:^ marchëraU à vide, tandis 
que la poussée. s'ewrcerait entre les faces e6;8 et Z'B'E', on'devra tracer aussi Tépi- 
cycloïde allongée E'H\ symétrique de F;G (*); et Tpnsemble de ces doux branches 
i-éiHiieB par un très-peUt arc de la circQuférenqe OL, composer^ le çonlaur FGH'E' 
de reutaille rigpureusement uéçessaire ppur que )a pointe s se meuve librement ^ 
«oit .daoB les petites vacillations que permet le jeu , so^t dans Ip ^as où la roue 
devrait mm^r à gauche canuQe à droite. 

Ou déterminera swiblableiiieiit le contour eh^f de Tentaille à pratiquer dans 
ia roue 0' pour laisser un libre passage à la dent A'Z'B', en le composant de deux 
braqofaes d: épicyololdes rallopgées, décrites par Texlrémité du rayon OZ',. lorsque 

' " ' ' ' ' *' !" ■ " * l » ' ■■>... , , . ■ ^ < . ■ ■ , f '^ 

O Ces deax arcs FG et £'H' n'appartiennent pas à la même épicycloide rallongée; çart ppur avoir 
le sommet Q de la première, iï faudrait porter sur la circonférence «6, à partir du point A, un arc 
é^al à la moitié ak de ab; puis, tirer le rayon Qft' qui couperait l'a cireoûféi^ence ÔL au poînt de- 
mandé G. Tandis que pour l'autre épicycloîde E'H', il faudra porter Tare bk sur je cercle aS, mais à 
partir du point B', en faisant jouer les deux roués pour mettre en contact le profil bz avec Toriglne 
a' du flanc B'E'. «.1 • ' . .. . . • 

6* édit. 45 
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celai-ci e^ eotraioé par le^cQuIem^ni du q&rcle O anr.le certt)e 0"*^ ^l^cm 
brancbes 8e racoordeiônt avec up peU( aro de la circmléFencv^ fkmt l&rayoa aerft 
0'/ lequel se dét^rmif^ en |Mreiie^tU.^istaAeeOi:;7:^0Z^, .. * i. . . i 

Sk^. {Fig. i40 Au lieu des'entenkài)e&ligQii(^jrt0Oiii«iiâB6y i^ 
dans la pratique , creuser Tentaille na peu plufi prqfeodéiDMlj; 6tr]m)wr,iî)i(kpUfin* 
les procédés d'exécution , oq se contenle ordioaireflaent de pppl Mff g - toi|fl«ttc» jo» 
qu*à la circonfiérence OL, dont le rayqo se lro4iye en preMXit (yjU^s^Dfi^i d€«|ite 
que rentaille eât terminée carrément, goibbm QU fe v^ili^ F^'.6,S^E'^4 fiA.aotne^^ 
comme des parties aiguës ou des arêlea vive^ e^pQ8eiH<.i dbi êxeB^Mmt&mm^^m 
entament les surfaces contre lesquelles pUea j^is^fiAlâoiis l'effort d^ym^^gunàe pue»* 
sion, ce qui altère la courbure prinxîtîve des proûls eti.siDgmPule lesAoltemaiteytOM 
est dans Tusage de retrancher la pprUoD de.cbaqqe deftiqQi.iSVûiimeiis paiitei!^ 
comme on te voit en B^XYA, ; d'ailieurs '^«.a ac^l» d'uifi^mif Faféte^meqiâ téssU 
terait de cette troncalore exécutée au oioyep- d'iio. e^cte coDctiitiîq«K; avec 0^ les 
dents sont dites alors échanfrinées ; et en qpérantji^ méâ)e sur lacoue 0'^ oo pomrra 
donner aux entailles des deux roues ua pçu M>ip$ de profondeur qu^ aç iriaci^ 
quent les circonférences OL et 0'/. ...... 

Slik* Pour 6xer convenablement le rayon du cer^.XY qttî délemuM V. 
Jrinemeni , il faut satisfaire à la condition, si^ivaal^ ; l4^P9quâ éem» émUM 
en Asw la ligne des centres OÂO'^ UdoU jiavfHKp ^è^eettêMgmy é$ns iaMiurdu wutê^ 
vement^ un autre couple de dents TI eL ^ q\ii sfnejUencQr^ en jm$e à €0$ knsUmk-UL Or^ 
comme répicycloïde Â'Z' touche le flanc a'/' en m\ p^iiM^quieeitroiiiiiedaalMidr. 
sant du point A une perpendiculaire Af» sur ce flape ( n^'MÏ), U .s«fficaâftnc d^ 
tirer celte normale , et do prendre la distance O^ir- pour le r4y w do cercle KY. • 

S'il arrivait que la normale Âx, abaissée sur leâunc/i'/^ AUàt tomber à«MieeBii$ 
du point /\ cela indiquerait que les deuts sont trop, écartées poiir renplirja con^ 
dition énoncée ci-dessus; et alors il faudrait au^monler les nombres. .it. et ti', «n 
diminuant la grandeur des divisions égales AA' ei «'. Nous revieodn»ns sur celle 
circonstance au n'* 879. 

8{|5. (Fiy. i4* } Méibode àpproxmative. De la coAdiUon précédente en a dédeit 
un procédé fort simple, mais dont Texactitude n'f|st,(|4à'apprOchéa» le(}«el coniale 
à remplacer le proBl épicycloid^l A'Z' par un arc de cercle j^ peaaepar le{)otnt x 
indiqué ci-dessus, et qui touche en A' le flanc rectiUgne À'F'O: il sera hieo Aiciie 
de trouver le centre de cet arc circulaire 5)i]e rondeyt^^ÇMOWfNr enâd^eftéoba^^ 
frinant la dent comme précédemment. Cette méthode, q^ui doit être prosciiie quand 
il s*agit d*une machine de précision, peut être emplovéadan^ unç machine de.C^roe 
cu^es mouvements sont régularisés par des itoiaiti^; 6llrio^i kH^squeies dentode 
la roue sont assez J:appfocbée8 pour qoe lesporlioas de prcAl B, X » A , T, qui resteiil 
après Téchanfrinement, ne dépassent pas 4 ou 5 centimètres» 

8&6. Et môme quand un dessin a pour objet, non pas de servir à aKécwtar 
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ntfèlihte'dQtift ses vrai^ ëittéD&ioiis, mais seulement de faire connaître la disposir 
tion de ses dWefses parties!, on se t^oaténte de figurer les dents ea^ décrivait m 
cercle qui ait pow CGÊânkimîtàm cd die Parc B, A^, et* pour ray<m ruwde$.âfux 
^HMUriOes <Sgitleti mB; ou 4>A;;altiiB ce cercle fournit d'an seul boivp les deaxftt'O- 
tMofk^MItéB'fi/X,' et A, Y, , av)ec vote atiproxiinatiph grossière qui sufiit pour rindi<* 

' (W(7. Dam notre éfmfe ; la petite none 0' est supposée pleine , et ^n la ^lowiDè 
mtpi^tk. La grande Inme estévidée, afin de la rendre pins légère. N refuréseote 
kiymfa qHi «et véBét pnr ^bë créiàUM^ P, P',..., avec le moyeu : celui-ci est projeté 
fMtê Iéb d#Ét i^cte» OQ et Oè àdnt ie dernier indique le vide desfiné à recevoir 
Vigrkm de la tit^œ; et cet arbre aé fixe dans le moyen au moyen de àe^Jictèfi que 
Vôtf iiltradait dnsleaentaitleB T^ T^ Enfin W est unefr^te on anneau, de fer qui 
e«rt€ftM hf bout èaiHant dtr nM>yeu , pour le fortifier et empêcher qu'il n'éclate. 
' ^^. Betndrque^ 'Si y' etfirèi aToir tonstroit cet engrenage, on avait i^esoin plna 
taixi de changer le rapport dds vitesses angulaires, et qu'on voulût conserver ine 
taM&la ncreO, é& éabstiluaMteuleineal à (y une nouvelle roue 0'^ d>n rayon 4if- 
ftnent, oh sait (n* 810) qu'il fradraîl adopter poÉr le profil de chaqpe dent dieO'S 
reowkippe de f espSoe (|*H ferait parcouru parle conjour ZAF dan^. l'hypothèse 
oà la^wrcle^O roalereit txst ïa circsonlérenGe O'^ Or, comme la portion ZA dd ce 
emioor aat^déià «ive épicycbîde engendrée par le roulement du cercle V Sttr 0, 
on Ji «vi^'(n^>8i8«) que son enveloppe était une autre épicj^ïde produite par le 
fflpéme eerâe'V' roulant dans Tiniérieur ^de la drcontàrenee O^ : ce sera donc oeUe 
^cyeloïde ittlérîéwe qui ^emjfriacera ièi le flanc af. Quant à la partie recliligne AF« 
son enveloppe sera encore (n* 826) une épicycloVde engendrée par le roulemr^nt 
^ ceit^> Y sor ta eif eonfiéreiiice C. Ainsi la dent de cette nouvel^ roue n'aurait 
'pMÀd'fttm^*wciitlfnB;^s(mprciêiievAier se com|)08eraitdedeux arcs appartenant 
smxépicyKiloifdeépfrodtiltes par les' cercles y et V qui renieraient à rialérieur otà 
rexiérimir-dn cercle 0^: le. Irâcé 'serait donc moins simple qfi'k Tordiiiaire^ m^iis 
îloSrinait Tavantage de fiiire servir la roue déjà construite. ■. . ^ 

f[ifMAe retie'6 pMrrarit dmte porter des dents proprement dites , c'es(*à-dire.d^ 
«aîNtes en d€diors du icerâe primitif tfg, tandis que le pignon n'aurait que di^alilM^ 
mfy té^ dirigée 'suivant des rayons dans l'intérieur du cercle primitif a S*. L'éteodw 
de oesDanes s*obt}endra cnmoaa au &'' 839^ en ramenant le point Z et) m «urla 
<iiNM)CtoJérénoe Y' au moyea'd'nn are décrit du centre 0^ ptùs en déorivant da 
iWMrtO'Vénc "de cerdè r)^ ensuite, on prolongera ees flaiics. pour fodo^r 09e 
ieiflaitte>«erminfe ciarpémeitt à la circonférence O'^dmiile rayon doit éire au plu^ 
•égal à )« dtlfôrence des dteancesOCy et OZ (n" 8!iâ.). Quant à la roi^ 0, el,l^ 
n'aurait à la nguevr niilàntfi, ni creu:^; mais cQmibe il ^l toujours priiMi^(4e 
laisser un peu de jeu pour éviter les froderbetote que produirait un déplaee«ftf»t 
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fMoi(^t«T, on ent>i^lte!ra ôëil(î''r(Hie éân^à^fe eens-^ r^l^onê jusqu'à^ me ]li^Qr 
-4èâr*dê'r bu 5»€«rttii»ètreéf;»^^ •• * ~ «• '- ,. ..> v > 

'^'630i^€)èl^eiâg^eMgé est dit nm kdpréqtk^ parce quel e^ti là* roue ^mle^qHitdQJi 
^^M^^er ^ pigâoh , di^ moitis si Pon veut étiter qH'ir«6f ise Irôtfve ded>(teA(B>%ti'|»Éte 
mmtla Ib^ne^^eB odmr^i'eé qui èsl m iikiM^ébieûi que 'fidns '^pfftitérbDd |4«f$ 
loin àof n* Wâ. En i^flfet, oii voit î^ièri que PépteycJloïde AC <5oiiim(»ooef>à'(op()^ le 
•flOT)è^0/au' poÏYit-^', j^rgquô ce flOT<5'c^^^ Itt Hgoe dès céirtre^ ©(Vj fet 

q^Q^aj^rès teltê'Itgne, d0ûS'b sen^ d» m6avement^>l0 ooBtact*^ duprofll A'Z'«v«yc 
«lô çafy€rû«'0'û''te6t pluffe prë6''dtt cenlm 0'; d<mc, âr gd«ohèd6>i0(^,(49 proM^A,'?, 
iii?aWMi'aub&ii'pohil'be cbtaniuii avec tôiflar^ Ainsi , quàud- «e^ést te ]K>i]eO*qui 
^ndèïtlè p}gQ0n, tes detitsiiie^s^t jamais en prise^'dprg^ U^neéesceifàreiO&f 
dans )e genêt du nrncrveiiienXvifanfdis q^iiie contraire ôtsraH' ftett i^îilô pignon (^ 
coadoiteftlavoiueO, 8oH,àdr*()iDe',isaft à gauche. ^Dft'ÈfeiajIjr: î4,M y -ftv*!» poussée 
avadijl eôminaaplèis la Ugfié des cenlresv àitèÀdù qu^la^ petite 'fouis éliH>ell&mién»e 
armée de dents saillantes eb"y€liot<s)dti^eéPClepriii*Wfle''e^^ ''"- i ^ «^ 
-j»«51. (Ffjr, rg.) CkÊHÂifitÈfREî mtêà par me tMe dêniêé. ^'datid Téngtehage pré- 
ôédeat, oti suppose que là rm^ô 0< ûcq\iièi^ uai^afyrtï lufinii le cj^^ pfimittf olîf 
wehauigiÊi^ :0fi-^^e droite tangente à la dr^nfét^eAcë ttS de la PCfAeiO; et ia mia^ 
tion de eeU^éi impHmeii» tiu itibutechëi^l rëotiligâ^ à là pièce ^oit» XYj iKitQfnée 
crémùiUêre, -taquelle'èat-toaïntôntie dans ^ttë' drrôdti&a pai^ de» cùktiêses 6tr des 
fRâfeii^ Jet'^ $a^ fiîocotiper du T^ppon diB^ vitess&satigûlBtfes dôftt tiAê esVzéro/ll 
faudra partager la crrdôn^etlceaSiëii d& eertain nombre de parties égsnea Aj¥, 
A^A'V**; pui8,:tiepotter là lohgu^eûr reèlrfiée d'^dùè-dè bès divisions suivant^ô^, 

: Le' ^ofil >AZ do^ la dent' de la* roué devina élre nn^ Uét^t&pj^cfntè éé <9èrd^ eil* 
gendtée par le votiletneniide ia droite uff Éw\à étMfdtiifénefncè ^Sy caf cette àc*ééie 
«st ceque devint ie| le^cidrcië'V^'deta'^^. 17, lëqtrel avait potir diaiÉièl^e ieta^ 
du oerc)6iO< qqi ^l»infim'dafnsl te Cafr àéluel.Pat'jla ménàéraisotty leè flan^de fe 
crémaillère seront de» éroiles-^ij;/*/!;/!,, pèr|>eiidicQlaiTe8 à afg'v e* Oû-îés prdiod- 
^na jtfscfQf^à um* dreitë y;/>^, parallèle à V d^,- et «ûenéè S u»e' distancé <%, égal^ au 
moins^à OZ : oti plttiôt^^^eeè (lroii<^s' ^gibhy^..^ ne^set'Vefit qn^à'fôrinër tes enitfJiles 
.néoéssaims. pour, te libre passage des dbîils, caV mtes'flancè de la '<?féAMtf Rèl^ 'se 
*ff6d«ismt à m pifim^uf^éiùé. En eBfet-, la tangèlntel^'e^ étéôt tieitotfle (n* 479')và 
rtoutes Ittdiéveloppantos AZ, A^S^^ A^Z^;V. . , b'est c6aétatM[ienïa\lx p6iiitefl,tt', rf^.>;iy 
qudàeroiit pteièés^les 606t«fcifei^^ ces profite avec leà flbiMiô <ty,:a'^', a^/,...; D'aîl- 
Iflors la ïdwe O n^airt-ait ^s^fcesttih de cretfîiv 'à jparfer rrgoureasément,^ puisque 
'feftfaoesâfr,^'i^,.iji^, se iMiu^fent «tangôûtes à'ia (frrcdnlérenôe «€; mais, cortlteeîl 
faut éviter. Iqs.tVoilotoôfatô, M enlailierâ let rouèsHÎvaDt té cétttour AGff B', jûstjo^ 
iune pror&bdeur tf^in!»<>eiilîftiètf* eivviron- ïci , on aurai'favafilage que leô dfentfe ne 
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a't'b',..,, qçi condoiront deffOtyiflfîAEi AT,W»|)^:<lai»»;iUîMérÀ^r,de Ja Kf»d<m^ 

•*|^8i;(fB^3W').:«e>p»^§,lfPl^qtety, .qtt?iJlifaBdr|t'fajp^ W«.lw.fiP« l»sdr<«te» «(ï6'.ftoi«r 

;qqi<B.$ eowkwicaîCQWïW «p•p^473>,I!P«RF>6*Wll'0^eBd|i©P^^ci89il(j^^*rfle»QvAFf(f^t^i 
-jamS9»ché>f)f qu'ara :>«»9<oo.>iof)^MkWK<ioin^ Vé^vo^ lâi'dqMtp^le'teir ii'est 

tn^PV^i^m^i^fV^lèAttià. a^j^ilnV. •fcft),;!!»»»» ^ooiïdéwif» r)da(.«o^i»» Û.IVwde 

oriteiftSQc ai^xayoi» QiQd(^!»3wéiip4r laftafiaU^riÛQffâ cwr/«e!to UfipUerigeHusevte 
'jd«yieB|Clr«^aQ$t0D(e^ d«As4a<^atiqM»»iftllaMt«^P'iiiat)dfa(écsb«Dfdnec i«idedl& de 

trouveront eo prise avantjl% lififtft-df^icwsAreï^C^nf^??^» • i. M > = ■ ■■■■ • < i •• 
• 9^4M*& «iit|>9i(K>w^iRMS|0« qivùt aiMf>il^.N«QfiP€Qtil^di9J»»blfî, cmsi^terâit àr:9ip- 
pi^CM^iie^id^l»^ de:>a.^OHe 90, i^liit;l«i^i^ljquAde&)Sadnct}|i^aitdia qneda cgéaiail<- 
Jièm n'javrait'poinV 4$ flancs et,|^irtarai^ieiie!SÇ)ute.d^<deofi».o{|(;'m48/M; ismaiii nous 
e^raU bieft -li^Wfl?! :de tca/çp?; i$À .qo* .fig^w, PPhysHp tflOW <» ««<«' f arti«ulier. , , i 
,. :.,8^. (J^ig, ap.) ^Hçagffifitk.h.vi^it(:s3,,,intémt^.,,lmsq/m .la.plpfe peUli-cerde 
;0'e('4'doit é^r^ pla!Géd|9aH4'i4^ifiar/.daft^a«^;0.«^^iaff»f«ilell^e■4^poaitiQD^«o^ 
,8i#^à vç^t^>tqft lla^ps (]ft H t?!/^»'» «> mr ifi.p!B^t9iPfi«e» et à lMre>pprler. )ee <dMilB 
,AJ5B„A.'Z;BVA«^'p«r 1* pi«««çaBd». /fcfli|>r*ftl AXi€(iMl<Wfsiioe'épieycloïdewï^rteii/« 

(d* I!|7&) décrite par le cercle Y' qai roale en dedans de la circooféreace «&;> et 
.)!ét«AdM^ p»réci^ dufl^qp ^Si'dt>jNen«lrA>enaQmQq d^crivai^tila oeAtreO'iWo Im, 
.j)ii^a,dq oenti-e OH'arqfftA.ûqaft^ ^tla.iprofqndqunide lIsmtmHei .elle devra a'élèmdre 
,j«aq«'à la'CirQQjDfâjr^qÇ(,94st'od^t )e rayon para déiPminé par.l!».eerc}e.ittr2..La 
,foqe..«N«R(in4e,devra ôtra,ioei)ek.qqipQirt4»,)ça dqnt»irP«i'.tietitmatifr>d^À expliqnésau 
«? . j^, jaj^q, ,q«« la ff>UB^m:^'»im^ jqo'Api^ la tign» ikea>0entra». - > > • 
. >. 9^ (Fitsb' M^X^i^^ f«fmki»iK?v«ii^MPSl4il<;i(wfepQrlw!kâ>d^ 
^nfiqQi^Xai'^, ^l,.p)acqr .l^idaP^^PR U.gwn^^ ^»mp£ iwi lewdqtne e0^(ictivslaaot 
.leprése^t^ par^ (car jjl ^wiio, rHtqiD6P^^ne>!d9ajUmii^4a to^,iav)r Mwaànit, 
..poDiT Araper 4e,j>i;a$l Mi,^.déerirq.AB,i;qrqiç YSl^.itott.laifayôft.YA aeraitilamMié 
. de.QAi.fi^.&«';^.»'Qfl^^iî,pe,fiMfllq,.Y, «ac Ja.oirQ9ï^6ér«ï«eyÉ'^o'.il. «wreld^pe; -oeqdi 
.Iqorpirait «ne épiciï<^ï4f)'fi!l fiqnre4jE!i;fiHe,jqMe^Qi||»Si«i!Qi»a «mitidéiféeiao n? 4?9. 
:,ÛPiVii^t aq.4walA&j j^^d^Vffi^ ^'a\tç^ 8,'4te»dl^i<le:Ai an.fiJQsqo'ik.hk «ir0Dal»- 
,^ew(^fiH'G' ^rite *î^e«,iei*aji9a,pQ' ■Hn.iXsaiafinideiaiMei' qn Kbre pasnga à la 
, d¥«l e\zbi e^ iQQsqite q;^ deyrai^ j^, prpjcmgei^ 'nm.lQ cwrtre. do; A e». E, pomr recevoir 
;,la poussée (jLa prodl lO?» E^n.qff^t, si,. d;»çitè» la, rè|^,«éMérale;i(i« tf «iS, oq -veut 

trouver quel est le point de l'enveloppé», AQwq«i,viwdra.«K-eoBUuit affeate poiirt-« 
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4e>repvcfk>fq>e.as> il fM()rû trasis|iortac 1<y poiiA « en li«ar Ja.oîreoii^rieiice-V; «ti 
moyen d'un arc %H éémii 4« centre (y ; fiÀ$ ranneoer le 'point •■ «ivf p«r«B >aie 
JttBF déerît-du oeolre 0. Aiwî AF, À,F,,.^«, Ben^t jo8't8e«le& partirai' dM flânes 
wr lescfueNm d'eurcera la povaçéa de» dents ;: et taivCîs qm td^ofetaot a; s*«f«tioen 
de «, vers ft, SQr la petite rduet sur la grande il oiftPobera <en seM cemtraire éfr A^ 
veos F^ : de sorte q«e^ le «benne loUA parcernrn par ee eenteiet éHret ph» grâbd^ne 
deoslesantreacas» }e frottement angmentepe coosidéi^lenienc. < • i' 

Mmil y a taicone un aotre ûmMv^mit plue g^ve^ râsutteni de Tenuritte t^HI 
faut pHitrâpier dans la petite roue «pour peiroeHre a^ fbmc AF de teorner lityremeiiA. 
Car^. pendant ta réfolutioQ des denx eerclesO elO' autonrde Isatis oeMresinmio^ 
Mea, le jcovrbe percanrae par ie pokil F eer le f^lit eerote meMe eetla mém^ 
(ir SM) que odle-qn^ii décrirait ear 4e pia« ik%B de <ee oerole , si Ton faisait) roMer 
la ctrcan^enoe â£ sur ^^&\ doac> cette ee«rbe tel nae épfcyoYefde à nonid 
exF/su fpn Tiendrait raccorder en a le prbfti os, oemme nous Tâvûns pronvédans 
un cas semblable au n"* 8bl. Par censéqeent, it faraidra évider la roue & suivent le 
centour FXS, lequel enlè^ra nue petite perlîoQ du profil m; d'eu H résultera qm 
la.deni as6 ne commencera à être en prise qn*uYi peu après la iigae desceMres. 
Maisce«ptt est. bien ptuegravej c'est que la base de la dent se iroetei% feileflieot 
affaiblie par cette entaille, qu^elle n'offrira plus de râsistance 'suffisante; el, tionsé- 
qvemment, le ^ystcoie^ d'en^;i^enage neprésenlé dans la fit/. 21 doit être prescrit 
absolument dans4a pratique. 

» â5§« V^nifreMO^ Àmérieur^ ifie peutr pti$ éére aÉCtfikogiDB ; ^'est^à*dlre qu'il edt 
impossible, de donner à: chaque roue deg 4enis i&i desflanes^ à la fois, afin que cha^ 
>cufîe^ dentées renés paisse êim menante k son tour, fin effet, 'si. Ton superpose les 
Jiff, ao et 21 de manière à Taire coïncider les deux rayons désignés «par^y^, <^ 
verra bien. que Je protil AZ serait recouveiît par lefiane AF/et qu'il faudrait'éé- 
truire ce dernier pour pouvoir exécuter l'autre rdetnânie^ dans la roœO'/'lefhmo 
i|irne.jpentooexîstecavecreniaijle<i9iF. '' 

857. (P/. 69^.jiy. ââ«) Ëi«GREN4P£ k iLAiitansn. On désigne ^kmis*' ce dernier 
nom. une espèoe de tambour oMaposé de decnt ^^^rêi^ux on plaleai» eiroâfe%*e6» 
é^ux.9 paraUèles., et. réunie par des cylindres droits; nommés /a^eoir^r, dont fes 
bâses^sont lés cerdea c^c'^ d^-z les centres'de ces petits cercies sont silués tous eur 
upe cirtauCéience a!B[ qui forme le 4:ercU pvmiûf de cette espèee de ix)ue, et la 
pg. 28 représente une cou^ fiiite enfro les dens plateauK par un plan qui lenr est 
pajiallèle;. c'est pourquoi les merdes t;, c', c^^..^ sèot couverts de hachures. *GMte 
Janterne est zmae en mouvement par une roue O dont, le ceatie prinrit^ est afi; les 
délits, de ^cçliâhOî sont ordinairemei^* (aiHées à part et ensuHe implanlées dans le 
carj)s. die .la roue : alors on les nonmie des aUnchonSf lesquels s'exécutent en bois 
très-dur, rtandifi qoe les fuseaux, qui s'usent plqsyke par le frottement» sont quet- 
qnefo^ ,en fonte. Ce genre d'engrenage ne s'emploie que pour de fortes^ machines 
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de Tctt^'a pHB baak é'nm gi^è» préoi^kmdanr les thoùvementa; dar B ft'ofipe 
ptttMtMt detlonoeir in 46TégHlanké^6 )'eii^reRas^èfiâ«e9. 
' ' AprèB «avoir cb(riâf («^' 8fM) <kex «mbRe» cnitiért », n\ ^bî soîMt èiAr9 e«« 
ummof les fafM» éc9 civtoflléi^os» nfi, ^(^^ o» dWieêra i» preifaiëM en: » (MrikA 
égal^ A A', A'A^,..., la secood^ en n' pàv^e^ é^tes vrë^ aV,...ii d'4>vi B résutteni 
atasî'AA;! =»:éR' r od iMrcpfeM èaàtbl&ea déaicbôis AB;. A'B^,.;.^ égalée an pUis & la 
vùÀÊié ë'ine diviémuAA^'; lMiiB> en pu«MiK «n are ir |>tas petit qftie ki <|QaH da M 
diviaio^no^^ oft«Mptoiêri taimrdtfcd^eatarc }N&Ur déerirfrieiisleB cerckad, c', /^,;..^ 
9H «eraBt tte bas» dea faaeaBs. Qafa 'faU, ^tome te proftl AZ dMl être Teaver* 
loppe.(B^Mt^'da i'efi|iaea>($aî aérait faroattru fat te eereiè c data rbypMbèaa a^ii 
kiiciacoaféraiiaetx^fi^ raalafait air «£ tenolMtey on «rbservara 4'abord qae h poUit 
e ééorârail alofa uwtéfâqFoMkle ci fodie à eoaatri^ (n:** &?i) ; si dode, de dn 
var»'^mta de eetta épieyetoile*at anec «â rayon conalamneat ^al à la cordera, 
ao 4éÊMH plosieare arcs de oaralei U Boffir^tda fraoer HBe coorliâ AZl <}ai leur aoît 
tangente, pour obtenir le profil demandé par an moyen pins GXféiiùt que la 
cawtraolkm par {loiiita wdiq«ée aa a*^ ttflL 

M9(i Celle braMëe AZA de Tea^oppe da pefH oai«1a c ae prejeoigerait âm» 
TMlérieur deia dreosIérQitca odS joaqu^à ua pcriat de nfaroMaecnenA iodâtiaé par %* 
dMa ia/^. lo de la Pi. 67; eleMiine à Tépoquë où f^Dveloppée tiraclierait Tea- 
T^iop^ en ce pokktt*^ l'aae ado faseaÉiaaraHdé^^défMMé la ligue de6 eeatred CKV» 
rien ne s'opposerait à ce qaoB l'on gardftt œ proloogemeot de A2X : maîa, pour 
pkta de.fat^ililé dana ia pratiqua « oa tarniae M^firof I au poiat ^ qai nâpond k A 
Qar la^. as» al fMwr teqnel lecantaet arrive quand oe point A eil parvenu aiar ht 
droite 00' (n^ SS&). Atnaî; dana Teagreikageâi Imiterae, les dents rie seroafl jaanala 
en pitse avant la ligoa dea eaa ti^. 

659. Quant à l'entaille néceesaire çom que les fuaeaux se njeuveni Ubremeat^ 
OB pourrait lut doiMuar fNmr eankNMr .la deH^^aerde décrit sor la corda de Tare 
AV Goiaine diamètre ; oiaîs oa ae conleale ordinairement de tracer la portion <da 
raryoo Afi ua «peu plus graaale ^ue la oofde«e, el de déerire d« point Tare de 
oarde GB! teriaiaé aaiBsi an rayon B'fl^. Il est vrai qae la droite A6' fi'esl paei rîguu*- 
neaseoaeiit.laingaate «a profil AZ, puisque k normale ooauauôe è cette courbe el 
à répioyckA'de cf, serak la corde oc {vP^ 8S3); mais l'arête* sailTanle qui en résul- 
tera en A sera trèa-ohl«se^«t d'aîHenra km pourra t'igidondr, saaf à ce que Ja dent 
aecoaramice ji aa trouver «is {irise qn^wi peu ^tas tandL 

860. Il est bon d'échanfriner les dents» mais sans cesser de remplir la Mndî^ 
tîM da n* Sbb, «Aa qn lé ma«M?eaaeiit «e contiads askis ^ctept. Pour cela^ dn 
timra la droite k^, qbi, élaiit uùrasale f n^ 8SS) à feaveldppée éâ/b' et à Penve- 
kippe A^Z\ déleraMDerà leur fAm de' odatael ôr; et alors il nifira ide prendre «n 
rayoàr cm peu ^a grand que Ojt pour déoriréla oirtonlSéranQe i laquelle oom^ 
loena réehaufrmeiMiit, Sioeite uorriiale Ae' ibumissâH ira fibiat 3t qui fût au* 
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Aesms 'de )a section T icfes âèax profite si^riâëtriquef^» les Abbbhqx. ftecneat trop 
écartés pour rempln* lâcoùditioii dun^ Sftft; et dâos M'eas, k btvdrait dagiMotei; 
tôiiT noilàbré'ii' enfaisant atnssi varier 4e* noiâbren des didutode Iti roaey dBUDaoiàro 
que le rapport des nombrés n et n^ restât tôujoors; le môme qoe: €do> de» r aya te O vB 
ét'R'deâéercT^ primitifs fit6 et «'€'. ' : ^ . i . , 

861. (Ft^. !23.) CakifAiLLÈfte a fuseaux. Lorsque le reyoD -fl^ devianfl iofini^ 
ïé ^rde primitif a'é^ se réduit à' nue Aroite, et^a-JâqleMiéidavieirt ooe «réoiail^ 
lère^XY: Datis ci^ cas, la'ootarbë et décriée parUa>ldrditd ix'd'MtulaiitiBiirAé/iétaiit 
nue dévëlëppàfiite lié cercle, la com4)e éqtiidiisui&te sAZ sera amsi iwe^déveteppaiite 
Ûé aij eùgeiidrée par le pointrd, de sc^rte qu'on 'peoi' tracer 'î«imé4iateldent<Mtte 
dernière , sanis reèonrir k d. L^emtartte AGfl'B^ s'enrécatora Mttime d^^essM ; et id 
la normale' Ac' coïiicîdaût • tianjotirs avec îc'6'i \bb points de cotil^et a? die* tous les 
profils des dente ^e trouveront constamment snr la Kgne «'6^ : ddne; pour échan*- 
friner les dénis y il suffira de tracer une ctrconféretice ^vec un* reyo» un peu* pins 
grand que Oâ?. ^^ - i» . . - . i;i; /: 

862. (Flg. 22.) CréUaillèAb Mèà utie t\i{nnm.Sij dabs^ii/^. 22^ on suppo- 
sait au contraire le rtyon'Rîtafiîif; la tioue O dévieniiraft.unei»téiiiBillère armée de 
deMs , qut condnrtralent la lanterne (V. Dans ce cas, la coarbe c/ serait une cyeêêSde 
ordinaire décrite par le point c du cercle a 6' qui roulerait dur la digne dcS devenue 
droite; et le proftl AK devant être une coorbeéqufîdietaiile de cette cyotoïde, on 
le constrtiirait par des aros de oevcle ; comme m n* 857;» 

' 868. (P/. 70, figi' 2r4u) fiNOR«NAQB it BéTtLOPPAOTE; Après avoir déterminé v 
cotnme au n"" 836 i les dUvisioiia égales*^ Af, on', ainsi ipie les-teses des dents AB, 
06, sur teâ oercles^riioîlifs ^S, a-6^ dont lesrayoo&aoDtirefiréseiités par h, B^ on 
tracera parle point A unedroiteTAT'faisantunaUglearbHraineavec la ligne OACV; 
et des centres , 0^ on décrira deux nouveaux cercles CD , €^D', tangents à cette 
droite^TAT' : les rayonë de ceô icerctes miââlMreê se trouvennil; évidemment prO'^ 
pèrlionnels à R et R'. 'Gela posé, -en ^fiai^ant rouler *a droite TAT sur la oirconfi^ 
rence CD, le' point A décrira une courbe FAZ développante de ce M?ercle; et la 
métnedrditerôulantensniteeur'C'D'f le point â décrilta acvssi^une développante jbe 
de cette dehnère eitcenfârenfCe, Or on a va (n* 829) que oeé deux oourbes FAZ 
et jbz étaient reâpectîvetnent enveloppa et enveloppée^ denb ( n^^ 8t0 ) ce sont là les 
profils Conjugués Iqu^il feui adopter pour les dents, i«Bn <q«-il passe par la ligne 
des centres , dans le même temps, des arcs ^uir AA' etW meraréssur le&esroles 
primî»*f8. ' ...... . : : . 

8^. Pour échanfriner les dent», en satisfaisant à ')à «Ki^dvtion du n*(8(k&, on 
observera qu'ici te point ir où la droite AT' rràtontre te^évelpppMte nV, e6t>pré- 
cisément le pied de la* normale' abaissée' du point A «ur eette oonrbe? donoihfini^ 
dra prendre le rayon cKi t^erde d'écbaufrinemefit ati moine égal à Ojv.iDeinéma, 
pour les dents de la roueO', le rayoA analogue devra égaler ^u;surpa3aar «n pou 
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la distaiMsaOV. Qoafet àr^otAJUenéceesairçi pQui; dq^ue^r. passage aux.deote, aprèf 
avoir ^nCinué k développanle.ZAF jt^w'à sod origjpp F s^qr Jte cercle aujcilûiire, 
on .pcûlongera œtte «eoorl^. (^'i| le.fawi)«ttiyw^t «a i-i^jfOi\ f GQ, jusgu!à .une pçor 
fi)adear telle, qiie Oj3 soiLun.j^a.niQindçB q^e^la.cU^^ Ot'Q^tjO'zj 

seœblablement, pour le creux de la roue 0',.!? X^>'W QV d^.fOD^.dô Teiit^ilb 
devra être on. peu mpindrie que la .dilïëiieoee entfe 00! el.OZ. On (j^oH ob^;^rer 
qu'ici les dénis seront eu pim tact avaat qu!aprè$.lja ligae des centres; à moiua 
qu*oa Jie irédoiBit les dofita.da lairQu^ menép Q' à .ue pa§ dépas^r leiçeryli» pri- 
Hâtif , suivant Ut fwtue gakk >.mm ôJwp Ti^ngr/aiia^ v^ saraft. pips r^çiptoQ^fy . , 

865. Onoique ii^us ayous lai^sjè.arbitrsôie Tangle TAO=^f formé pa^\ Is^idi^- 
gente .ans cencles auikiliairçs avec la ijgne deB.oeulres^.il est convenable que, cet 
angle soit au moins égal aux trois quarts d'un ai^glc. droit, ^. afin que les.enluiUes.à 
4)ratiquer dans, les dçux roQie^i n'aîeoJL p^ trop de profondeur. En oy Ire, nous 
/erons obaervw que ce systèwc d'enp'jQnagp e§; souvent préférp par lep çonslrqçj 
leurs modernes, à cause des deux avantages suivants : . .^ 

I^ La largeuf des dents va toujpiurs Qnaugm^ntantjusqu'à lexti^^mité .infé- 
rieure EF4.ce qui les rend ^nsc^ptiblcscd'upç .plfii^ grafldMrésistfii^çe, tandis que^ 
dans la fig. i4 , les flancs convergent vers le centre^ et la base de^ d^ts.se trouvje 
quelquefois bieù afPaibliei» ; .. . : > 

2\ Qoand jun engrenage à développwlc es|. ex.écu(é.^ oa p^il 4Lm?uuer ou au^T 
menter d'une petite quantité la distance OO^prîfditifeineAt a^plée pour Técarter 
jonent dôs axes, sans que le système cesse rie fonctionner aussi ;*égulièremenM et 
cela est précieux idans la 1 pratique,. oài). est souyenklràs^difficil^ de4)lacei- les f^xeç 
rigoureusement à la même distante qu^on a supposée xi^f^ Tépui^e. Pouf j,vstilïer 
cette latitude, imaginons que* dûns la/^. ;24^ ot);aH abai^^ le centre avqc.les 
cercles «S et CD , el qu'ils aient pris les posiliops , , cr . 6, , C , D ^ ( le lecteur les Jr^a- 
oera aisémeni); alors» si Ton mène une tangente con^^oune. 9^1 x tieux circonfé- 
i*ences G, D, et GD\ cette droite coupera ^a ligi)e dfjSiiQehtrof en nn point A^ qui 
.divisera la tlistanoe 0., 0^ en detix parties dont le rappoct sera encoure Je même que 
celui dQs rayons des circonfôreqces C2l),^tCD'4'ï)'aillettrs.€e(,^. nouvelle tanr 
gente, en roulant tour à tour, sur ces deux ciitx)nfiéyfenceg»»dl^crif,a par ie^i^jint A , 
Jes mêmes développantes AZ etaz> qui formaient déjà les proËls dos dpafs d^ l'en- 
grenage priflMtif; seulement. i;es développantes .se. liQutçl^rqqt par d'auti:cs, points 
'Oorrespondants ^ue dans, la première position de Tengren^gé» .Donc le nouveau 
système fonctionnera comme Tancien, et en produisant des vitesses angutaiiie^; qqi 
auront le mdme raf>port que dans Je prenuer cas* 

<8C6l . CaÉHAiLLànK à dems Miqm$* Lorsque, .^aps la.:0g|are pri^cédente^qn 

^appose que le cercle primitif a' â' acquiert un rayon^in^uji qe cercle s«;.c]l;»ajQg^ 

en une droite y et la roue 0' en une. créwaiU^re.S^y à d/BnL; ol^liquie^'^.dopt l^ 

^prpfils 9<ui, tjVsio-.y sqnt des»dnûtes perpendj^ulpires è TT'; c«' Je.Cftrçle auxi- 

6* édil /i6 
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362 ' LIVRE IX, — ADDITIONS. 

liaire CD' ayant pour rayon la perpendiculaire abaissée du centre (V sur TT', 
vient se confondre avec cette dernière droite; et comme le point de contact 
"s'éloigne en même temps à Tinfini , si Ton veut faire rouler la droite TT'sur cette 
circonférence dégénérée en ligne droite, chaque pointa décrira une perpendicu- 
laire gaz à la ligne TV. Lés contacts des dents conjuguées seront encore ici placés 
tous sur la droite TT', en a , a; , x'; mais la poussée s*exerçant suivant une normale 
à gaz, c'est-à-dire suivant TT', qiii est oblique à la direction XY du mouvement 
que doit prendre la crémaillère , il en résultera un frottemetit considérable dans 
les coulisses qui maintiennent cette pièce : c'est pourquoi le système de la Jig. 20 
est moins avantageux que celui de la crémaillère droite (Jig. 18). Au surplus , cette 
dernière n'est qu'un cas particulier de \a^fg. 25 : celui on la droite arbitraire TAT' 
serait menée à angle droit sur AO. 

867. (Fig. 26.) V engrenage à développante peut être intérieur; c'est lorsque les 
deux cercles primitifs «S, ao sont embrassés l'un par l'autre. Alors, après avoir 
mené sous un angle arbitraire la droite TAT', et avoir tracé les deux cercles inté- 
rieurs CD, CD', tangents à cette droite et concentriques avec et 0', il faudra 
encore faire rouler la droite TAT' successivement sur les circonférences CD, CD', 
pour engendrer les profils GAZ eigaz, qui seront toujours des développantes de 
cercle. Mais ici les deux points de contact de cette tangente commune TAT étant 
d'un même côté par rapport au point A , les développantes tourneront leur conca- 
vité dans le même sens; et il en résultera un frottement beaucoup plus considé- 
rable, par suile des petites imperfections inévitables dans Texécutiou des profils 
matériels; Aussi, le système actuel, et en général tous les engrenages intérieurs, 
sont rarement employés dans la pratique. 

Nous ajouterons seulement qu'après avoir prolongé la développante s^//jusqu'à 
son origine /sur le cercle CD', on devra limiter l'autre développante ZA au point 
correspondant G '^ pour trouver celui-ci, il faudra (n'SSfi) ramener le point/ en/' 
sur la tangente TAT' au moyen d'un arc décrit du point 0', puis transporterie 
point/' en G par un arc do cercle décrit du point 0. Enfin , on prolongera le pro- 
fil za/ suivant un rayon /j/0', d'une quantité suffisante pour que Tentaille permette 
à la dent de la roue O de se mouvoir libremient. 

868. (P/. 70, /^. 27. ) Cames et pilons. Soit ABZ l'axe d'une tige verticale qui 
doit alternativement monter de la quantité AB et redescendre ensuite librement, 
abandonnée à son propre poids. Pour produire ce mouvement rectiligne analogue 
à celui de la crémaillère du n* 851 , on emploie une roue dont l'axe horizontal 
es£ projeté en 0, et dont le cercle primitif aS est tangent à la verticale AZ; et Ton 
arme celte roue de cames ou dents AX, A^X^, À3X3, assez éloignées les uflcs des 
autres pour laisser au pilon le temps de retomber de B en A avant d'être saisi 
par la dent suivante. Le profil antérieur de ces cames doit être une développante 
AXY du cercle «6; car celte courbe aura la propriété (n* 85* ) de toucher coïi- 
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st^mment le mentonnet horizontal M du, pilon, dans un point qui demeurera sur la 
droite AZ toujours normale à la développante AXY, quelque position que prenne 
cette courbe pendant la rolaliop autour du point 0* L'étendue précise AX qu'il 
faudra donner à ce profil pour qu'il conduise le mentonnet depuis A jusqu'en B, 
s'obtiendra (n* 834) en décrivant avec le rayon OB.un arc, de cercle qui viendra 
couper la développante AY au point demandé X. On pourrait terminer la came 
par le rayon AO ; mais , pour éviter de faux contacts hors de la verticale AZ , ce qui 
ferait déverser la tige et produirait des frottements nuisibles , on échanfrine la came 
suivant une petite courbe AD arbitraire, laquelle doit raccorder le rayon AO déjà 
tangent à AX. 

869. Quant au mentonneù&ur lequel la came exerce sa poussée dans la direc- 
tion verticale AZ, c'est une pièce horizontale et rectangulaire M' qui, dans les an- 
ciennes machines, se fixait en avant de la tige du pilon , comme on le voit^j. a8 ; 
et la saillie EB devait égaler la différence entre les rayons OA et OX de la/jr. 27 : 
mais comme alors la poussée de la came jpassaît fort loin du centre de gravité du 
pilon ; il en résultait un couple de forces qui tendait à déverser la tige et produisait 
un frottement considérable sur les jumelles G et ^ entre lesquelles se meut cette 
pièce. Pour éviler cet inconvénient grave, surtout quand le poids du pilon est 
considérable, on emploie ordfnaireraent la disposition proposée par Montcjolfier ^ 
et qui est représentée dans la Jig. 29. Ici la tige ou le manche du pilon est formé 
de deux parties TM et T,N, réunies par des jumelles latérales J etj; de sorte que 
l'intervalle de M à N offre un vide dans lequel la dent AX de la came peut péné- 
trer, et en 'agissant sur la face horizontale M qui fait Toffice de mentonnet, cette 
came soulève bien le manche dans la direction de son axe ABZ , pour l'amener de 
A en B. Arrivé dans cette dernière situation , le pilon ne retombe pas encore, parce 
qu'il reste à la came à parcourir là demi-épaisseùr du mentonnet; mais ce petit 
temps perdu deviendra presque insensible, en échanfrinant la dent ax suivant la 
courbe indiquée par des points ronds, ce qu'il faut toujours faire pour ne pas lais- 
ser subsister des parties aiguës ou des arêtes vives qui entameraient les surfaces et 
pourraient produire des arcs-boulements. 

870. Une autre Combinaison, indiquée ji^. 3o, est employée dalSs les mines où. 
les pilons doivent avoir un poids considérable. La tige T, est d'une seule pièce, mais 
on la garnit de deux noentonnets latéraux m', fn\ sur lesquels agissent les deux 
branches a/, a?", (fig» 3i ) de la came ax qui, alors, est fourchue. Nous supposons 
ici que les trois cames projetées verticalement sur ao;, a^x^^ «3^3? sont fourchues 
et servent à faire mouvoir I0 manche T^ , tandis que les cames à dent unique AX , 
A,X,, A3X,, agissent sur le manche TMT, ; car on adapte ainsi sur le même arbre 
autant de rangs de cames qu'il y a de pilonsià faire mouvoir , avec le soin de faire 
correspondre les cames de diverses séries à des rayons différents OX et Ox, afin 
que les tourillons ne supportent pas en même temps le poids de tous les pilons» Les 
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trois dénis- de èWaqtîè^ sérié st3nt en'fciiie; ët'côolées d'un seul jet'avec Tfanneau qtif 
rédnil'îenr^' bases; eVéet' anneau , polygonal à rintèneur; s^adaplôidiàur Vatiivèâe 
]a%àetiiii ë^i'én'Wis^eV 69fê\k thème ^ • ' *' ' • ' ' 

Si^î, toiir maiiiteriir les" ilges dies pIlBriè toujours dans la môme direction ver- 
ticale, tout en leur laissant la liberté de monter et de descendre, ôcr les ënfëràe 
entre deui pièces libriibtitales et pSraîfèle's (G , GM (jr, G') uonMnêesjitmeUeà; et 
cëlles-d ëônt' reliées ënlrè elles fiar dès enire-toîses qui empêchent aussi lâ'tige de 
s'écartera droite ôiï'à gauche dans la ciîreélidn de Taxe OW. ' Un è.ecônd rang de 
jumelles (iS- ,"6'') {y,\ G^')', est placé' cïâns' là partlëlnférièure, mais a une hauteur 
telle, qtf il ne gérie pas la course dû pilon. Les signes eh'foi*me d^X que Ton Wtt 
sut t'épû'rè indiquent ; 'en 'charpente, des bouts de plèbes ou des' sections ftiitës per- 
pendiculairement aux fibres du bois. "" ' '^ : ' 

^72, '(P/. 66,jfîj/'. B.y.DES ExcÈNTiuQUEsi Dans quelques machines, on emploie 
une sorte (le roue âonrje couleur exlériejur^ pour centre (le figure, le centre 

du mouvement (ïé' rotation ; et (Jui a pour but de faire aUernativement monter et 
descen(ire une tigê Wticalë AZ, mais .graduellement, ^t non pas Drùsquement 
comme (^ans le cas ues pitons dont rjous yeiions de parler. Ce contour forme (Jonc 
uiie courbe excèntr'Kjueqm peut bfrrîr plusieurs variétés; mais jl suHîra d'en 
citer un exemple, ceUî. que IVn désignié' sous le nom. ^çcoiirée en cœur. Soit 
AA. la hauteur 'dont ta tîge doit monter : après avoir partagé cet intervalle 
en parties égales^ 4 par exemple, on en fera autant pour la demi-circonférence dé- 
crîle avec le rayon OA^; puis ^ sur les! divers rayons Ôi , O2, 03 , on prendra les 
distances 

et la Qooibe ABGjDiE » joitate>à la bufMbe aymétFiq|»6 AS'C'D'fi,, eoitif^osera Tex- 
ceotrîqqe demandée. En. efSeilv iû lige AZ «Manb celenae dnna la môfiale diraelioâ 
verticale par les guides m et n., iQraquÎQnitferasiOuiiiier ia, roue aqtoar de son axe 
0, ^l quaJefayop vecteur 0B ^ura.pWslapi^sitioQ OA,i/ia pousi^ oblique qu'aie 
exerce lôurja tige; auraifail oionler <îelle^Qi,<et aMrd transporlé son pM A en A,,. 
puiçqjue e^ dort^i^r .p^înt€oïiiQ»d9ca:aMe€i.B. Qe méma^ qdand le rayon OC sera 
devenu verUe^U , le pied A se Irouver^ traiis|MMrté €)q A,, ai ainsi de siule jueqii'-à 
ce:qiie 0£ c<^ïnaidaa^eo.OAi^9uis, l6 , moiivam^t de ^irotationoon tiquant dans la 
méme^aena^ la franche ËD,'G'B'A/laip9arâ r^deaeeiidf^J$ it^ gradqeUex^ 

.8ff3v Ce sysième ne s^eiiiptoiè ^«e dam* le cm o{i il ae fefut -ptfs exercer in 
grand éffovt sur la^lige.;^t alors .fqèBygi on doit^îberi^iw à dimjncierriea IrolJeménia 
dnaà hi pousBéeuobliqiseï P<Kir <îela ott'gatmt teipied dq ta tîge dfun ffatèi mobile 
aidoiir de l'axé horhiontol A ^ ^.i'ta adhDfAe ^nr^oontouf 4e la roue ima eoarbe 
ùbcdedb^u q«î aoit é^uidisCanle de Texcetlriqve primitive ; ccMenoaTelle ôourèè 
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se Iraoe Qn la rendant taDg)çn(e à 4^ arps (Je aej:cif,.décrila, de divers |>Qipk6 de^ 
ABCD,.. .avec un rayon cofwlamiïiwt égala celui diji gj^let^ Par là, le inauveipput 
recliligne de la lige demeurç le n^f^a^e jq(|ie,4^ns le pr^Qp|^r.ça&; i^ajâ,.a\i ^Uçu d'un^ 
froUen^at de glissemeut,^ pqu'a, plus qu'ion frpUemçut de, roMlewent,, )equei^$t 
beaucoup îBpûpidre^ f i ' ; - < . 

$7!i. Qaaud on veut éviiter le cbangement un peu brusqiiQ de{vjt(€|88e qui a lieu 
aux po^Blç-exIrômesAet A,;? on divise rin.lervalleAA, eu parties in^ajes^ au qooyen 
d'une (^f-çjrcojiférençe décrite 3qr celle distance (ÇOfnmp diaipètre, et que Toû 
pavlage en arcs <^ai^x ; les ordpqnéfis jde» ce, derpi^-oerçlq fourpissent l^^ points A, t 
^i9 Aj,..H et Itff cpur.be ABÇpE^çpnstvuitp.çpiïUHe,ci;"des$\^Sj. pe présente plus d^. 
points wiU^Ul?. Npys.la^s?pns.ai| leitjleup Iq sojn (Je tracer r.cxcép.lriqup dans celle 
nouvelle hypothèse. i , , , 

875. Remarques. Nous arvons fait observer diverses fois que, pour un tç.1, systèu^c 
d'eqgrenage , la poussée des dents ne s'exerçait qu'opr^* la ligne des centres , dans 
le sens du mpuvemeijt ; (àndis que , p'our tel autre système , il y avait des dénis en 
prise avant la (igné des centres. Celte distinclion est ^n^portante à faire , à caille des 
inconvénients graVes que présente souvent le dernier de ces deux cas. 

D'abord ,t)n doit se rappeler que dans tous les ongrennges €x;inHnés ci-des^us, 
le^ profils des depts-ne roulent pas simplement l'un sur râulre, mais qu'il y a 
aussi un glissement (n* 81"^), lequel est parfois assez considérable, connue on 1'^ 
vu aux .n" 83â et 83ft. De là résulte un frottement qui est proporïionnel à la 
pression exercée par les dénis Tune sur P^ulre, et qui absorbe une partie de la 
force motrice : or celle perle de force est plus cmskiénélc pour deux dents. (j[Mi, 
sont en prise avant (q ligmdes cf »(re« , que pourdeu^dent^ analogues qui ne se- 
raient en contact qu'après la même ligne. Celle proposition , que Texpérience 
coofirme, d'éijaMH par des prtneipes de métanéif Qrà el par ées oalèbls dont t'expo*- 
sitiM- nous éloignerait trèp du bot gnaphi^âe def cet ouvrage ;[ mai9!MTig'podV<ms, 
du moins, lèt justifier par les eciiBidérâtiông«uivamës.' - 

87©. (P/^ 70 ,/jr. ^2 ). Adfnette>BS qiïe i dans la fitf. 3^ ,î(y soit X^tm^fM^aàte , ' 
et qu'elle iowm dans )e sens indiqué par fa flèche /j H peni arriver, soit par 
suite du trop {letit nombre d^ denis', sèit par^seite de quelque frk^giilarhé dëm 
leur I3xécutk>tt% qu'à une cerfatee époque là pOëfiAséë des^déux nyues né s'elcërco 
plus que par un seul point ai qui corresponde ancternFef éléttteiit du profil a^'i^\ 
alorâ la pky'mie s'^; ou «plutôt Tarère rive qtti' •661 prèjèléè éM^ ce point y sera compa^ 
rable au tranchant d'un ciseau dont les faces seraient symétriques par râ^ppoirt an 
plaa diamétral (Vz^Or, iaat que le mouYemeiiira lietl datia toseiw ^\ le contact 
marche, de m vers A^(; et, TangleO^z'^A^ étant aigu ^ le cisea« ae fait que frcftter 
sur là surface G^' A^^i&\ et la polir sens Twlamer. Maisy sîHoue ohangeoiift les rôles^ 
et q^e O deveiNinb la remefn^ttcuir^i etie toultne dàtns^le 'sens< de la flèche <fy aIor& 
le Iranchant du ciseM mardiera de ivt vers G'^ dtl côté de l'angle ebtee OVG^: 
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consé({iiefameat il tefidra à pénétrer dans la eurface A.^^C^ il Tentamera légère- 
ment et apportera beaucoup plus de résistance au mouvenient de rotation de Tea- 
greoagfe. Queiifaefoifi même , 30us Teffort .d'une grande presaion , Taréle z" péoé- 
trera assez avaiU dans la soxface A^' G'' pour ne plus pouvoir se dégager , et il y auim 
un arc'boutement qui arrêtera subitement la machine, ou qui fera ronoipre Tune 
des dente ainsi engagées* C'esjt pour cela qu'il faut toujours échanfriner les dents , 
0t avoir soin d' adoucir encore les arêtes qui résulleraieut de cette troncature» 

877» Mais, lors même que ces précautions ont été prises, il reste toujours des 
aspérités inévitables sur le bois ou la foute qui ont servi à former les dents ; et ces 
aspéritési produisent , quoique d'une manière moin^ pfOQoncée,, des effets analogues 
à ceux que nous avons décrits au^ numéro précédent. D'où l'on doit conclura, çpn- 
formément à l'expérience, que le frottement et la perte de force motrice sont tou- 
jours plus considérables pour deux dents qui se poussent, avant la ligue des 
centres, que pour celles qui sont en contact après cette ligue. En outre, dans le 
premier de ces cas , il peut encore y avoir arc-boutement , quoique la dent q!'z%*^ 
soit ôcbanfriné^e^ si p^r quelque légère irrégularité, il arrive que la poussée des 
deux roues ne se fasse que par le dernier élément du profil conservé a" s", et que 
la preBsion soit considérable. Ainsi, nous pouvons poser ce principe général: 
dans tout engrenage U fautj autant que possible, éviter que les dénis commencent à 
entrer en prise avant la ligne des centres, 

87$. Pour remplir cot*e condition, le premier moyen serait de supprimer dans 
une des roues, 0' par eseemple, toutes les portions de dents qui seraient en deboi^ 
du cercle pVimilif « 6', ainsi que le montrent \esjig. 17, 18, 20, :ïa, 23,et d'exiger 
qi«e la fcaiq fût .toujours la roue metianie, soit ù droite, soit à gauche » car alors 
on voj^ inen que. la poussée ne s'exercerait jamais qu'après. la. ligne des centres. Qn 
pourrait obtenir le même avantage dans Tengrenaga a développantes delà Jig^ a4t si 
l'on réduisait les profils des dents deO' aux parties intérieures gfa^ lieb ,.. .. Les engre- 
nages de ce genre , où une seule des roues peut mener, sont dits non réciproques. 

879, Mais cette disposition offriraijt des inconvénients dans les grandes ma- 
chines, à mouvements rapides , à résistances très-mégales , où les vitesses sont régu-^ 
larisées par l'emploi des volants.' Car , alors ^ en raison des petites variations pério- 
diques que subit la vitesse, et à cause du jeu qui doit toujours exister entre, les 
dents (n° 837), chacune des deux roues, tout en continuant de marcher dans le 
même sens, se trouve tantôt menante et tantôt menée : or, pour remplir ce double 
rôle, elles doivent toutes deux être armées de dents saillantes en dehors des cercles 
primitifs, xîommeon le voit dans Isifig. 32, où l'engrenage est dit réciproque. 
Ainsi» pour conserver cet avantage sans retomber dans l'inconvénient d'avoir des 
contacts , tant en avant qu'en arrière ^e la ligne des centres , il faudra démaigrir 
les dents 4/m côté opposé à celui où le mouvement doii avoir lieu^ c'est-à-dire enlever 
les parties que nous avons couvertes de hachures dans la fig. 32 ; mais le système 
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ne pourra foncUoniier que dans un seul sens^ celui ^ui est indiqué par les flèctes 
cp et ./(*). 

880. (Fig. 3a. ) Lindte du nwnbre de»^ dents. Â la poussée d'un cbuple de dents 
doit succéder, sans interrupCion aucune, la poussée d'un autre couple y aûn d éviter 
les chocis rétrogrades que Ton noûnne des àreotipi: il faut done qu'à riitstant où les 
deux dents GAZ et gaz commencent à se toucher sur la ligne des centres en Â, les 
dents G/ ^11 et t/^siT! du couple précédent soient encore en prise. Or» en abaissant 
la normale kx sur le profil dg' (rectiligne ou non ), on sait que le pied x de cette 
normale doit être (n* 812) le point de contact de l'enveloppée a^g avec l*enve- 
loppe A' 11 ; si donc ce point x se trouve au-dessous du sommet Tl de la dent de la 
roue 0, la condition demandée seraremplie; sinon, il y aurait desà-conps, et pour 
les éviter, il faudra rapprocher les dents en augmentant leurs nombres n et n^ 
qui devront toujours être choisis proportionnels aux rayons R et H' des cercles 
primitifs. Il suit de là que le nombre ri des dents de la petite roue admet un minv- 
mum , qui varie avec la nature des profils et avec te rapport des vitesses angulaires; 
aussi, en cherchant à dét(^miuer par le calcul la position du pîed delà normale Ax^ 

R' 

M. Savarysi trouvé les limites suivajiles, où ^ désigne le rapport — , qui esttou- 

R 

jours moindre que Tunité : 

Dans un engrenage à flancs «' = ou > lo (i -j-f*); ' 

Dans un engrenage à lanterne. .•••... n' = ou> 7+4/^5 
Dans un engrenage à développantes n'=. ou > i6 + ^ (*. • 

Nous ne rapporterons point ici les calculB qui conduisent à ces résultats , parce 
qu'ils peuvent être avantageusement remplacés , dans chaque exemple, pai^ la véri- 
fication graphique citée plus haut, laquelle n'exige que le tracé provisoire de deux 
dents. 

CHAPITRE V. 

DES B?(GUNAGBS COMQUES, 

881. ( P/. 7 1 , /îjr. I . ) On appelle ainsi le système de deux roues dont fes axes , 
au lieu d'être parallèles , vont se rencontrer sous un angle quelconque. Soient Z'C 
et Z'o' ces deux axes, situés ici dans le plan vertical de notre épure; on commen- 
cera par tracer dans l'angle CKZ'o', une droite Z'A' telle, que les deux perpendi- 
culaires abaissées d'un quelconque de ses points sur les deux axes, soient en raison 
inverse des vitesses angulaires (n* 805) que Ton veut imprfraer aux deuît roues, 

(♦} Ce procédé, aînsi que les remarques précédentes, sont tirées des Leçons que M. Savary avait 
rédigées pour son Cours de machines à l'École Polytechnique. 



Digitized by 



Google 



368 LlVnE IX. — ADDITIONS. 

c'est-à-dire eq raison inverse des.QOoibres de loùrs que ces roues doivent faire dans 
un même temps :, ces nombres étant assignés par la question , la détermination gra- 
phique delà droite Z'A' est trop facile pour noqg y arrêter davantage. Ensuite, 
selon la grandeur plus ou moins considérable que Ton voudra donner aux deux 
roues, on choisira sur la droite Z'A' un point A' plus pu nçioins éloigné de Z^ et 
duquel on abaissera sur les axes les perpendiculaires A'O-, A'^'î ce seront là les 
rayons des ceMes^ primiîifsy lesquels serviront de f)ases à deux cônes de révolution 
Z'A'O' et JZ'A'q' dont chacun sera, pour^nsi dire, le noyau d'wne des roues. 

882. IVfaintenant, pour obtenir: entr^ (es vitesses angulaires le rapport assigné 
ci-dessus, i\ suffira évidemment de faire tourner les deux cône^ primitifs autour de 
leurs axes immobiles., de telle sQrle que les circonfjJrenees A'O' et A'o' prennent des 
vitesses absolues qui soient égales (n° 807). Dr, pour remplir œtte condition au 
moyen de la poussée de deux dents corf^spqndanles, il faut terminer ces dents par 
deux surfaces coniques ayant leur sommet cômnpun en Z', et dont Tune soit Ven- 
velappe de Tespace que parç<^urrait l'autre, si, en laissant tout à fait immobile Je 
cône Z'A'O^ on faisait roti/^r sur. celui-là le cône Z' A'o' qui entraînerait avec l^qi la 
surface de sa d^nt; car, en appliquant ici les détails que nous avons donnés aux 
n'** 808 et 809,. on verra bien que ce roulement amène les deux cônes primitif? dans 
la même situation relative que s'ils avaient tourné autour de leurs axes immobiles 
et de manière à faire parcourir des arcs égaux par deux points quelconques des cir- 
conférences A'O' et A'q', 

883. {Fig. i.) D'aprèfe ce principe," la solution la plus simple s'obtiendra jen 
formant : i* la dent de la petite roue avec un plan mené par l'axe Z'o', et qui reçoit 
le nohi de flanc; 3" la dent de la grande roue, avec une surface conique qui soit 
constamment tangente à ce flanc, dans toutes les positions qu'il occupera pendant 
Je roulement du cône primitif Z'A'o'; et Ton va voir que ce cône, etweloppc du 
flanc, a pour base une épicycloïde sphérique. 

Dans le pian du cercle primitif jjont le rayon est A'o' (plan que nous appellerons 
le plan auxiliaire de projection, et qui est rabattu ici avec ce cercle suivant A'Ge'), 
traçons une circonférence A'Fo' qui ait pour diamètre le rayon AV, et faisons-la 
rouler successivement : i* sur le cercle primitif du rayon 0' A', en conservant tou- 
jours entre leurs plans Tinclinaison marquée par Tangle o'A'Xj 2" dans Tinté- 
rieur et dans le plan du cercle primitif qui a pour rayon o' A'. Pendant le premier, 
mouvement de rotation, un point quelconque de la circonférence mobile^ par 
exemple celui qui est rabattu en m sur le plan horizontal , décrira une épicycloïde 
sphérique dont nous savons trouver la projection horizontale DM (n° 482), et dont 
le cône générateur A'S'o' s'obtient en élevant par le centre w' la perpendiculaire w'S' 
sur le plan du percle mobile; de sorte que cette épicycloïde est située tout entière 
sur la sphère décrite avec le rayon S'A' :. d'ailleurs, si l'on rabat le point (M, M') 
en F sur le plan auxiliaire, on sait (n** 470) que la droite projetée suivant 
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(A'M, A'M'), et qui a pour vraie position A'F dans le plan auxiliaire, se trouve 
être une normale de Tépicydoïde au point (M, M'). D*un autre côté, pendant la 
rotation du cercle A'Fd' sur A'Ga', le même point générateur (M, M'} ou F décrira 
une épicycloïde reclilignô (tf47S) qui sera précisémerft la droite o'PG. Cela posé, 
si Ton conduit un plan par cette droite oTG et par Taxe Z'o", je dis que ce plan 
méridien sera tcmgeni au cône qui aurait pour sommet le point T et pour base C épi" 
€ycldide projetée sur DM. Eu effet, si Ton observe que le plan mérldieii en question 
a pour trace verticale Z'o'X, et pour trace sur le plan auxiliaire la li^ne o' F elle- 
même, on reconnaîtra aisément que ce plan est perpeddiculaire sut* la droite ra- 
battue suivant AT, et projetée suivant (A'M, A'M') : or, puisque cette droite est 
normale à Pépicycloîde, il est certain que le plan méridien Z'o'F contient la tan- 
gente do cette courbe au point (M, M'); et comme il passe aussi par le sommet Z' 
du cône épicycloîdal, il' sera bien tangent à cette surface, tout le. long de la généra- 
trice qui réunira le sommet Z' avec le point F relevé en (M, M'). 

D'ailleurs, ce contact continuera de subsister je long d'une gé^iératricé variable 
sur ce cône épicycloîdal,' pendant que le cône priitoilif Z'o'A' rouleVa sur le cône 
Z'O'A'; car, pour toutes les positions du point F sur le petit cercle, les deux 
cordes A'F et o'F, A'F, et o'F,,.,., se trouveront toujours perpendiculaires Tune 
à Tautre. Donc le plan Z'o'F est bien propre à former le flanc d'une dent de la 
roue Z'a'A', puîsqu^il sera touché constamment et conduit par la dent que ternàme 
le cône épicyclôïdal "[Z', DM], de la même manière que si le cône primitif Z'o'A' 
roulait, sans glisser, sur Tautre cône Z'O'A' : ce qui remplit bien la condition du 
n*882. 

884. (Fijf. I. ) Il reste à trouver l'étendue précise que doit avoir le flanc pour 
correspondre à un arc limité DM de Tépicycloïde. A cet effet, rabattons le flanc 
Z'o'F sur. le plan vertical, autour de Taxe Z'o' : dans ce mouvement, le point F dé- 
crira l'arc de cercle F/ dont le centre est en of; et la droite Z'/ sera le rabattement 
de la génératrice de contact qui aboutit au point (M, M'). Mais, à l'époque où le 
flanc passait par l'origine D de l'épicycloïde, il touchait le cône épicydoïdal sui- 
vant la génératrice projetée sur CD, laquelle se rabattra évidemment sur Z'A'. 
Donc l'angle A' Z'/ mesure en vraie grandeur sur le flanc, fespace angulaire qui a 
été conduit et touché par la dent épicycloïdaie , pendant que le flanc a roulé depuis 
le point D jusqu'en (M, M'). Ce sera donc à celte partie angulaire A' Z'/ qu'il fau- 
dra restreindre l'exécution du flanc, si la dent est réduite à la portion du cône qui 
correspond à l'arc DM. 

885. Mais ce procédé ne serait pas d'une application commode dans T^ure 
générale qui va suivre, attendu qu'alors nous ne conppitrons immédiatement que 
la projection horizontale M de l'extrémité de l'arc DM, avec la sphère Z' A'P'o' sur 
laquelle est située Tépicycloïde. Dans ce cas, il faudra rabattre le point M en B, 
projeter ce dernier en F sur le grand cercle de la sphère, et abaisser sur Taxe Z'O' 

b* édit, ip 
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la^fiorpendicolaîne F<K^ qui nefM^éseiiiera le paraiiète sur lequd doU dire 8Jtoé le 
point de Tépicycloïile projelé^u M* Alors ce parallèle FK'. coupera le cercle gêné- 
rateor quia pour diamètre A^o\ suîv^Dt une corde projetée au point W; on rabatr 
tra OBite eorde euivant Al^F, qui fera connaître le point F, duquel on dédu^a /et 
le neale Goimne ci-deesus. 

S86. <P/. 7 1 , /^ a.) Tracé de l'épure. Soieni Z'& el Z' 9' les ax» des deux roues, 
situés dans àe plan veilicai de projection; soient aussi X^Of et A!o^ leç rayons des 
€er/de$ priatili/jrque l'on déterminera comme il a é|é dit au n"" 881 : cos deux cercles 
^âont représentés , sur les deu;x pjass {fig. 3 et 4 ) perpendiculaires aux axes, par les 
ciroamféreïïee& OA pt m. Après avoir choisi deux laoïobnes entiers n et n\ qui soient 
entre eux dans le méoie rapport que les rayons primitife, on divisqrâ la circonfé- 
remm OA en it parties ^aies AA,, A, A,,«.., et la ciroonférmce oa en n' parties 
égalée 00, » a,a,^... ; et il arrivera nécessairement (n" 836) que tes divîsioiis AA, 
et aa^ seronUde même longueur absolue* ensuite, on subdivisera chacun de ces 
arcs en deux parties dont une AB , destinées former Ja base de la dent^ soit moindre 
que l'autre BA, d'environ un deuxième de l'arc total AA, (voy^n* 837). 

887. ( Fig* ^ et 3« ) Cela pesé , dans le plan du cercle primitif A' o\ et smt ce rayon^ 
comme diaiDèlre, décrivonsun cerdeqQi est rabattu ici suivant u^A {fig. i); pois, 
feisons-^e roaler sur la circonféroBce Q^A\ en noatn tenant entre leurs plans l'incli- 
mmou primitive O'AV. Dans ce moinrement, le point (A, A') du cercle uyMXe 
décrira njm é[»Qyeio£da siti|ée sur la. sphère qui a pour rayon a' A'; et pour con- 
sircûre Ci^te courbe sanii déplacer le contact actuel A des deux cercles , on prendra 
deux arcs égaux A m et AI, d'où Ton déduira (n' 482) les projections M, M\d'un 
point de l'épicyeiokb'qvi. aurait eon origine eai; mais comme Torigrne est réel- 
iewent en À , on verra bien qu'il suffît de prendre Tare f^ égal à RM , pour obtenir 
an point p de la projection horizonlale Atil de l'épicycloïde demanflée. Aiora le 
cône, qui aura pouf base cette épicyctoide et pour sommet le point {Z\ O) , for- 
mera (n"" 883) la.dentqQieommeneeen (A, A!); mais iLrcste à en trouver les inter- 
jections 4tveG ^es deux surfaces coniques iaiérieure et supérieure qui terminent le 
.noyau de la rouo^ et dont nous n'avons pas encore parte. 

888. Par ie point A', menons «ne droite ind^kiie A'Q^, formant avec A'Z' nn 
àn^ un peu plus grand que ^; puis^ après avoir marqné la longueur A^m que 
l'on veut donner aux dents, menons la droite a V paraOcle à A'Q', et Eai^ns 
tqurner ces deux paraUèles autour de l'axe veriicai (Q, CyZ'); nous produirons ainsi 
deux cônes de révolution que Ton terminera à deux cercles liorirontaiix Q'0% V V*, 
d9S^ écartés pour que le solide qt^'ilsiOompreqdronLolfne «ne réeistanee suffisante : 
i^ solide forme Oû qu'on appelle fe^trayurej qui ept<|iieiqttefois évidée, cQmme dans 
la PI, 68 ; iandis qne la partie comprise entre les deux cônes décrits par A!Q' et ^' V 
forme ki couronne dane kiquelie soiU taillés les dents et les creux, et qui devra 
être prolongée jusqu'à une certaine limite UYi'V dépendant de la saillie que Ton 
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voudra dkmoer aux dents , comme nous' Teipliqueroûs toQt à Tbôure (n'^SOO). 
Qmtii à Id peUte roue, oa tirera la droite A^q' dans une dirpctkm à peu près 
syuiëtriqiiQ de .VQ^ par rapport à' la ligne A'Z'; ptiis , du pomt s/' ou mènera a v' 
paraHèle à AY, eti'on ierainera Ub deux cènes , que ces parallèles décriront au- 
tour de ZV, par les deux cercle» de Tearayure p^v" et q'q^. En&n, ou prolongera 
ces mêmes cônes jusqu'à la litnîle Z'nY que nous allons apprencUe à assigner pour 
la saillie des dente de cette seconde ro«ô* 

880. Revenons œaiatenant au cône épicycloïdal qui avait son sojamet en (0^ Z') 
et pour base répicycloïde projetée sur AfcXy et cherchons la coarbe ACL suivant 
laquelle- se projette son intersection avec le cône inférieur décrit par la révoluliou 
de la droite A'Q'. Comme celle épicycloïde est située sur la sphère du rayon s'A', 
si noQs coupons cette surface et les deux cônes ci-dessus par un ^plan vertical , tel 
que 0X9 et que nous le rabaltiosis sur le plan vertical autour de Taxe (O, O'Z^), 
on verra bien que le point X se transportera en a\ et que Z'A' sera le rabattement 
de là génératrice du cône ^icycloi'dal ; donc, en prolongeant cette droite jus- 
qu'en L\ ok elle coupfe la générafricè Q^ A'P', et en ramenant par un arc de cercle 
le point L' en L sar OX, ce dernier' point L appartiendra à la projection demau* 
dée ACU • 

890. De là on déduira la courbe fiD symétrique de AC par rapport à la ligne 
milieïtde la dent, siir laquelle ces courbes iraient se rencontrer; mais, en les pro- 
longeant' ainsi t les deux faces coniques de la dent se couperaient suivant une arête 
vive, ce <|ae Ton doit éviter avec soin (n** 8/|5 et 876) : c'est pourquoi on échan* 
frmé la "dent , en ttfaf ant un arc de cercle PCD placé un peu au-djessous du point 
de section des courbes AG et BD, il en résulte une nouvelle face conique ayant 
pour sôtonwt le point (Z'O) et pour base un arc de la circonférence (PCD, P' P"). 
C'est ce cercle d'éehanGrineoient qui détermine la limite Z'P' dont nous avons* parié 
au n* 888; et la vraie mesure delà saillie qiie présentent les dents au-dessus du 
cône primitif Z' A' 0' est exprimée^par l'angle A'Z'F. 

Le cône supérieur de ia couroûnef; décrit par la révolution de la droite a^V, 
sera coupé par les faces coniques de la dent, suivant des courbes ay, Êâ, évidem- 
ment semblMe$ avec AC et BD, puisque les génératrices aV et A^Q' sont pa- 
rallèles ; de 60rle<|ii^en pourra tracer ces' courbes au moyen défrayons vecteurs 
proportioDilels.' 

8M. Qdant à la petite roue, après avoir tracé un cercle horizonlal sur (OA, O'À') 
cofmoft ditmètre, on fera rouler le cône droit S'A'û' sur le cône S' A'o' : le poiirt 
(Aï, a) d« cercle mobile décrira une épicycloïde^itué^ sur la sphère du rayon S'A', 
et dbnt on eonMroira la pro9BCtionà<xjLr.' sur le plan auxiliaiiie de la/^. 4 7 puis, 
ett ioMiginalit on c6a^ qoi ait pour base cette épicycloïde et pour sommet le point 
(Z' o)« on cherchera l'intersection de ce cône épicycloïdal avec le cône, de' la cou* 
ronne décrit par la révolution de la droite A'ç' autour de Paxe Z'a'^ ce qui four* 
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mra la projectiou ac du contour] de la dent. Dé là on déduilA par symétrie les 
diverses ce^irbes é;rf,, a,c, ,..,, qoe To» coupera, avant' l«ir reneoBtre, parle 
cercle d'échatifVmefneiit pd^c^^ lequel fera connaître te point p' et la sftiHie A'^Zlj/ 
que présenteront les dente de celte roue an dehors du eône primitirZ'A'o^ NtMia 
ne faisons qu'indiquer ces ^diverses opérations, paroe qu'elles sotit ttfu4es^eiiibla*r 
blôs à oeltes qne notis avdns eflectnées.pour la première rottBé 

Remorque* Quoique la saillie de là dent ait jpottriiniite rigooreitse ia :dri>ile'iiip^^ 
U sera bon^ afin de laisdef quelque' jeu à la machine, de tracer une avtre droite 
Z^y un peu plts éc^rtée^de Taxe, et' de considérer cette dernière comme la litnite 
fictive de ladenl, qnandil s'agira tout à Theùre de déterihioer retendue 'des fiancé 
et des entailles de la grande ronei ! » ^^ . 

. 892« Limit$ 4ea flanos. Nous avons vu au ta"* 88S que les fiatics de la- grande 
roue qui seront conduits par les dente de la petite sont les plafis. verticaux OA ^ 
QA., OA,p.. ; mais pour dé^ermihôr la f>artie utile de ces plans, c*est>-à-^dire <{eUe 
qui est successivement touchée par la portion de cône épicycloïdal correspondante 
^ l'arc fini isKTy'jl faudra recourir a la méthode du n^SS5w> Ainsi, da point p'S où 
la génératrice extrême Z'p^ du cône épicyckyïdal rencontra le gnmd cerde '&f"k' 
de la sphère qni contient l'épicycloïde en question, abaissons sur l'axe ZV^Ia fer- 
pendiculaire p'^k\ elle coupé le diamètm Q'A' du oerdé-géHéraitiiPau poidt^â, 
que Ton projettera en 3- sur la circonférence deee oerclej'on raliattr» le point S 
m 4 sur le plan vertical, et la droite Z'4y qne l'on ppoléngéra jusqu'en F'v oùelle 
{encontre le cône inférieur âe la o^wonne, fera connattre lapartie«ngtilaire A'Z'F'^ 
do flanc qui seule est eonduitie par k dent coriHsspondanleà Fare 4r. Toutefois^' 
comme la droite Z'F rencontre aussi le cône supériettr de la^couroilne aa poklt ts^^ 
on doit dire que la g#andeni^ précise du flano est donnée par ie trapèze AV()'^Fy 
dont les aiqgtes F' et y fonmiront eu/ ie plan horiiiontal les oirconlërencesaut* 
quelles il faudra terminer le» côtés de& ffancs AF^ af ^ BE^^..- 

Pour la petite rooe, on trouvera ^'ulne manière teiàblable ledoôtéades fiarics 
q/; èe,..., en opérant sur la génératrice ÏIV du Cône éfncyokndal qui forme la 
(îent de la grande itotie^: M '* • • . i • 

303. Limites des entiUtle^, Au lien de faire toarner lea deux roues hutour de 
leurs ates imiaobites, nous pouvdns, d'après le principe du n"" 809t laisser le côae 
Z'A'Cy entièrecaent fixQ et faiie router sur celui-là le cône Z'AV qui «ntratoera 
avec lui la deul oorrespondahte à l'arc àb. Pendant celte irôtation^ l'àréte extrême 
zy de 1^ dent engéddrei'a une surface cbniqae ayant son sommet en S7, et pdur 
tuâse l'épic^cjoïde raUongée qui sera décrite fMir le pointai oè oeltaarôté va couper 
le plan dô i^erdle mobile AV ; et les intersetetioris de cette snrfaee aVeo le» deur 
cônes qni terminent la conronne de la grande iH>nei4fadiquteMnt évidemneM ks 
Ihnites de rentaille à pratiquer, pour que la dent de la petite roue puisée se rnow- 
voir lijatremeiit. v . . , . i 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE Y/*-f!DM BMftBNUBS CONIQUES. â73 

. {Fuji'^'ei 5v) AÛQ de consipuâ'ô, dWM'Confasioby cette é^icycloïd^ rallongé^ qui 
sera '*oai entière but la sphère :a{'y« ^oritedvec le rayon Z'a;', transpoMofis le 
trîangle»Z(A^(y daiia te aitaiation Z^' A'^0'\ e* eti traçapila droite A'V é^ate et pa* 
nllèlô à A'xV nous aurons tes projections *à^^ ei a: <la point géaérateur quand :]t est 
arrivé dauft le plaa veftieal;*d!ai|leerB le/cercle ie^^t/'S décrit avecla àî^tmkce7Jx*^ 
pour rayon, représentera la apbère qui^coptient l^épicyoloïdejcfaerchée. Cela^pôsé, 
ai noufilraç0Dd-)Q caixde A^B^awc le. rayon Ô? A% et le^îel'cte A^fc*^ aveeim rayon 
i/'A^^' dà<mh égal à o-A\ ce dentier e^'a le rahKitteittQnt^a cercle inobite qni doit 
Foulër sur J'aulre; desQFteiqu'eii preBaot deu5o arcs égaux A"M ==.A''m, et en pro^- 
iongeani leirlayon &^m\d'ime qiutptîlé m G égale 'ii'A"x\ le point 6 siA^ait le rabat- 
tement , et g, g' les projections du point générateur quand. la rotation' àtirail fait 
pèreoprir l*ar€'A'^lI> si rprîgîoe decette roCalion était en M; œaîs e^Hânie cette 
origineest vraiaieniai A^ en Térrarb^eh qiK'ii faut trapet^ila circonférence gUtitX 
porter f are ^i de /len {,< pour obtenir iin^pioiht/ de la projectiqn/o^de répioyck>]kie 
'demandée;'-'. .;.•<'.• «; •'- ■ 'i- ^ ♦, '". -■ - -' ■".: 

I Maîptenapt, il fout ima^er un <^uet^ui ait son sommet enZ^' et poup<base 
répiiûycIo'»de'|ir«fetée 'suri/iiry eCi ea ohèrcheir' rintereectipn avec' le c6ne inférieur 
de;Ia couKOAse de 1» grande roife/tequel awa pour génératrice, sur la /!^/ 5, la 
droite A^'Q'^ menée pacaHàlenaenlà A'Q' de la.^^v a. D?»bordyia générabrioe Z'^â;^': 
duicône épicydoïdalfoumÔB, par sa iieiicontreia(\'ec A"^''^, un point (X'', X) de 
ribtaroeclioni demandée, fittseita^ confidQrotos^ la génératrice quelton^ufô projetée 
sur (y/iOt.vabattona^la sur le plaa i^^tieal: le^poînt de i^épiéyoloïde projeté en t 
étant àla mène Imuteer qoe^^il ee tfanaporierat e» y y sur la sphère âf^^*^ ia gé^* 
néi*atDioe aeraidonc rabsttile 8a)va# Z'^i/y et alors elle oempera A^^Q'^au point i^y^r)\ 
d&soRtequ^ila^ aura plus qu'à f ameneiF pair un ar« de<tere)e le* peint r> en Leur 
Oi, pour obtenir un poinLde la courbe £^LX cuvant laquelle de projette horizon*- 
talement Tintersection de& deux côfa>&s oi^Ièssus indiqués. 
- ifittk. Ceaftféette coariiefi''LX qu^l faudràtnaoeporter^sur ta /^i 3 suiVanl £tl, 
a^eo teaoia de. plafier lepamt W- (que nousialloiis apprendre à déterminer) à 
Textrémité E du flanc BE, et le sommet X sur le cercle limiu T80, ^uel sedéduil 
d* point ï'tou :1a courotme/de la roue éstlrenoo'ntrée pai^ Târéte K^p^âj". Quant oii 
poitit E" d&'M fig^6^%\ l/on se représente biqu <larot|iliondu'odne primitif Z'^AV 
aur le €à«e îm»d)ile 'ZTA^G'^.oa reconealira .aiséniènt. qu'il- tka« prolonger le 
eer0lefi''A^<d'di^ quantité A^^iy^ égalé à l'aroi^, fi.de<lai)?9/4; > pois v tirer le tay on 
Ql\}^ âfirleqnettmi prendta la longiiçur U'^fi^, égale au 'fk»nn<BB<de la/t^. 3« 

I Sur le cône soffpérieur de la: e4)uraQnei "^ cm^toUmite *^ eera fourni par'^le 
point 9' où la génératriee Nfft'lrV': eat eonpée par Ja même arête zyV; et la 
a0èriDestf.étbnt»6fcft6M<^I^EH^ette ée déduira de oelle^Giv'par des tajwis vecteurs 
p9oportîomds«J - • ' -.i^ ^xk'-- <: .-o ■•■;.• - .•..:- 

La projection verticale des courbes (^ui forment* le contour des dMfta Mcoio^ 
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dura ^ la projection horizontale , en ranneiyafit tes divers pointe de celle^î sur 
les œrctes h^rizootaiix auxquels it$ appartiennent. BUb ce traoé^ que nous avons 
effeçiVaé ici^ ne doit ôlre régajrdé que comme tin complément de la représentation 
graphique^ car il eat enUài^emeat invilile pour le CQnsCraetear; aussi , «ar le plan 
verticdt 4e la petite roue y dous n'avons figuré qu'une simple conpe^ 

805. (JTt^. 6.) Ùévelopfemmi$ des jMnnemix. Poqr exécuter cet engnenage^ il 
estnâcflseairft de oonnaUfe^ in vmie candeur ^ lee ititsraectiofts des drversea faeeft 
de là dpm at da creux avec les deux cônes de la courcmne qui sont engendrés par 
teiévahuioii d^^ droites parallèles P'A'Q' et N'a'V autour de Paxe 0'7J. Onde- 
>^rtoppera donc ces dqux surfaces coaiquee par Ja méthode du n"" ^51, en cher- 
ehant'd'at>ord la posiUou^lei leurs somBoasts sur cet axe; ainsi,, pour je cône P'A'Q' 
{NnreMMj^; «Klécrira y avec Ban apothème , une circbnference sur laqudle on 
preilârai de& arcs égaux en grandear pbeolue à PC, CD,..*; et sur tes rayons qui 
M>oaftivont À ces -points de division, on portera les longueurs des portions de géné- 
ratrices comprises entre le cercle P'P^' et les divers points projetés en A, B, E, H,.^,.* 

806u Après avoir Caillé le solide de Tenrajune et de ta couronne, on appliquera' 
snr les deux parois coniques correspondantes à P'Q' et N'V^ lee panneaux dont 
nous venons de parler, construits on carton flexible, afin qu'en les faisant fléchir 
ils puissent coïncider entièrement avec ces surfaces; dans cet état, les courbes 
irans/br.r7i^e$ auront repris leur forme primitive à double courbure, et Ton tracera 
alors sur les parois cooiques le véritable contour des dents et des creux. Ensotte^ 
il n'y aura plus qu'à ^xécutfer les siKfaces coniques dirigée* vers le sommet Z\ a» 
moyen de l'arête d'une régie que l'on promènera sur les contours inférieur et su- 
périeur^ avec le soin de l'appuyer en même temps sur les points de repère qui cor^ 
respdndent à une môme généra truie', points qiff sont dt>nnéB par le tracé même des 
panneaux. 

897. Remarque. A l'égard des entailles^ nous avons tottlu eicpllquer la mè^ 
thode rigoureuse qui servirait à enlever te solide minimum, et laisserait ainsi aux 
dents la plus grande résistance possible; mais, dans la pratique, et pour ne pas 
ajouter aux Afiicuttés d'exécution que présente cet engrenage > on se contente de 
détemûner les cercles limites THG, Bn^ au moyen <ies deux points de section T^ 6', 
marqués sur le plan vertical de \àfig. i , et l'on prolonge en ligne droite les côtés 
des flancs BË, AF, ée^..., jusqu'à ces deux ciitM>nrérences limites; ou bien, mi 
racooorde leurs extrémités avec ces oirconférences par nne petHe courbe arbitraim, 
mais située visiblement en dehors ^le la limite rigoureuse EH« €etie simpl}fi(;ation , 
Qfui devm toujours être employée, ne nuit en rien à ta marche régulière de Ten- 
grenage; mais il n'en est pas de même pour la suivante. 

898. Aféi/KMfeâpproârimu^it>e. Pour éviter la longueur et les difficultés que pré- 
sente le tracé des épîcycloïdes sphériques, beaucoup de constructeurs se permettent 
d'y substituer des épioycloïdes planes, qu'ils déterminent de la manière suivante. 
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Après avoir fixé les rayons primitifs A'O' et A'o', ils mènent par le point A', et per- 
pendiculairement à la génératrice TJ S!^ un plan que j'appellerai pfc/n auxiliaire ^ et 
qui va couper les axes des roues en deux points que je désignerai par 0, et o,; 
dans ce plan auxiliaire ils décrivent deux cercles avec les rayons O^A', o,A', et ils 
opèrent comme si ces deux circonférences devaient rouler Tune sur Tautre, ce qui 
n'est pas très-éloigné de la vérité, du moins pour le court intervalle pendant lequel 
s'exerce la poussée d'une même dent. 

Ainsi , après avoir rabattu le plan auxiliaire avec les deux circonférences qu'il 
renferme, on rapportera sur celles-ci les divisions égales marquées sur les cercles 
primitifs, et l'on construira les profils d'une dent de chaque roue, comme pour 
un engrenage cylindrique (n* 838). Ensuite, comme on termine ici les couronnes 
des deux roues d'angle par les surfaces coniques que décriraient les droites A'O, 
et A'o^ en tournant autour des axes respectifs, les profils construits ci-dessus rem- 
placeront les panneaux développés sur la^igr. 6; de sorte qu'il suffira d'appliquer 
ces profils sur la couronne même , pour pouvoir exécuter les diverses faces des 
dents et des creux , ainsi que nous l'avons dit au n"" 89&. 
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NOTE S[JR LES CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECTION El SUR LES 

MOUVEMENTS DE ROTATION- 



Changement de plans de projection. 

P*" Problème. — Changement de plan de projection par rapport à un point. 

Nous prendrons pour ce premier problème une figure en relief {Jig, i), afin de mieux faire com- 
prendre l'épure qui est en regard [fig. 2). Soit donc un système ordinaire de plans de projection V 
et H, se coupant suivant la ligne de terre LT; nous remplaçons le plan vertical V par un autre plan 
vertical V, coupant le plan horixontal H suivant la ligne de terre L' T'; et le plan V suivant la 
verticale II'. Nous avons projeté un point M de res[)ace en M^ et Ma sur les deux premiers plans, 
et nous demandons quelle sera la projection iM/ de ce même point sur le nouveau plan vertical. 

On sait: i^ que les detix projections d'un point doivent se trouver sur une même perpendiculaire 
à la ligne de terre; 2° que la distance d'un point au plan horizontal se mesure par la distance de sa 
projection verticale à la ligne de terre; par conséquent, en abaissant de Ma la perpendiculaire M^/w' 
sur L'T', en prolongeant cette droite d'une longueur w'M,/ égale à m M,, on aura on M,/ la nouvelle 
projection verticale du point M. 



Fi g. î. 



Fig. 3. 





wM, = rR =yii'M^ = /K, = iRr'. 



Les mêmes considérations devant être cniployées quand ou remplace le plan horizontal H par un 

S* édit, — Traité de Géomélrié desciiplive, par Leroy. 4^ 
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autre plan H' perpendiculaire au plan vertical V suivant la nouvelle ligne de terre L'T', nous nous 
bornons à énoncer la construction : Abaissez de M» une perpendiculaire M,/i/ à L'T', et prolongez- la 
d 'une longueur m' M^/ égale à m Ma ( fig, 3 et 4 ). 

On remarquera que dans le relief (yî*^. 1) nous avons considéré le plan horizontal comme fixe, et 
nous avons rabattu chaque plan vertical sur le plan horizontal^ tandis que nous avons fait le contraire 
dans le relief [fig- 3). 

*Fig.^. Fig.^. 




\ljL. 



,:«*. 



-^M. 



m Mil = / K =r m' Ma^= / Ka = / K//. 

Supposons enfin qu'on veuille changer les deux plans de projection par raï)port an point M ; c'esl- 
à-dire remplacer les deux plans V et H par un autre système de plans V et H' rectangulaires entre 
eux {/g. 5). 

On changera d'abord le plan horizontal H en un autre plan H' perpendiculaire au plan V suivant 
la ligne V T', et on aura les projections Mk'Ki on changera ensuite le plan V en un autre plan V per- 
pendiculaire à H' suivant la ligne de terre L" T\ et on aura les projections M^M^. 

fig' 5. 



Fig. G. 



»r. 




w' M, = f ' G. = 1' G^ = m" M^. 




!!• PEOBI.KMB. — Changement de plans de projection par rapport à une droite. 
Soit D,, Di {fig, 6), les deux projections d'une droite D, changeons le plan vertical suivant la nou- 
f elle ligne de terre L' T'. La projection horizontale Da et la trace horizontale / de la droite D resteron-t 
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les inèmes^ la nouvelle projection verticale t^ de la trace t s'obtiendra en absûssant en U» une perpen- 
diculaire à L'T'; il sufOra donc de chercher la nouvelle projection verticale d^un autre point de la 
droite D. Prenons, par exemple, la trace verticale ô de la droite D, ce point a pour projection horizon- 
tale 9a : en menant par 6a nne perpendiculaire Oy ^ L'T', en portant la distance 9a d de r en 0^, on 
aura la nouvelle projection verticale 9/ du point 9, et en joignant f^, 9^ on déterminera la nouvelle 
. ])rojection verticale D^ de la droite D. On reconnaît » d*après la position des projections 9a h^ eu 
égard à la nouvelle ligne de terre L'T% que le point 9 est derrière le plan V, ainsi (fu'on devait 
s'y attendre. 

Comme vérification de ce qui précède, on peut observer que Tintersection I des deux plans verti- 
caux est projetée horizontalement au point Ia, où les deux lignes de terre se rencontrent, et vertica- 
lement: i*' dans le premier système, suivant I^ perpendiculaire à LT; 2** dans le deuxième système, 
suivant I,/ perpendiculaire à L'ï'. Par conséquent, si Ton mène 9 A parallèle à LT, si l'on décrit l'arc 
A A' du point Ia comhie centre avec Ia A pour rayon, et enfin si Ton mène A' 9/ parallèle à L'T', cette 
parallèle doit aller aboutir en 9^. On écrit de cette manière dans répiire les relations sur les(]uelles 
repose la construction précédente. 

On peut se proposer comme seconde vérification de chercher la nouvelle Jrace verticale 9' de la 
droite D, soit directement en élevant du point 9'a) où Da coupe L'T', une perpendiculaire à cette der> 
nière ligne, jusqu'à la rencontre en 9' de D/; soit indirectement en reveilant à Tancien système, c'est- 
à-dire en abaissant 9'a9^ perpendiculaire à LT, en menant par 9'^ la parallèle 9'^B à LT, en décrivant 
de Ia comme centre avec le rayon Ia B l'arc BB' et en conduisant enfin du point B', la parallèle B' A' 
à L' T' qui devra donner le point 9'. 

Il est bien évident qu'on aurait pu , au lieu des traces de la droite , prendre deux points quel- 
conques, mais on comprend aisément qu'il est plus avantageux d'employer les traces, en ce qu'elles 
servent en même temps à déterminer la droite et à reconnaître la position qu'elle occupe dans les 
quadrants formés par les plans de projection des deux systèmes. Toutefois, pour plus de généralité, 
nous allons employer deux points quelconques dans le problème suivant : Soit donnée [fig* 7) une 




mM^ =r m' M/, 99yi = 9//?, 

/iN, =/i'N/, 9"7=9a/;, 

m' Ma = m" Ma", rtk'i = tt^^ 
/i'JNa =/i"Na//. 



droite D par ses projec^tions D,Da , rapportées à un système de plans V et H se coupant rectangulai- 

48- 
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renient suivant LT^ on veut construire les projections de la même droite par rapport à un autre 
système de plans V et H'' se coupant rectangulairement suivant la ligne W\ en faisant usage de 
deux points quelconques M et N pris à volonté sur cette droite (fig. 7). En considérant attentivement 
répure, on reconnaîtra que nous avons d'abord remplacé le plan vertical V par un autre Y' coupant le 
plan H suivant la ligne de terre V T\ que nous avons ensuite abaissé des projections Ma et N^ les per- 
pendiculaires Ma m»/, Na Nr/ sur L' T' ; que nous avons enfin reporté m M, de m' en M^, n N, de n' en N/, 
et qu en joignant M,/N/ nous avons obtenu la nouvelle projection D»/ qui a dû couper V V au pied 
t^ de la perpendiculaire ttpf menée de la trace t sur la nouvelle ligne de terre. L'ancienne trace verfi- 
cale de la droite D a fourni une nouvelle vérification, la distance 80a devant être égale à O^Oa/?. Quant 
à la nouvelle trace verticale 0', on Ta obtenue en élevant par OV une perpendiculaire O-a/O' à L'T'. 

Pour la seconde partie de Tépure , on reconnaîtra de même que nous avons substitué au plan hori- 
zontal qui avait déjà servi aux deux premiers systèmes , un plan H'^ perpendiculaire à \\ suivant la 
nouvelle ligne de terre L"T", et qu^alors en menant de M/ et de N/ les perpendiculaires M/ Ma/', 
N/Na//, à L" T", en reportant M' Ma de m" en Ma//, n'NA de n" en n" Na^ et en joignant Ma// et Na//, nous 
avons obtenu la projection Da// de la droite D sur le plan H'^ Comme vérification des constructions 
précédentes, si Ton m^ne 0^ r/ perpendiculairement à L'' T\ on coupera Da'/ en Oa//, nouvelle projection , 
horizontale de 0, et on devra trouver 6a'/ q = ^hPi de façon que les projections du point auront étô 
successivement 

il". 9, ÔA, ( le point étant lui-même sa projection verticale dans le 
2**. 6/, Ga. premier système. ) 

3". G,', h»' 

Si l'on mène également t,t tyf perpendiculairement à \1' T\ on coupera Da// en un point t^», nou- 
velle projection horizontale du point r, tel que r^A'/ = tt^*, de manière que les projections du point e 
auront été successivement 

( i" /, /„, (le point / étant lui-mcmc sa projection horizontale dans le 
< 2*'. t, O, premier sysième. ) 
( 3». /A", r^. 

Les deux nouvelles tiiices de D sont G'Ô'a// et t' t^t. Nous disons à cette occasion que les projections 
D^ et Da//, ainsi que les traces ô' et t' de la droite D, sont simultanées par rapport à la ligne de terre 
\j" T" qui caractérise le nouveau système de ]>lans de projection simultanés V et H''^ dont le second 
ne peut plus être désigné sous le nom de plan horizontal, puisqu'il a cessé d'éti-e parallèle à l'horizon. 

On voit aisément le parti qu'on peut tirer de ces changements de plan de projection pour rendre* 
Tun ou l'autre d'entre eux parallèle ou perpendiculaire à une droite donnée dans Tespace, ou même 
pour rendre Tun d'eux parallèle et l'autre perpendiculaire à cette droite : ce qui, dans certains cas, 
peut simplifier la solution d'un problème, pourvu toutefois que les constructions préliminaires à 
exécuter en vue de ce résultat ne soient pas aussi compliquées que celles qui conduiraient directement 
à la solution, en conservant les plans primitifs. 

Soient données, pour dernier exemple, les projections D,, Da, et les traces r, 0, d'une droite D 
(y?^. 8], rapportée à un plan verticafV et à un plan horizontal H dont la ligne de terre est LT, 
nous demandons les projections D/ et Da^ de cette même droite D par rapport à un système de plans 
simultanés V et H"', dont l'un , V, est vertical et parallèle à D, à une distance i en ariîère de cette 
droite, et dont l'autre, H'^, simultané de Y', est perpendiculaire à D en un point donné Ma M,. 

Puisque le plan V doit être vertical et parallèle à D, il est parallèle au plan projetant qui a fourni 
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D4; et , par conséquent , la nouvelle ligne de terre V V doit être tracée parallèlement à Da au-dessus 
de Da à la distance ^; la nouvelle projection M/ du point M sera ^r la perpendiculaire abaissée de Ma 
sur W k une hauteur m' M^ = m M»; la trace horizontale r de la droite D se projettera verticale- 
ment en V sur Wy et la ligne M^t^ sera la nouvelle projection verticale D/ de la droite D. Si Ton 
mène du point Oa la perpendiculaii^ ^a/'O/i à V 7\ on aura 9kp = ^ et B^p = G 9a. 

Le plan Ui'' étant à la fois perpendiculaire au plan V et à la droite D, d'après Ténoncé, sa trace sur 
le plan V, c'est-à-dire la nouvelle ligne de terre L"T% devra être perpendiculaire en direction à la 
droite D, et par conséquent à D^ parallèle à D. Comme de plus le plan H" perpendiculaire à V doit 
passer par le point M, la trace L'"F' du plan H'' sur V doit passer par M/, projection du point M sur 
V^ Enfin , la trace de la droite D sur le plan H" devant se trouver, ainsi que tous les autres points de 
cette droite, à la distance ^ du plan V, il en résulte qu'en reportant S de M^ en Da//, on aura à la fois 
au point Da// la trace et la projection de la ligne D de l'espace sur le plan H^'. On peut remarquer en 
passant que le changement de plan vertical donne immédiatement la véritable grandeur d'une portion 
déterminée de la droite D,, par exemple la grandeur de la partie de cette droite comprise entre ses 
deux traces primitives tetB; mais mi^x vaut, en pareil cas, rabattre immédiatement Tun des plans 
projetants sur les plans de projection primitifs (fig, 8). 

Fig.S. 




/mMjt = w'M^, 






IIF Problème. — Changement de plan de projection par rapport à un plan. 



Fil'. 9. 



Soient P,, S| {Jig, 9) les traces d'un p|^n P rapporté 
au »j8tème des plans Y et H se coupant suivant LT, 
nous changeons le plan V en un autre plan vertical \' 
coupant le plan H suivant L'T'. 

Les deux plans verticaux V et^' se coupent suivant ' 
une verticale I, qui a pour projection horizontale le 
point Ta où les deux lignes de terre se rencontrent, et 
pour projection verticale I, dans le premier système et[I^ 
dans le second. 

Si donc on reporte , par un arc de cercle décrit do 
point Ta comme centre* la longueur Jj^f, de Ta en v^ on 
aura un point v de la trace verticale noitf elle P^ ; en 
joignant O' />, cette ligne P/ sera la trace verticale du 
plan P dans le nouveau système. 
Il peut arriver que le point O' ne se trouve pas renfermé dans les limites de Tépore j on prendra, 
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/lans ce caS| une horizontale d du plan P, les projections de d seront ilk parallèle à P^ et d, parallèle 
à la ligne de terre. On cherchera la trace verticale de cette droite, et en élevant à L'T' par OV une 
perpendiculaire 0^0' égale à 0^0, on aura en 0' un nouveau point de P/; en joignant ce nouveau 
point à //, la trace P,/ sera déterminée. 

. On emploie le même procédé pour un changement da plan H en H\ il faut alors prendre la droite d 
parallèle au plan V. 

Soient P,, Pa les traces d'un plan P rapportées à un système de plans V et H se coupant suivant LT, 
on demande les traces P/, P^/ du plan P par rapport à un autre système V% H^ de plans rectangulaires 
tîntre eux et se coupant suivant L"T" [fig. lo), le plan V étant perpendiculaire à H. 

Considérons d'abord la ligne de terre W intersection du plan V et du plan horissonlal H; par le 
Fig, 10. point liy intersection de LT et L'T', menons I, et 1/ 

respectivement perpendiculaires à ces deux lignes 
de terre, portops IkK de Ia en />, joignons v ayer 
le point de rencontre 0' de Pa ot de L'T', nous 
aurons la ndbvelle trace verticale P^ du plan P. 
Prenons pour plan simultané de V un plan H' qui 
lui soit perpendiculaire suivant la nouvelle ligne 
de terre L'^T", et nous répéterons le même genre 
de construction , c'est-à-dire que du point K/, où 
les deux dernières lignes de terre L'T', L"T" sf 
croisent, nous leur mènerons perpendiculairement. 
le<î deux droites K^^Ka^ et K^/Ka//, nous prendrdÉs 
K^/Ka// = K/Ka' et nous joindrons O'^Ka", ce qui 
nous donnera la trace horizontale Pa//, et finalement 
les deux traces P/, P^// du plan P se coupant en O'' 
sur la ligne de terre L"T". 

Nous bornerons là ce que nous voulions dire sur ces exercices, avec lesquels il peut être bon de se 
familiariser dès le commencement de la Géométrie descriptive, surtout pour les personnes qui ne se 
proposent pas de pousser leurs études en ce genre beaucoup au delà des préliminaires. Autrement, 
on rencontre assez fréquemment, dans les applications, des occasions d'employer les changements de 
plans de projections pour attendre que cq$ occasions se présentent, et Ton s'en servira alors d'autant 
plus utilement, que le choix à faire sera motivé, en pareil cas, par la nature du problème à résoudre. 
C'est ce que font journellement les constructeurs, sans considérer pour cela comme une méthode de 
recherche ce qui n'est en réalité qu'une transformation de coordonnées. . 

Il en est de même de ce qu'on est convenu, depuis quelque temps, d'appeler la méthode des mou- 
vements de rotation, et qui n'est tout simplement qu'un changement de disposition des données rela- 
tivement aux plans auxquels on les rapporte. Noift allons entrer dans quelques détails sur ce sujet. 




Mouvements de rotation. 

^tant données éexw droites indéfinies AB et CD (fig, \) qui se coupent en S; si l'on imagine que l'une 
d'elles, AB, restant fixe, Tautre, CD, tourne autour d'elle en la coupant toujours au même point S et 
on faisant constamment avec elle le même angle ASC, la droite mobile engendrera dans sa rotation, 
romme chacun sait, un cône de révolution, et les divers points M, M,, M: de cette droite décriront 
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Fig. I. 



sur le cône des circonférences dont les plans seront perpendiculaires à la droite fixe, qui deviendra 

Taxe du cône. Les rayons de ces circonférences seront 
les perpendiculaires MiOl, . . . , abaissées de chaque 
point M,,..., sur l'axe, et les centres seront les 
pieds 0,0,,..., de ces mêmes perpendiculaires. 

Il est évident que ces circonférences se projetteront, 
1° en vraie grandeur sur un plan quelconque ^rpen- 
diculaire à Taxe, et 2^ suivant des droites sur un plan 
quelconque parallèle à Taxe. Ces droites seront d'ail- 
leurs perpendiculaires à la projection même de Taxe sur 
ce dernier plan. On peut en outre observer que la 
droite ayant passé de la position CD à la position CD\ 

les angles UOW, M.O.M', , M^O^M',,..., sont tous 

égaux, entre eux , que par conséquent les arcs MM', 

M, M.,, MaM^,..., décrits par les différents points 
, sont semblables, 61 qu'enfin on a la suite d'égalités 




M, M,, M,, 



mm^_m.m; m,m; 

OM "" MO," ~ OM, '' 



a 

— ? 

I 



// étant [a longueur de l'arc décrit avec Tunité de longueur pour rayon et correspondant à un dépla- 
cement angulaire a^ de ce rayon. La longueur de Tare décrit pendant le mouvement par Tun des 
points M sera d'autant plus grande j que la distance MS du point décrivant M à Tintersection S ou la 
distance MO de ce point M ù l'axe sera plus considérable. Suivant que les points considérés seront 
comme M et M, d'un même côté, par rapport au point S, ou comme If et Mj de côtés différents, les 
arcs décrits seront dirigés dans le même sens ou en sens contraire. Enfin la longueur de chaque arc 
est égale au rayon de cet arc multiplié par a. 

Ces préliminaires établis, il est facile de voir comment on peut faire tourner un point, une droite 
ou un plan d'une quantité déterminée autour d'un axe donné, et reirouver, soit les projections du 
point, soit celles de la droite, soit les traces ou les génératrices du plan après la rotation. 

Fig. 2. li est inutile de faire remarquer que si l'axe n'était. pas per- 

pendiculaire à l'un on à Vautre des plans de projection , on de- 
vrait d'al)ord le mettre dans cetie position à l'aide des chan- 
gfements de plan ; sans quoi l'application dei notions précédentes 
présenterait dails «la pratique Une complication aussi fâcheuse 
qu'inutile. 

I"'' Problème . — Faire tourner un point M d'une quantité 
angulaire a^ autour d'un axe A,Ajk, perpendiculaire au plan 
vertical {fig> 2 ) ou au plan horizontal (fig, 3 ). 

Dans le premier cas [fig, 2), le point M en tournant en- 
gendre une circonférence C qui a son centre O sur l'axe A, 
dont le plan est perpendiculaire à cet axe A, et par consi^quent 
parallèle au plan vertical ; cette circonférence se pipojetftra donc 
verticalement suivant C^, dont le c^entre estjAr et le rayon ApM^, 
['t horii^ontalement suivant Ca parallèle à la ligne de terre; la nouvelle projection verticale du point H 
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sera en M', ou en M'", suivant que le déplacement angulaire oP doit se produire dans un sens ou dans 
l'autre par rapport à Taxe, la projection horizontale Wh ou Wh située nécessairement sur Ca s'obtien- 
dra par une ligne de rappel abaissée de M% ou de M^,. 

Dans le second cas [fig< 3), le point M a décrit une circonférence horizontale projetée horizontal 
lement en vraie grandeur sur C^, et verticalement suivant Cr parallèle à la ligne de terre. Le reste du 
tracé s'achève comme il a été dit ci-dessus; il y a encore deux solutions si lersens du mouvement 
n*est pas donné d'avance. 

Si le point M est placé dans l'un des plans de projection, Tune des deux projections de la circonfé- 
rence G doit alors se cpnfondrc avec la ligne de terre. \^^, 

II" pROBLiHE. — Faire tourner une droite D d*un angle donné a? autour d'un axe A, 

Supposons d'abord {figs 4 ) ^^^^ perpendiculaire au plan vertical , sa projection verticale A„ est un 





point et sa projection horizontale Aa une perpendiculaire à la ligne de terre. Prenons sur la droite^ D 
deux points M| et Mj et faisons pour chacun d'eux ce que nous avons fait tout à Theure [fig^ 2) 
pour le point M , en supposant que la rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flèche , afin de 
faire cesser toute incertitude. 

Décrivons du point A^ comme centre, avec les distances de ce point aux deux points M,» et M> 
pour rayons, les 4eux circonférences C,,, Cs,., qui seront projetées horizontalement suivant G,a 
et G2A) prenons de M,, en M',r un arc correspondant à la grandeur de Tangle a, faisons de même de 
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Ma, en M^r, et en joignant ces deux nouveaux points M% et M',r nous aurons la projection verti- 
cale D\ de la droite D dans sa nouvelle position ly, en mettant les deux points M', et M', en pro- 
jection horizontale M',.a« M', a» et joignant, nous aurons la projection D'à. 

Nous avons, comme vérification, déterminé la nouvelle position 0', O'a de la trace verticale 0, 9^^ 
on devra chercher comme exercice ce que devient la trace horizontale r, f;,, et on remarquera que la 
droite rencontrait il^abord le plan vertical au-dessus du pian horizontal en et le plan horizontal en 
arrière du plan vertical en i ; tandis qu*après son déplacement elle rencontre le plan verdral en 0' 
au-dessous du plan horizontal et ce dernier en r, en avant du plan vertical. 

Afin de sim^ jfier les constructions, il est commode d*empioyer toujours la même cirranférence 
pour mesurer Tare correspondant au déplacement angulaire a? de chacun des rayons , que Ton a soin 
de prolonger dans ce cas jusqu*à cette circonférence. Nous avons adopté de préférence ici la circon- 
férence plus grand rayon A,0, afîn d'échapper le plus possible aux chances d'inexactitude qui 
résultent inévitablement de Femploi de points trop rapprochés; ce rayon sera le rayon i auquel 
correspond Tare a. 

Si la droite mobile rencontre Taxe de rotation , elle engendre un cône, et si elle lui est parallèle, 
elle engendre un cylindre; ces deux cas sont trop «impies pour que nous les examinions en particu- 
lier. Mais dans l'hypothèse où la di'oite ne rencontre pas Taxe sans lui être parallèle, ainsi qu'il 
arrive dans le problème que nous venons de résoudre , la discussion présente des particularités remar- 
quables que nous allons étudier en changeant toutefois la situation de Taxe, afin de jeter dans cette 
étude un peu de variété. 

Soient donc [fig, 5) un axe A perpendiculaire au plan horizontal et une droite D faisant un tour 
^^g' 5. entier autour de cet axe, dans le sens indiqué par la 

flèchef. 

Au lieu de prendre un point quelconque de la 
droite, prenons celui qui est le plus rapproché de 
Taxe, c'est-à-dire celui qui correspond à la perpen- 
diculaire commune aux deux droites A et D. C'est 
évidemment le point M projeté horizontalement en 
Ma au pied de la perpendiculaire abaissée de Aa sur 
Da. En effet, cette perpendiculaire commune ou plus 
courte distance est horizontale comme perpendiculaire 
à la verticale A; eUe est donc, à cause de cela, pa- 
rallèle à sa propre projection horizontale ; elle est 
d'ailleui-s perpendiculaire à D, conséquemment au 
plan projetant horizontal de D et par suite à Di,^ trace 
horizontale de ce plan , donc enfin sa projection ho- 
rizonUle est bien â^MA. Il suit de Ià4|ue les projec-x 
tions horizontales de la droite D, dans ses positions 
successives^ seront toutes tangentes à la circonféreM e 
Ca qvU a pour rayon AaMa. Il est d'ailleurs évident 
que les traces horizontales de toutes les positions de 
la droite D seront situées sur la circonférence c dé- 
crite du point Aa comme centre avec la distance Aa' 
pour rayon ; il est facile d'après cela d'avoir les pro- 
jections de la droite pour un déplacement angulaire doyné a» sans passer par les constructions 

3« é4it. — Traité de Géométrie descriptive, par Lerojr, 49 
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Fig. (S. 



précédentes; en effet, on pi*endra sur là circonférence c Tare a correspondant à ce déplacement a^, à 
partir du point /, et en menant par la seconde extrémité i! de cet arc une tangente à Ca, on aura la 
nouvelle projection horizontale de D. On vérifiera si Tare compris sur Ca entre les points de contact 
Ma et M'a est bien semblable à Tare a : ce qui se fait en prolongeant les deux rayons AaMa, A a M'a 
jtisqu'à C et en s^assurant que l'arc \t\i.\ intercepté sur la circonférence C entre les prolongements de 
ces rayons , est égal à Tare a. 

Parmi ces tangentes, il en est une, D'à, qui esit parallèle à la ligne de terre; on reconnaît aisément 
qu'alors la droite correspondante D' est dans Fespace parallèle au plan vertical. Il en est une autre, 
D"a) qui est perpendiculaire h la ligne de terre; la droite D^qui lui correspond est alors dans un plan 
perpendiculaire à la ligne de terre. Enfm, si Ton. prend la tangente D^a parallèle à Da, on aura la 
projection horisonlale de la droite D après une demi-révolution autour de Taxe A; les deux projec- 
tions verticales D,, D'\ sont alors symétriquement placées par rapport à la ligne A,, sur laquelle ellcs^ 
se coupent au point N, où se projette verticalement le diamètre NN^ du cercle AN. 

I^es points de la droite D, tels (pie N et P, situés à même distance au-dessus et au-dessous du plan C, 
sont projetés horizontalement sur la même circonférence; cette remarque permet de simplifier les 
constructions, quand on doit dép'acer Ja droite Dde quantités angulaires données. 
IIP PROBLiME. — Faire tourner un plan P <Cun angle a autour iVun axe A {fig, 6). 

Supposons Taxe vertical et le plan donné 
par ses traces P, , Pa. 

Le sens du mouvement est indiqué par 
la flèche/. 

Appliquons la construction précédente à 
chacune des deux traces considérées comme 
des droites quelconques rf, et r/, situées dans 
les plans de projection. La droite il, effec- 
tue sa rotation dans le plan horizontal où 
elle se trouve déjà; ille ne cessera donc 
pas d'être la trace horizontale du plan P , 
sa plus courte distance à l'axe est la per- 
pendiculaire AaM, en faisant tourner le 
point M de l'arc MM' correspondant à 
l'angle a, et en menant par M' la tangente 
(t^ à cet axe, on aura la nouvelle trace 
horizon taie P' a sur laquelle le point t se sera 
transporté en /', Quant h la trace verticale 
P„ en la considérant comme une droite 
quelconque ^3 du plan vertical , ses pro- 
jections sont dans le plan vertical la ligne 
di elle-même, et dans le plan horizontal la ligne de terre; sa plus courte distance à l'axe est projetée 
horizontalement en vraie grandeur en AANAet verticalement en un point unique N^; dans le mouve- 
ment, le point N décrit un arc NN' semblable à MM' et se projette en N'a et N'.. La droite rf, prend 
alors pour projection horizontale la tangente J^k à l'arc NaN'a menée du point N'a- Cette tangente 
doit nécessairement passer en r'. En joignant f, et N'„ on aura la nouvelle projection verticale d\ç de 
la droite </„ et, par suite, le point Ô qui fait partie de la nouvelle trace verticale P',; il n'y a donc 
phis qu'à mener la ligne $/?' pour avoir c^tle nouvelle trace verticale P'r. 
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On doit reconnaître que les arcs NaN'a eitt' sont semblables à Tare MM' et correspondent, sur le 
cercle de rayon AaM, à des arcs /i//, ^& é^ux k Tare MM', circonstance dont on devra profiter, 
ainsi qu'il a été dit au IP problème, pour simpli6er les constructions. 

Parmi toutes les positions que le plan P peut prendre en tournant autour de Taxe A , nous remar- 
querons principalement les deux suivantes : i<* celle pour laquelle la trace horizontale P^ devient la 
parallèle P"a à la ligne de terre ^ et 2^ celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la per- 
pendiculaire P^A k la ligne de terre. Dans le premier cas, le plan P est lui-même parallèle à la ligne de 
terre, le point t vient en t'\ et la trace verticale, qui est aussi parallèle à la ligne de terre, s'obtient au 
moyen de la droite tPj ainsi qu^il a été dit. Dans le second cas, le plan est perpendiculaire au plnn 
vertical, le point t vient en z^, et la trace verticale s'en déduit toujours par les mêmes considérations. 

Il est bien évident d'ailleurs que, pendant tout le mouvement, le plan P forme toujours le même 
angle avec le plan horizontal; on peut, comme vérification, s*en asisùrer en prenant dans chaque 
situation difTérenle la ligne de plus grande pente , passant par le point ûxe O où Taxe A perce le plan 
P. Ce point s'ohtient fort aisément à l'aide de l'horizontale H correspondante à la position initiale P. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le plan P incliné d^me manière quelconque sur les 
plans de projection , et par conséquent rencontrant Taxe qui est toujours donné perpendiculaire à Tun 
d'eux. Si le plan P était parallèle à Taxe, le tracé serait tellement simple, que nous ne croyons pas de- 
voir nous y arrêter ici. 

Enfin, si an lieu de donner le plan par ses traces, on le donnait soit : 

1°. Par deux droites se coupant; 

2,**. Par deux parallèles; 

S'*. Pau trois de ses points ; 

4^. Par Tune de se& normales dont le pied dans le plan serait connu ; 

5". Par Tune de ses lignes de plîis grande pente ; 
la solution serait toujours ramenée au II' problème. D'abord cela est évident pour les deux pre- 
miers cas; quatft au troisième cas, on le ferait dépendre du ir problème, enjoignant les points deux à 
deux, ce qui fournirait deux droites qu'on ferait tourner chacune de Tangle donné, ou bien on 
traiterait directement la question en déplaçant chacun des trois points de l'angle donné, au moyen du 
P*" problème. Le quatrième cas exigerait quelque précaution, si au lieu de faire tourner la normale 
et son pied de l'angle donné, on voulait lui substituer deux droites du plan passant par ce point et 
parallèles l'une au plan vertical, l'autre au plan horizontal; il faudrait alors se rappeler que la 
première de ces lignes, étant perpendiculaire à la normale comme faisant partie du plan et de plus 
parallèle au plan vertical, a pour projection verticale une perpendiculaire à la projection verticale 
de la normale et pour projection horizontale une parallèle à la ligne de terre ; tandis que la deuxième, 
étant parallèle an plan horizontal , a pour projection horizontale une perpendicolaii^ à la projec- 
tion horizontale de la normale et pour projection verticale une parallèle à la ligne de tevre. 

Ces deux lignes se nomment quelquefois \e% principale* du plan. 

Le cinquième cas se résout évidemment au moyen des constructions du problème III. On peut 
toujours faire partir la ligne de plus grande pente d'un point de l'axe de rotation et remarquer que 
les projections horizontales de cette ligne, avant et après le déplacement, font précisément entre elles 
l'angle donné a. 

Au surplus, nous n'insistons pas sur ce cinquième cas, parce que la détermination d'un plan, au 
moyen de sa ligne de plus grande pente pour un point donné, rentre, ù proprement parler, dans le 
système de projections désigné soys le titre de Méihode des plans cotés et nivelés ^ et nous renvoyons 
au texte de Leroy, livre IX, chapitre II de cette édition* 

49- 



Digitized by LjOOQIC 



388 



CHANGEMENTS PE PLAN DE PROJECTION 



Les considérations précédentes, appliquées à la solution des questions contenues dans le premier 
livre de cet ouvrage, conduisent à des constructions beaucoup plus compliquées que celles données 
par Tauleur, lesquelles d'ailleurs ont été consacrées par renseignement de Monge et sont générale- 
ment adoptées. Mais si leur emploi manque de simplicité en pratique, il a, comme exercice^ l'avantage 
d'habituer les commençants à lire facilement' dans Tespace, et c'est pour ce motif, comme indication 
du parti qu'on peut en tirer à ce point de vue, que nous avons placé ici quelques exemples. 



!«' EXEMPLE. 



Mener par un point M une droite Dv 7«' coupe une droite D, sous un angle donné ol. 



PiSl- 



Soient LT la ligne de terre, Mr, M^ les deux pro- 
jections du point M, et D,„ D,* les deux projections 
de la droite D, ; menons par le point M une hori- 
zontale d eu plan P, déterminé par le point et la . 
^^. £i j», _^^,::^^^"''^^}j/_J\ ._j_4^» droite D, ; faisons tpurner le plan P autour de l'ho- 
rizontale d comme axe, jusqu'à ce qu'il devienne 
parallèle au plan horizontal de projection, la droite 
Di sera emportée dans ce mouvement de rotation ; 
prenons sa projection horizontale D',jk après le 
mouvement et coupons-la sous l'angle a, par une 
droite D'^a menée de Ma, celle droite I^ja sera la 
projection horizontale de la droite D, après la rota- 
tion du plan P, il ne restera plus qu'à la ramejier 
à la position qu'elle doit occuper avant le mou- 
vement du plan. 

Nous aurons d^ en menant par M^ une parallèle 
à la ligne de terre, qui coupera D, en I.,; d'où 
nous conclurons Ia et /par suite, ^/a ^'n joii^nant MaIa* L'horizontale d étant prise pour axe de rota- 
tion, tous les points de la droite D,, excepté le point I qui reste immobile, décriront autour de Taxe 
dos arcs de cercle dont les centres seront sur !'axe et dont les plans seront perpendiculaires à ce même 
axe; si donc nous considérons le point G entre autres, ce point, après le mouvement, sera projeté 
en 0'^, G'^ , que l'on déterminera en abaissant de 9a la perpendiculaire 8a Oa sur i'axe, en cherchant la 
vraie grandeur de cette ligne et en la reportant de Oa en G'^. En joignant Ia et &^^, on obtiendra D',a; 
quant à la projection D',,, elle se confond évidemment avec //^. Menons, ainsi qu'il a été dit, la 
droite iy,A par le point Ma en coupant D'^ sous l'angle a, et il ne nous restera plus qu'à replacer D^ 
dans sa vraie position D, , ce qui se fera aisément d'après les explications précédentes : pour cela on 
ramènera le point S';. , sommet de l'angle, dans la position S„ Sa, et en joignant M et S, on obtiendra 
enfin la droite D». 




iV" EXEMPLE. 

Déterminer la plus courte distance d'un point M à une droite D. 

La construction étant celle de l'exemple précédent, en y remplaçant l'angle a f>ar un angle de 
90 degrés, nous ne la reprendrons pas. 
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III* EXEMPLE. 



Dr terminer la plus courte distance d'un point M h un plan P. 



Fifi. 10. 




Z^^ 



.T_ 



Soient LT hi ligne de terre, M,, Ma les projection!» 
du point M, et P^P^ les traces du plan P; faisons 
tourner le plan P autour de la projetante horizon- 
taie du point M, pri>e pour axe, jusqu^à ce que ce 
plan devienne perpendiculaire au plan vertical; à 
cet instiint la normale au plan sera parallèle au plan 
vertical ('e projection, et, par conséquent, se pro- 
jettera en vraie grandeur sur ce plan. Nous pour- 
rons ensuite ramener le système à sa position ini- 
tiale, et déterminer alors les deux projections de la 
normale dans cette position. Du point où Taxe perce 
le plan on abaisse la ligne de plus grande pente 
du pian P, elle se projette horizontalement suivant 
ÔA Ma r perpendiculaire à Pa, et verticalement sui- 
vant ^ qui coupe en K, la projection de Taxe; le 
point K est donc celui où le plan est percé par l'axe, 
et ce point reste immobile pendant le mouvement. 
Quand le plan P est perpendiculaire au plan ver"- 
tical , cette ligne de plus grande pente / devient parallèle au plan vertical; elle se projette alors hori- 
zontaleiTient suivant ô'^Ma/' parallèle u la ligne de terre, et verticalement suivant /^K^O^ ; les points t 
et Oa décrivent dans le plan horizontal les arcs semblables tt' et ^u^h ^^"^ ^^ centre est en Ma et dont 
les projections verticales sont t^tl et 001,; la trace Pa» emportée par le mouvement, prend la direction ' 
^^t't'^ perpendiculaire à la ligne de terre ; les trois points t\ , K,, 0[, sont sur une même ligne droite, 
qui est à la fois la nouvelle trace verticale P^, et la nouvelle projection verticale l[ de la ligne / ; la 
normale n au plan est donc, suivant ce qui a été dit en commençant, représentée en vraie grandeur 
par MrN'^ perpendiculaire à l\y son pied est projeté en N'^Nj^, et si Ton ramène le tout à la position 
initiale, on a définitivement M^N, , Ma Na pour projections de la normale /i, et N^, Na pour projection» 
de son pied dans le plan. 

Nouf proposerons sur ce même exemple deux cas particnliers : i** celui où le plan P est parallèle à 
la ligne de terre; tP celui où les deux traces P, et PAdu plan P sont en prolongement Tune de Tautre. 
Nous avons indiqué les constructions sans reprendre Tcxplication. 

On sait que les traces d*un plan sont en prolongement l'une de l'autre quand le plan passe par P, 
une perpendiculaire à la ligne de terre élevée dans le plan bissecteur de l'un ou de Tautrc des dièdres 

SA ou IP supéiieur formés par les plans de projection antérieur ou inférieur postérieur, et récipro- 
quement. 

On doit remarquer ce fait important : dans les trois figures relatives à ce problème les traces du 
plan et les projections de la normale, situées sur le même plan de projection , sont perpendiculaires 
entre elles, ce qui est la conséquence de ce principe : Quand deux droites sont perpendiculaires 
entre elles dans Tespace, si Tune d'elles est parallèle ù Tun des plans de projection, les projections des 
deux droites sur ce même plan %ox\i perpendiculaires entre elles. 
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On tire un parti tellement avantageux de ce principe pour la recherche de la plus courte distance 
d'un point à une droite ou à un plan , que nous croyons devoir indiquer ici cette application , quoi- 
qu'elle soit étrangère aux mouvements de rotation dont l'emploi présente, dans le cas actuel, ainsi 
qu'on a pu le reconnaître, une complication au moins inutile pour la pratique. 



F'-ff- 



Fig. la. 





Soient M,., Ma « D,, Da les projections du point M et de la droite D ; désignons par di et </, iesdeux/^n/i- 



Fig. i3. 



\\ 



cipalc's(i) d'un plan P passant par le point M et perpendicu- 
laire à la droite D. Supposons que la ligne </, soit la principale 
parallèle au plan vertical, elle aura (en vertu du principe 
énoncé ci-dessus) pour projection verticale une droite </,, 
perpendiculaire à D»; la projection horizontale sera d'ailleurs 
une parallèle ^i^à la ligne de terre; la ligne //,, qui est, par 
suite, la principale parallèle au plan horizontal aura (tou- 
j__/K^;^C^r__ Jfc#_ jours conséquemment au principe] pour projection hori- 
J/^ j!\' ^\ zontàle une droite d^j^ perpendiculaire à Da et pour pro- 

jection verticale une parallèle d^ k la, ligne de terre. En 
coupant ces deux droites en Â et B par le plan projetant 
horizontal de D, on détermine une droite AB qui est située 
dans le plan P et qui coupe la droite D au point N ; en 
joignant M, N, on obtient la plus courte distance deman- 
dée n. 





IV« EXEMPLE. 

Déterminer l'angle de demx droites D| et Ds fe coupant en un point M. 

Soient D,*, D„, D^, D,,, Mji, M, les projections des données, faisons tourner le plan déterminé 

(1) Nuub ayons déjà dit que nous entendions par principales d'un plan P pour un point M, les droites menées par 
W point M dans le plan P, parallèlement aui deux plans de projection. 
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par les deux droites jusqu'à ce qu*il devienne parallèle à Fun des plarns d^e projection, aii plan ver- 



Fig. •/,. 



lical, par exemple, et Fangle demandé se projettera 
verticalement en vraie grandeur. 

Nous prendrons pour axe de rotation la pnncipale 
AB, parallèle au plan vertical, sa projection horizon- 
tale sera Aa Ba, panilRle à la ligne de terre, et nous en 
déduirons A^B^j le ]X)int M , en tournant avec le pfan 
autour de cet axe, décrira un arc de cercle dont nous 
savons trouver le centre O et le rayon r, ce qui nous 
fournira la projection M^ du point M après le mou- 
vement, en joignant ISl'. avec A, et B^, nous aurons 
Tangle demandé. 

Si les deux droites données ne se rencontraient pàn, 
on mènerait d*un point M de Tune d*elles une parallèle 
à l'autre, et l'on reproduirait la construction précé- 
dente, qui d'ailleurs ne diffère que dans les termes de celle donnée dans l'ouvrage. 




V** EXEMPLE. 

Déterminer la plus courte distance entre deux droites non situées dans le même plan. 

Soient D. et D3 les droites données, on prendra sur D|, un point M à volonté, on abaissera la 
projetante horizontale de ce point, et Ton fera tourner les droites D, et Dj autour de cette ligne jus- 
qu'à ce que la première devienne parallèle au plan vertical; prenant alors pour nouvel axe de rota- 
tion la projetante verticale du point M, on fera de nouveau tourner les deux droites autour de cet 
axe, jusqu'à ce que D, , qui était parallèle au plan vertical , devienne perpendiculaire au plan hori- 
zontal. Dans cette dernière position des deux droites, leur plus courte distance sera représentée en 
vraie grandeur par la perpendiculaire abaissée de Ma sur la projection horizontale qu'on aura obtenue 
pour la droite D3, après le double mouvement de rotation. « 

Nous avons donné cette construction comme exercice seulement; car elle est d'ailleurs plus com- 
pliquée dans l'exécution que celle indiquée livre P'', chapitre II de cet ouvrage. 

On peut consulter encore pour ce problème le Traité de Géométrie descriptii>e de l'illustre Monge 
(Paris, KIostermann (ils, iSii), page 43» on y trouvera une solution très-élégante de la question, 
fondée sur l'emploi d'un plan mené par l'une des droites parallèlement à l'autre et tangent à un 
cylindre de révolution qui a pour axe cette autre droite et pour rayon la plus courte distance 
cherchée. 



PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLI.T- BACHELIER^ 

Rue du Jardinet, 12. 
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